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Vorwort. 



Die neuere Gteometrie, oder Geometrie der Lage, welche bis vor 
Kurzem fast nur im engsten Kreise von Fachmännern Pflege fand und 
nur ausnahmsweise an einigen höheren ünterrichtsanstalten gelehrt wurde, 
obwohl sie bereits vor Decenien durch Poncelet, Möbius, Steiner, 
St au dt und Chasles zu einem wissenschaftlichen Systeme ausgebildet 
war, erfreut sich in jüngster Zeit der regsten Aufmerksamkeit von Seite 
des mathematischen Publikums. Sie erscheint in den Programmen vieler 
technischer Institute als Lehrgegenstand aufgeuommen, ihre Principien 
finden bereits Anwendung in verwandten wissenschaftlichen Disciplinen, 
ihr Studium stellt sich für den angehenden Techniker, den künftigen 
Lehrer mathematischer Fächer immer mehr als eine Nothwendigkeit dar. 
Die Leistungen, welche sie mit verhältnissmässig so einfachen Mitteln 
zu Stande brachte, namentlich eine Beihe glänzender Entdeckungen, 
die wir den eben genannten Männern verdanken, gewannen ihr stets 
neue Anhänger. Der Mangel an leichtfasslichen und vollständigen Lehr- 
büchern war wie es scheint zunächst der Grund , wesshalb die neuere 
Geometrie so lange nur wenig beachtet blieb. Die „Geometrie der 
Lage" von Stau dt, das erste Werk, welches den in Rede stehenden 
Gegenstand systematisch und in seinen Grundzügen vollständig behan- 
delte , ist anerkanntermassen eben nicht für Anfilnger geschrieben. ' Die 
vortrefflichen Werke von Chasles, Paulus, Reye und Gretschel, *) 
welchen vorzugsweise das Verdienst gebührt die neuere Geometrie 
weiteren Kreisen zugänglich gemacht zu haben, sind allerdings für den 
ersten Unterricht berechnet. Dennoch schien mir em leichtfasslich 
geschriebenes Lehrbuch wünschenswerth , in welchem nicht bloss die 
ebenen, sondern auch die räumlichen Gebilde behandelt werden, und 
welches sich nicht auf die Untersuchung allgemeiner Lagenverhältnisse 
allein beschränkt, sondern auch metrische Beziehungen erörtert. 



*) Siehe das beigegebene Bttcherverzeichniss. 
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Bei der Abfassung des vorliegenden Lehrbuches war ich bestrebt 
in ziemlicher Ausführlichkeit und möglichster Klarheit die Elemente der 
neueren Geometrie darzustellen. Ich wählte die synthetische Methode. 
Sie ist mit wenigen Ausnahmen überall festgehalten. Wenn auch einige 
Beweise dadurch etwas schwerMlig wurden, so gewann doch die 
Anschaulichkeit der Beweisführung. Uebrigens gelangt die Synthesis sehr 
häufig schneller zum Ziele als die Analysis und hat dabei als Unterrichts- 
methode den Vorzug, dass sie das Vorstellungsvermögen in beständiger 
üebung erhält. Da auch die imaginären Gebilde Berücksichtigung 
fanden, war es wohl nothwendig einige kleine Kechnungen vorzunehmen. 
Es ist ja bisher noch nicht gelungen auf rein synthetischem Wege zu 
einer vollkommen befriedigenden, einfachen Vorstellung des Imaginären 
zu gelangen : und doch kann die synthetische Geometrie, ohne bedeutende 
Lücken zu zeigen, die imaginären Gebilde nicht ganz unberücksichtigt 
lassen. — Als Beispiel, dass solche Gebilde dieselbe Rolle spielen können 
wie die reellen, mag der Umstand angeführt werden, dass ein Kegel- 
schnitt auch dann durch fünf seiner Punkte oder Tangenten vollkommen 
bestimmt wird und construirt werden kann, wenn zwei oder vier dieser 
bestimmenden Elemente imaginär sind. 

Der erste und zweite Abschnitt, in welchen die einförmigen Grund- 
gebilde und ihre ebenen Erzeugnisse, die Kegelschnitte, untersucht 
werden, sind ziemlich ausführlich behandelt. In den folgenden drei 
Abschnitten ist das Wesentliche über die Grundgebilde der zweiten 
Stufe, die Flächen zweiter Ordnung und die Gebilde der dritten Stufe, 
oder räumlichen Systeme zu finden. Den Schluss bildet ein Kapitel über 
die Raumcurven dritter Ordnung. Es wäre vielleicht angezeigt gewesen 
auch die ebenen Curven und Flächen dritter Ordnung aufzunehmen, doch 
würde eine auch nur das Wichtigste betreffende Untersuchung dieser 
Gebilde den Umfang des Buches allzusehr vergrössert haben. 

Das Gesetz der Reciprocität, welches den ersten Studien in der 
neueren Geometrie einen so eigenthümlichen Reiz verleiht, ist überall 
durch Doppelsätze zum Ausdrucke gekommen wo der Gang der Unter- 
suchung dadurch nicht zu sehr gehemmt wurde. 

Um das Nachschlagen zu erleichtem sind die wichtigeren Lehrsätze 
mit Nummern versehen worden. Auch das beigegebene Register dürfte 
beim Studium einige Erleichterung gewähren. 

Die wichtigsten Anforderungen, welche an ein elementares Lehrbuch 
gestellt werden können: Klarheit und Uebersichtlichkeit der Darstellung, 
entsprechende Auswahl und systematische Gruppirung des Lehrstoffes, 
war ich vor allem bestrebt zu erfüllen. Die Schwierigkeiten, welche ich 
dabei zu überwinden hatte, sind nicht zu verkennen. Es musste so 
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mancher Lehrsatz auf anderen Grundlagen als bisher entwickelt, so 
mancher neue Beweis gefunden werden. 

Möge diese Arbeit ihren Zweck erfüllen imd einiges dazu beitragen, 
dass die Kenntniss der neueren Geometrie immer grössere Verbrei- 
tung finde. 



Wien, im Juni 1870. 



Der Verfasser. 
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Erklärung der Grundgebilde. 



Die nenere Geometrie nimmt eine kleine Zahl sogenannter G r u n d g e- 
bilde an, auf deren Eigenschaften nnd gegenseitige Beziehungen, welche vor 
allem nntersocht werden, sie ihre weiteren Dntersnchangen stfltzt. 

Diese Grandgebilde sind: Die Punktreihe, der Strahlenbtts chel, 
der Ebenenbflschel, das ebe ne System nnd der Strahlenbündel. 

Eine Panktreihe wird im allgemeinem die Gesammtheit aller Punkte 
genannt, welche sich in ein und derselben Geraden befinden ; doch bezeichnet 
man durch diesen Aasdmck anch jede in irgend einer Weise geordnete Reihe 
einzelner Pankte einer geraden Linie. Jeder Pnnkt einer Panktreihe bildet ein 
Element derselben und die Gerade, auf welcher sich die Reihe befindet, heisst 
der Trftger der Reihe. Jeden von zwei Punkten des Trägers begrenzten Theil 
des letzteren nennt man einß Strecke. — Statt des Ausdruckes Panktreihe 
wird häufig auch die Bezeichnung gerades Gebilde gebraucht. 

Ein Strahlenbttschel oder Yielstrahl wird im allgemeinen durch 
die Gesammtheit aller Geraden einer Ebene gebildet, welche sich in ein und 
demselben Punkte schneiden. In einem specielleren Sinne nennt man Strahlen- 
bOschel auch die Gesammtheit einzelner Geraden, welche in derselben Ebene 
liegen , durch ein und denselben Punkt gehen und in irgend einer Weise ange- 
ordnet sind. Jede dieser Geraden heisst ein Strahl und bildet ein Element des 
Boscheis. Der Schnittpunkt aller Strahlen wird der Mittelpunkt des 
Büschels genannt und kann als Träger des letzteren betrachtet werden ; 
gewöhnlich bezeichnet man jedoch die Ebene, in welcher der BOschel liegt, als des- 
sen Träger. Jeder Strahl wird darch den Mittelpunkt in zwei Halbstrahlen 
getheilt Liegt der Mittelpunkt in anendlicher Entfernung, so sind alle Strahlen 
%n einander parallel und bilden einen Parallel-Strahlenbüschel. 

Ebenenbüschel wird die Gesammtheit aller Ebenen genannt, welche 
durch ein und dieselbe Gerade hindurchgehen, oder — im engeren Sinne — die 
Gesammtheit einzelner Ebenen, welche sich in derselben Geraden schneiden und 
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2 Erklärung der Grundgebüde. 

in irgend einer Weise angeordnet sind. Jede dieser Ebenen bildet ein Element 
des Ebenenbüschels. Als Träger des letzteren kann sowohl der nnendlich 
ausgedehnte Raum, als auch die allen Ebenen gemeinsame Gerade bezeichnet 
werden. Gewöhnlich wird jedoch diese Gerade die A x e des Ebenenbttschels 
genannt. Liegt die Axe in anendlicher Entfernang, sind also sämmtliche 
Elemente des Ebenenbttschels anter einander parallel, so heisst letzterer ein 
Parallel -Ebenenbüschel. 

Das ebene System ist nicht so einfacher Natar, als die bisher betrach- 
teten Gebilde. Man versteht nämlich daranter die Gesammtheit aller Punkte 
and Geraden, die sich in ein and derselben Ebene befinden. Der Träger des 
ebenen Systemes ist die Ebene, in welcher es liegt. 

Ein Strahlenbandel wird durch sämmtliche Gerade gebildet, die 
durch einen bestimmten Punkt, den Mittelpunkt desBttndels, hindurchgehen. 
Im engereu Sinne nennt man Strahlenbündel auch die Gesammtheit ein- 
zelner Geraden, welche alle durch ein und denselben Punkt gehen und in irgend 
einer Weise angeordnet sind. Jede solche Gerade heisst ein Strahl des Bün- 
dels und jeder der sich ins Unendliche erstreckenden zwei Theile eines Strahles, 
welche einerseits durch den Mittelpunkt des Bündels begrenzt werden, wird ein 
Halb strahl genannt. Als Träger des Bündels kann sowohl der Mittelpunkt, 
als auch der unendlich ausgedehnte Raum betrachtet werden. Der Strahlen- 
bündel enthält im allgemeinen unendlich viele Strahlenbüschel, denn jede Ebene, 
welche durch den Mittelpunkt des Büschels geht, schneidet den Bündel in einem 
Strahlenbttschel. Da umgekehrt jeder Strahlenbüschel eine Ebene bestimmt, so 
enthält jeder Strahlenbündel im allgemeinen unendlich viele Ebenen, welche sich 
in seinem Mittelpunkte treffen. Die Gesammtheit dieser Ebenen könnte ein 
Ebenenbündel genannt werden, indess erscheint es nicht nothwendig dieses 
neue Grundgebilde anzunehmen, da es ohnehin im Strahlenbündel enthalten ist. 

Die Punktreihe, den StrahlenbOscbel und den Ebenenbüschel nennt man 
Grundgebilde der ersten Stufe oder auch einförmige Grundgebilde. 
Letztere Bezeichnung findet ihre Erklärung in dem Umstände, dass jedes der 
genannten drei Gebilde aus unter sich gleichartigen Elementen besteht. Das 
ebene System und der Strahlenbündel heissen Grundgebilde der zwei- 
ten Stufe; man kann sich dieselben ans Gebilden der ersten Stufe zusam- 
mengesetzt denken, nicht aber umgekehrt. Das ebene System enthält unendlich 
viele Punktreihen und Strahlenbüsche], der Strahlenbündel unendlich viele 
Strahlenbüschel und Ebenenbüschel. 

Die drei einförmigen Grandgebilde werden aaf gleiche Stnfe gestellt, wenn 
auch dagegen eingewendet werden könnte, dass in jedem Strahle eine Punktreihe 
und in jeder Ebene Punktreihen und Strahlenbüschel denkbar sind. Strahlen 
fasst man nämlich in der Regel nicht als Träger von Punktreihen, sondern bloss 
als gerade Linien auf, and Ebenen, wenn sie Elemente eines Ebenenbüschel s 
sind, werden gewöhnlich nicht als Träger eines ebenen Systemes betrachtet. 
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Erklärung der Grundgehüde. 3 

Ein Gebilde der dritten Stufe ist das räamliche System. 
Es besteht ans der Gesammtheit aller Punkte, Geraden und Ebenen des unend- 
lichen Banmes. Uebrigens kann in einem specielleren Sinne, anch jede Znsam- 
menstellnng von Punkten, Geraden und Ebenen im Baume, als ein r&umliches 
System angesehen werden. *) 

Nicht selten fasst man die Grundgebilde der ersten Stufe allgemeiner auf, 
als sie oben erklärt wurden. Punktreihe kann nämlich auch eine Reihe von 
Punkten genannt werden , die sich in irgend einer bestimmten Curve befindet, 
Strahlenbflschel eine Aufeinanderfolge von geraden Linien, welche in ein und 
derselben Ebene liegen und nach irgend einem bestimmten Gesetze angeordnet 
sind und Ebenenbttschel eine Aufeinanderfolge von Ebenen , deren gegenseitige 
Lage einem bestimmten Gesetze entspricht. Auch der Strahlenbflndel könnte 
allgemeiner als eine Aufeinanderfolge von geraden Linien, deren Lage im Räume 
durch irgend ein Gesetz bestimmt wird, aufgefasst werden ; in der Regel ver- 
steht man jedoch unter den Grnndgebilden jene einfacheren Gebilde, wie sie zu- 
erst erklärt worden sind und bemerkt es in jedem Falle besonders, wenn eine 
allgemeinere Auffassung vorausgesetzt wird. 

Schliesslich sei noch erwähnt, dass zwei Grundgebilde desselben Namens, 
also zwei Punktreihen, zwei Strahlenbüschel u. s. w., gleichartige Grundge- 
bilde heissen, während Grundgebilde verschiedenen Namens ungleichartige 
genannt werden. 



*) Wir schliessen das räumliche System aus der Reihe der Grundgebilde aus, 
zu denen es bisher gezählt wurde, nachdem dasselbe alle denkbaren geometrischen 
Gebilde in sich enthält, daher nicht wohl als ein Grundgebilde bezeichnet 
werden kann. 
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Erster Abschnitt. 

Grundgebilde der ersten Stufe. 



a) Panktrelhen und Strahlenbttschel. Ihre allgemeinen proJeetiTiseben 

Bezielinngren. 

Um irgend einen Punkt einer gegebenen Panktreihe anzweifelhaft za 
bestimmen, können verschiedene, mehr oder weniger einfache Mittel angewendet 
werden. Das einfachste ist wohl, einen in der Reihe selbst gelegenen {"ixpunkt 
ZQ wählen and die Entfernang des zu bestimmenden Punktes vom Fixpankte 
anzngeben , wobei diese Entfernang positiv oder negativ genommen wird, je 
nachdem der za bestimmende Punkt auf der einen oder der anderen Seite des 
Fixpanktes gelegen ist. Dieses Mittel wird bekanntlich in der älteren Geometrie 
bentttzt. Die neuere Geometrie wählt z w ei Fixpankte, welche wir ^ und 
B nennen wollen und bestimmt die Lage eines dritten Punktes G der Panktreihe, 
indem sie das Yerhältniss der Abstände AC und BC angibt. Dabei wird eben- 
falls angenommen, dass diese Abstände, je nachdem C auf der einen oder andern 
Seite der Fixpankte liegt, positiv oder negativ sind. Um nachzuweisen, dass die 
Lage des Punktes G durch das Verhältniss 

AC 

BC 
vollkommen bestimmt sei, stellen wir uns vor, G bewege sich auf der nach bei- 
den Seiten ins Unendliche verlängerten Geraden AB, etwa in der Richtung von 
A nach B, und nehmen an B sei rechts von A gelegen. Im Anfange seiner Be- 
wegung befiode sich der bewegliche Punkt C links von A und seine Abstände 

AG 
seien fflr diese Lage negativ. Das Verhältnisse;^ bleibt, solange G den Fix- 

pnnkt A nicht tiberschreitet, nnter den gemachten Voraussetzungen stets posi- 
tiv und kleiner als die Einheit, da BG immer grösser als AG ist. Je näher G an 

AG 
A Hegt, desto kleiner wird ^ und wenn endlich G mit A zusammenfällt, so ist 

BC 
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Punktreihen und Strafdenbuschel. Ihre cülgenieinen projectioischen Beziehungen . 5 

der Werth dieses Verhältnisses gleich Null. Denkt man sich C wieder nach links 

ÄC 
znrfickbewegt, so wächst ^^^, da die Grösse des Zählers sich jener des Nenners 

immer mehr nähert, bis endlich AC=BC, also ^7,= 1 wird, was erst dann 

der Fall sein kann , wenn C in anendlich grosse Entfernung gekommen ist. — 

Befindet sich C zwischen den Fixpunkten, so liegt er zu verschiedenen Seiten 

AC AC 

derselben , — - wird daher negativ. Der Werth von — ;, nimmt , wenn C von A 

gegen B fortschreitet, jede mögliche Grösse zwischen und — oo an Befindet 

AC 
sich Cim Halbirungspankte der Strecke AB, so ist 7^7:= — 1. Rückt der Punkt 

C Ober B hinaus weiter fort, so bleiben seine Abstände von A und B gleich- 

AC 
bezeichnet, das Yerhältniss ^ - ist stets positiv, wird immer kleiner und erlangt 

BC 

alle möglichen zwischen + <» und + 1 gelegenen Werthe. 

Bemerkenswerth ist, dass für den links oder rechts gelegenen unendlich 

AC 
fernen Punkt C das Yerhältniss -^ gleich -f- 1 wird. Wir können daraus 

schliessen, dass jede Gerade nur einen unendlich fernen Punkt besitzt. Aus 

AC 
diesen Betrachtungen geht nämlich hervor, dass sobald - ^gegeben ist, der Punkt 

BC 

AC 
C unzweideutig bestimmt erscheint. Für positive Werthe von r^p, liegt der Punkt 

BC 

C ausserhalb der endlichen Strecke AB, für negative innerhalb derselben, für 

positive Werthe, welche kleiner sind als die Einheit, liegt er links, für positive 

Weithe, welche grösser als die Einheit sind, befindet er sich rechts von A und B. 

AD 
Einem vierten Punkte D der Geraden AB kommt das Yerhältniss ^^ zu, 

BD 

wenn A und B wieder als Fixpunkte gelten , und dieses Yerhältniss kann mit 

AC 
jenem -7^ in ein sogenanntes Doppelverhältniss 
BC 

AC , AD 

BC ' BD 
gebracht werden, welches wir das Doppelverhältn iss der vier Punkte 
ABCD nennen. Meist wird ein solches Doppelverhältniss einfach durch das 
Symbol {ABCD) bezeichnet, so dass 

gesetzt werden kann. Dabei uehmea wir an, dass jene zwei Buchstaben, welche 
im Zähler und Nenner der einfachen Yerhältnisse zuerst stehen, Fixpunkte be- 
zeichnen, und setzen diese Buchstaben auch in der symbolisclien De Zeichnung zuerst . 
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6 Erster Abschnitt. Punktreihen und StraMenbUsehel. 

Die Pankle AnndB, sowie C nnd D werden einander zugeordnete 
Punkte genannt. 

Von den Pnnkten ABCD können aosser A nnd B auch die Pnnktpaare 
AC, AD, BC. BD und CD als Paare von Fixpnnkten angenommen werden. 
Mit Rücksicht auf diese seclis Paare ergeben sicli folgende DoppelverhUtnisse : 

(ABCD)-^-^ . ^, 

(---)=§ ■ i^D' 

(^'^^)-m ■■ fw 
('^^y-WA ■■ m 

Setzt man den Werth des ersten Doppelverhältnisses 
AC , AD _AC .BD_ 
BC ' BB~ BC. AD~'^' 
so zeigt eine einfache Rechnang, dass die übrigen Doppelverhältnisse beziebangs- 
weise die Werthe haben : 

m 1 1 w— 1 



m, 1 — w. 



'm — r w' 1— w' m ' 
wovon die drei letzteren die reciproken Werthe der drei ersteren sind. Um 
wenigstens fttr ein Doppel verhältniss diese Rechnung darchzafohren, betrachten 
wir das zweite 

AB AD 
OB ' CD' 
Die Fixpnnkte sind hier anseren Annahmen zufolge A ond C. An die 
Stelle des Panktes B ist also C getreten. Nimmt man die Abstände aller rechts 
von den Fixpnnkten gelegenen Punkte wieder positiv, so ist die Strecke BC^ 
für B als Fixpunkt positiv, für C als Fixpunkt aber negativ. Man erkennt 
hieraus, dass es in unserem Falle nicht gleichgiltig sein kann, ob man schreibt 
BC oder CB, denn es ist 

BC= — CB. 
Mit Rücksicht darauf hat man also : 

AB AD_ AB. CD 
CB ' CD~ BC .AD 
und da AB = AC—BCy ferner CD = BD — BC ist, so ergibt sich 
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Ihre Mgemeinen prqiectivischen Beziehungen, 7 

S ' ^=-{b^ab) {^c.bd-bcbb-ac.bc-^bc^) = 

=—m^--^(BD + AG—BC\ = l — m. 

In ähnlieher Weise können die Werthe der übrigen Doppelverhältnisse 
dnrchn» bestimmt werden, wodorch man zu den bereits angegebenen Ausdrücken 
gelangt. 

Der Umstand, dass in den symbolischen Bezeichnungen der sechs Doppel- 
verhältnisse die vier Buchstaben ÄBCD nur versetzt erscheinen, veranlasst uns 
die Frage zu erörtern, ob es nicht noch weitere Doppelverhältnisse, mit anderen 
Werthen für die vier Punkte gibt, als die sechs angegebenen. Da vier Elemente 
sich bekanntlich viemndzwanzigmal versetzen lassen, so würde man vierund- 
zwanzig Doppelverhältnisse erhalten. Doch überzeugt man sich leicht, dass 
darunter keine Doppel Verhältnisse vorkommen, welche andere Werthe hätten 
als die bereits angeführten. Z. B. das Doppelverhältniss 

hat, sowie das vierte von den oben angegebenen Doppelverhältnissen den Werth 

— , es ist somit kein neues und ebensowenig würden andere ans den vier Buch- 
in 

Stäben beliebig zusammengesetzte Symbole zu neuen Doppelverhältnissen führen. 

Da die Untersuchung aller vierundzwanzig Symbole zu weitläufig sein würde, 

begnügen wir uns mit dem einen Beispiele. *) 

Sowie man irgend einen Punkt C einer Punktreihe durch das Yerhältniss 

seiner Abstände von zwei Fixpunkten A und B derselben Reihe vollkommen 



*) Als „Doppelverhältniss der vier Punkte^ findet man bei verschiedenen 
Autoren verschiedene der erwähnten vierundzwanzig Doppelverhältnisse angeführt. Es 
ist eben vom Standpunkte der Theorie gleichgiltig, welches derselben vorzugsweise 
80 benannt wird. Diejenigen, welche in Folge einer besonderen Anordnung der 
Buchstaben sich dem Gedächtnisse leicht einprägen, sind begreiflicher Weise den 
übrigen vorzuziehen. — Steiner nennt das Yerhältniss 

AD . AC 

BD ' BC 
Mob ins das Yerhältniss 

AC . AD 

CB * DB 
Doppelverhältniss der vier Punkte. Nach unseren Annahmen hat der erste dieser 

Ausdrücke den Werth— , der zweite den Werth m. Chasles gibt als Doppelver- 
hältniss der vier Punkte das Yerhältniss 

AC . BC 

ÄD ' BD 

^j. -1 

an, welchem unseren Annahmen zufolge der Werth — - zukommt. 
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8 Erster Abachmtt Punktreihen und StrahletibüscJuil. 

bestimmen kauD, äo lässt sich aoch irgend ein Strahl c eines Strahlenbfischels 
dadurch unzweideatig bestimmen, dass man das Yerhältniss der Grösse jener 
Winkel angibt , welche der Strahl c mit zwei Fixstrahlen a and b desselben 
Baschels einschliesst. Dabei mflssen selbstverständlich auch negative and posi- 
tive Winkel unterschieden werden. Als Mass fttr die Grösse eines Winkels 
wählen wir seinen Sinus, aus einem Grunde, der in der Folge klar werden wird. 
Bezeichnet man die Winkel, welche von den Strahlen cui und bc eingeschlossen 
werden, beziehungsweise durch ac und bc, so bestimmt der gegebenen Erklärung 
gemäss das Yerhältniss 

sin ac 

üubc 
die Lage des Strahles unzweideutig. Für einen vierten Strahl d besteht das Yer- 
hältniss -: — r-r; bringt man nun die Yerhältnissc der beiden Strahlen c und d 
sm bd 

selbst wieder in ein Yerhältniss, so erhält man das Doppelverhältnissder 
vier Strahlen abcd: 

siu ac siu ad 

sin bc ' sin bd ' 

für welches die symbolische Bezeichnung (abcd) gewählt worden ist. 

Bezüglich des Doppelverhältnisses von vier Strahlen könnten ganz analoge 

Untersuchungen durchgeführt werden, wie wir sie für das Üoppelverhältniss von 

vier Punkten angestellt haben. Dabei würde sich zeigen, dass die viernndzwanzig 

möglichen Doppelverbältnisse von vier Strahlen ebenfalls nur sechs verschiedene 

Werthe haben können. Diese sind : 

m l 1 m — 1 

m, 1 — w>, — - , — , j , — ■ — , 

m — 1 m 1 — m m 

wenn man den Werth des Doppelverhältnisses 

(abcd)=m 
setzt — 

Nachdem, wie oben bemerkt wurde, jede Gerade nur einen unendlich fernen 
Punkt hat, so muss angenommen werden, dass jede Gerade eine geschlossene 
Linie (etwa ein Kreis von unendlich grossem Halbmesser) sei, deren zwei nach 
entgegengesetzten Richtungen sich erstreckende Theile im unendlich fernen 
Punkte, den man auch einen uneigentlichen Punkt nennt, zusammentreffen. 
Dies vorausgesetzt, ist klar, dass durch einen einzigen Punkt eine Gerade nicht 
in zwei Strecken abgetbeilt werden kann, sondern, dass dazu zwei Punkte erfor« 
derlich sind. Die eine der zwei Strecken enthält den unendlich fernen Punkt und 
hat eine unendlich grosse Ausdehnung, während die andere eine endliche Länge 
besitzt, wenn nicht der eine der zwei Punkte unendlich ferne liegt, in welchem 
Falle beide Strecken unendlich gross würden. 

Nennt man den unendlich fernen Punkt CT, und die beiden Punkte, welche 
die Gerade in zwei Strecken theilen, Ä und B, so sind alle Punkte der Strecke 
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Ihre allgemeinen projediviscTun Beziehungen. 9 

AUB von jeneu der Strecke AB durch die Punkte A und B getrennt, d. h. 
es ist nicht möglich von einem Pankte der einen Strecke za einem Pnnkte der 
andern Strecke za gelangen, ohne entweder A oder B zn tthersetzen. Durch 
einen einzigen Punkt A einer Geraden wird dieser Erklärung zufolge kein Punkt 
der Geraden von irgend einem andern getrennt, denn , liegen auch zwei Punkte, 
etwa B und C, zu verschiedenen Seiten von A, so ist es doch nicht nothwendig, 
A zu üherschreiten, um von B nach C zu gelangen, da man zn diesem Zwecke 
auch den unendlich grossen Umweg durch den unendlich fernen Punkt machen 
kann. Damit also zwei beliehige Pnnkte einer Punktreihe 
von einander getrennt seien, müssen mindestens noch 
zwei trennende Punkte vorhanden sein. Unter vier Punkten 
ABCD einer Geraden, welche in derselben Ordnung aufeinander folgen, wie sie 
genannt wurden, sind nur zwei Paare vorhanden, deren jedes durch das andere 
getrennt wird. Es ist ni&mlich das Paar AC durch BD und umgekehrt das Paar 
BD durch AC getrennt Nicht getrennt sind die unmittelbar aufeinander folgen- 
den Punkte, sowie auch A und D. 

Die Resultate dieser Betrachtungen gestatten uns Analogien zwischen der 
Pnnktreihe und dem Strahlenbüschel zu ziehen, welche eine gewisse Verwandt- 
schaft beider Gebilde erkennen lassen. Man vergleiche folgende einander gegen- 
übergestellte Sätze : 

Unter drei Punkten einer Punkt- Unter drei Strahlen eines Strah- 

reihe ist keiner von dem andern ge- lenbüschels ist keiner von dem andern 
trennt. getrennt. 

Unter vier Punkten einer Punkt- Unter vier Strahlen eines Strah- 

reihe gibt es nur zwei Paare, welche lenbüschels gibt es nur zwei Paare, 
von einander getrennt sind und vier welche von einander getrennt sind und 
Paare nicht getrennte. vier Paare nicht getrennte. 

Die auf Strahlenhüschel bezüglichen S&tze bedürfen noch der Erklärung, 
was man unter getrennten Strahlen versteht. Sind abcd vier Strahlen eines 
Strahlenbüschels, welche in derselben Ordnung, wie sie genannt wurden, auf- 
einander folgen, wenn man in einem bestimmten Sinne um den Mittelpunkt herum 
fortschreitet, so sind a und c durch die Strahlen b und d getrennt, weil es nicht 
möglich ist bei stetigem Fortschreiten vom Strahle a zn jenem c zu gelangen, 
ohne b oder d zu übersetzen. Es besteht also hier dasselbe Yerhältniss wie bei 
der Punktreihe, nur kommt beim Strahlenhüschel im allgemeinen kein unendlich 
fernes Element vor, wodurch sich hier die Betrachtung vereinfacht. — Dem 
Punkte der Punktreihe entspricht der Strahl des Büschels und der Strecke in 
dem einen Gebilde entspricht der Winkel in dem andern. 

Die Analogie zwischen Punktreihe und Strahlenhüschel tritt am deutlichsten 
hervor, wenn zwei derartige Grundgebilde so liegen, dass durch jeden Punkt der 
Reihe ein Strahl des Büschels hindurchgeht. Wird ein Strahlenhüschel durch eine 
beliebige in seiner Ebene liegende Gerade geschnitten, welche nicht durch den 
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10 Erster Abschnitt. PunktreiJien und Strahlenbüschel, 

Mittelpunkt geht, so bilden die Schnittpunkte dieser Geraden mit den Strahlen 
eine Panktreihe von der eben bezeichneten Lage. Man sagt in diesem Falle, die 
beiden Grandgebilde haben eine perspectivische Lage gegen einander oder 
kQrzer, sie sind perspectivisch. Denkt man sich nämlich, der Mittelpunkt des 
Büschels sei ein Projectionscentram (das Aage) and fasst man die Strahlen als 
projicirende Gerade (Sehstrahlen) auf, so kann die Panktreihe als Projection 
(das Bild) irgend einer andern Panktreihe angesehen werden, welche darch den 
Schnitt einer zweiten Geraden mit dem Baschel entstanden ist Wird die Pankt* 
reihe ohne Yer&nderung der gegenseitigen Lage ihrer Elemente, nämlich der 
Schnittpunkte, verschoben, wobei sie aoch ausser die Ebene des Büschels kom- 
men kann, so liegen beide Gebilde im allgemeinen nicht mehr perspectivisch. 

Schneidet man einen Strahlenbüschel durch beliebig viele in seiner Ebene 
liegende Gerade, welche nicht durch den Mittelpunkt des Büschels gehen, so 
ergeben sich in allen schneidenden Geraden Pnnktreihen, deren Elemente die 
Schnittpunkte der Strahlen sind, und alle diese Punktreihen befinden 
sich gegen einander in perspectivischer Lage, oder wie man sich 
kürzer ausdrückt, sindperspectivisch. Jede derselben kann als die Pro- 
jection der andern betrachtet werden und der StrahlenbOschel wird in Bezug auf 
die Punktreihen, welche er projicirt, der projicirende Büschel, sein 
Mittelpunkt das Projectionscentrum genannt. 

Zwei StrahlenbOschel werden perspectivisch liegend, oderper- 
s pecti vis ch genannt, wenn sie gegen ein und dieselbe Punktreihe perspec- 
tivisch liegen. Da man jeden gegen eine Panktreihe perspectivisch liegenden 
Strahlenbüschel auch einen Schein der Reihe nennt, so kann man sagen : Zwei 
Strahlenbüschel liegen perspectivisch gegen einander, wenn sie Scheine ein und 
derselben Punktreihe sind. Wird der Strahlenbüschel als die Gesammtheit 
aller jener Sehstrahlen aufgefasst, welche von den einzelnen Punkten der Punkt- 
reihe in ein Auge gelangen, das sich im Mittelpunkte des Büschels befindet, so 
ist die Bezeichnung »»Scheint« für den letzteren gerechtfertigt. — Diu Punktreihe, 
deren Scheine zwei perspectivisch liegende Strahlenbüschel sind, wird der per- 
spectivische Durchschnitt dieser Büschel genannt. 

Projicirt man eine Panktreihe durch einen beliebigen StrahlenbOschel auf 
irgend eine Gerade, projicirt ferner die erhaltene Projection durch einen zweiten 
Büschel, dessen Ebene von jener des ersten verschieden sein kann, abermals und 
setzt man dieses Verfahren beliebig oft fort, so sind alle dadurch sich er- 
gebenden Punktreihen mit einander projectivisch verwandt, 
oder wie man auch kürzer sagt, projectivisch. Jede Punktreihe kann, bevor 
sie weiter projicirt wird, verschoben werden, wobei die gegenseitige Lage ihrer 
Punkte allerdings nicht geändert werden darf, ohne dass desshalb die projec- 
tivische Verwandtschaft der entstehenden Punktreihen verloren ginge. Sind dem- 
nach zwei Punktreihen gegeben und ist es möglich durch Projiciren die eine 
Reihe aus der andern zu erhalten, so sind es projectivische Reihen. 
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Zwei StrahlenbOschel, welche Scheine projectiviseber Ponktrcihen sind, 
nennt man ebenfalls projectivisch. Eine Panktreihe und ein Strahlenbüschel sind 
projectivisch verwandt, wenn die Panktreihe zn einer andern Reihe projectivisch 
ist, welche gegen den Bflschel perspectivisch liegt. 

Sind zwei Pnnktreihen, zwei StrahlenbOschel oder eine Panktreihe nnd 
ein Strahlenbftschel projectivisch, ohne sich in perspectivischer Lage zn befinden, 
.80 sagt man, dass sie eine schiefe Lage gegen einander haben. 

Die projectivische Verwandschaft bemht anf dem Umstände, dass gewisse 
Eigenschaften, welche durch das Projiciren nicht verloren geheo, allen projec- 
tivisch verwandten Gebilden gemeinsam zukommen. Einige dieser Eigenschaften 
wurden benutzt, am die projectivische Verwandtschaft zu definiren. Demgemäss 
hat man auch statt des Ausdruckes „projectivisch^ verschiedene aodere Be- 
zeichnungen eingeftthrr. *) 

Je zwei Punkte, welche verschiedenen projcctiviscben Punktreihen ange- 
hören, werden einander entsprechende Punkte genannt, wenn durch den- 
selben Vorgang des Projicirens, durch welchen die eine Punktreihe aus der 
andern erhalten werden kann, auch der eine Punkt sich aus dem anderen ergibt. 
Liegen die zwei Reihen perspectivisch, sind sie also Schnitte ein und desselben 
Strahlenbtischels, so entsprechen sich je zwei Punkte, welche demselben Strahle 
angehören. 

Sind U und U' beziehungsweise die unendlich fernen Punkte zweier pro- 
jectivischer Reihen R und 22, , so nennt man jenen Punkt in i2, welcher dem 
Punkte {Tin E^ entspricht, den Gegenpunkt der Reihe B. Ebenso ist der 
dem Punkte U entsprechende Punkt von B^ ein Gegenpunkt. Liegen B und R^ 
perspectivisch, so hat man um die beiden Gegenpunkte G und G' zu erhalten, 
aus dem Mittelpunkte des projicirenden Büschels zu den Trägern von R und R^ 
parallelle Gerade zu ziehen. Die Parallele zu R schneidet dann R^ im Gegen- 
punkte ff' und die Parallele zu Ä, schneidet R im Gegenpunkte ff. 

Je zwei Strahlen, welche verschiedenen projcctiviscben Strahlenbüscheln 
angehören, werden einander entsprechende Strahlen genannt, wenn sie 
durch entsprechende Punkte der projcctiviscben Punktreihen gehen, deren 
Scheine die beiden Strahlenbttschel sind. 

Liegen die beiden Büschel perspectivisch, bilden sie also Scheine ein und 
derselben Punktreihe, so sind je zwei Strahlen, welche sich in einem Punkte 
dieser Reihe schneiden, entsprechende Strahlen. 

Eine Punktreihe R und ein ihr projectivisch verwandter Strahlenbüsciicl 8 
haben auch entsprechende Elemente. Ist nämlich iZ^ jene mit B projectivisch 



*) Chales gebraucht den Ausdruck „homographisch^. Paulus die Be- 
zeichnung „conform**. Auch das Wort „colli near**, dessen geometrische Bedeu- 
tung würerst in einem folgenden Abschnitte erklären, wird nach Möbius statt des Aus- 
druckes projectivisch benützt. — Stau dt fahrte das Zeichen Ä für „projectivisch^ ein. 
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verwandte nnd gegen 8 perspectivisch liegende Reihe, welche zufolge der projec- 
tivischen Verwandtschaft von E und 8 vorhanden sein muss, so sagt man, dass 
ein Punkt von E jenem Strahle entspricht, welcher durch den entsprechenden 
Punkt von E^ hindurchgeht. 

Liegt eine Pnnktreihe gegen einen StrahlenbOschel perspectivisch, so ent- 
spricht jedem Strahle jener Punkt der Reihe, welcher in ihm gelegen ist. 

Schneiden sich zwei projectivische Reihen in einem Punkte, der sich selbst 
entspricht, wenn man ihn einmal als Punkt der ersten Reihe und dann als Punkt 
der zweiten betrachtet, so sagt man, die beiden Punktreihen haben diesen Punkt 
entsprechend gemein. Liegen zwei Punktreihen perspectivisch, so ist, 
wie leicht einzusehen, der Schnittpunkt beider Reihen ein Punkt, den die Reihen 
entsprechend gemein haben. 

Fallen zwei entsprechende Strahlen von zwei projectivischen Strahlen- 
huscheln in einen Strahl zusammen, so sagt man, dass die beiden Büschel diesen 
Strahl entsprechend gemein haben. Liegen die zwei BOschcl in der- 
selben Ebene perspectivisch, so bildet die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte 
einen Strahl, der den Büscheln entsprechend gemein ist. 

Strecken, die zwischen entsprechenden Punkten projectiviscber Punktreihen 
liegen, werden einander entsprechende Strecken genannt. — Winkel, 
welche von entsprechenden Strahlen projectiviscber Strahlenbüschel gebildet 
werden, heissen einander entsprechende Winkel. Endlich bezeichnet man 
Strecke und Winkel als einander entsprechend, wenn die Endpunkte der Strecke 
und die Schenkel des Winkels beziehungsweise entsprechende Elemente einer 
Punkticihe und eines Strahlenbüschols bilden, welche projoctivisch sind. 

Zwei der in Rede stehenden Grundgcbilde nennt man auf einander 
bezogen, abgesehen davon ob sie projoctivisch sind, oder nicht, wenn jedem 
Elemente des einen ein einziges bestimmtes Element des andern entspricht. Man 
kann also zwei solche Grundgebilde dadurch auf einander beziehen, dass man 
jedem Elemente des einen Gebildes ein einziges Element des andern als ent- 
sprechendes zuweist. 

Mit Benützung der vorausgegangenen Erklärungen lässt sich folgender 
Satz leicht nachweisen : 

1. Sind zwei der in Rede stehenden Grundgebilde mit 
einem dritten proj ectivisch verwandt, so sind sie es auch 
unter einander. 

Dieser Satz bezieht sich auf sechs mögliche Fälle. Es können projoctivisch 
verwandt sein: 

Zwei Pnnktrcihen einer dritten oder ein und demselben Büschel. 

Zwei Strahlenbüschel einem dritten oder ein und derselben Reibe. 

Eine Punktreihe und ein Strahlenbüschel ein und derselben Reihe oder 
ein nnd demselben Büschel. 
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Es soll Dim für einige dieser F&lle der Beweis geliefert werden, dass die 
zwei Oebilde, welche dem dritten prcgectivisch verwandt sind, es anch unter- 
einander sein mflssen. 

Sind zwei Panktreihen JB nnd E^ einer dritten Beihe JR, projectivisch ver- 
wandt, so ist es znfolge der Erklärung, welche tiber die projectivische Verwandt- 
schaft gegeben wurde, gestattet anzunehmen, dass durch allmäliges Projiciren 
aus R die Beihe JR, und aus dieser die Beihe R^ entstanden sei. Wenn nun aus 
B allm&lig B^ und gewissermassen durch Fortsetzen des Projicirens aus B^ die 
Reihe B^ erhalten werden kann, so bildet B^ nur ein Mittelglied zwischen B und 
B^, nämlich eine der Beihen, welche durch Projiciren aus B entstehen können, 
zu denen auch B^ gehört, woraus eben folgt, dass B und B^ projectivisch sind. 

Um nachzuweisen, dass zwei Punktreihen B nnd B^ (Fig. 1) unter sich 
projectivisch sein mOssen, wenn beide ein und demselben Strahlenbflschel S pro- 
jectivisch verwandt sind, erinnern wir, dass _. 
es zwei gegen äfperspectivisch liegende Beihen 
geben moss, wovon die eine mit B^ die andere 
mit B^ verwandt ist« Aus der Erklärung ttber 
die projectivische Verwandtschaft zwischen 
Punktreihe und Strahlenbttschel geht dies un- 
mittelbar hervor. Die mit B verwandte Beihe 
beisse r and jene mit B^ verwandte r^. Es 
sind nun vier Beihen vorhanden. Durch Projec- 
tion von JR ergibt sich r, diese Beihe wird 
durch 8 projicirt und als Projection kann r^ 
betrachtet werden, endlich ist r^ mit B^ pro- 
jectivisch verwandt. Es ergeben sich demnach r, r^ und JS^ durch allmäliges 
Projiciren ans B, somit sind B und B^ projectivisch. 

Hat mau zwei Strahlenbttschel 8 und 8^ , welche mit einer und derselben 
Pnnktreibe R projectivisch verwandt sind, so muss es eine Reihe r geben, welche 
gegen 8 perspectivisch liegt und zu B projectivisch ist Es muss Terner eine 
Reihe r^ existiren, welche gegen 8^ perspectivisch liegt und ebenfalls mit B pro- 
jectivisch verwandt ist Die Beihen B nnd B^ sind demnach zu derselben dritten 
Reihe B projectivisch, also mQssen sie es anch unter sich sein und da 8 und 8^ 
lieziehungsweise diu Scheine der projectivischcn Beihen r und r^ sind, so ent- 
sprechen sie der oben gegebenen Erklärung Ober projectivische Strahlenbttschel. 

In ähnlicher Weise kann fttr die noch ttbrigen Fälle der Beweis geftthrt 
werden. 

Schneidet man einen aus vier Strahlen odcd (Fig. 2) bestehenden Strahlen- 
bflschel i9, dessen Mittelpunkt wir Jlf nennen wollen, durch eine beliebige Gerade, 
so ergibt sich auf der letzteren eine aus den vier Schnittpunkten ÄBCD 
bestehende Punktreihe i2, welche gegen den Büschel perspectivisch liegt Für 
die Reibe besteht das Doppelverhältniss : 
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für den BQschel das analoge : 



ÄC AD 

Bö ' BD' 

sin oo sin ad 



sinbc ' sin bd' 
Durch die Strahlen des Büschels und den Träger voniS werden nun Drei- 
ecke gebildet, als deren gemeinschaftliche Spitze M angenommen werden kann. 
(Fig. 2.) Diese Dreiecke haben alle dieselbe Höhe, 

folglich verhalten sich ihre Flächeninhalte wie 
die Grnndlinien ; man hat aho mit Rfieksicht 
auf die Dreiecke AMC, BMC, AMD, BMD 

^AMC /\AMD_AC AD 
/\BMC ' /\BMD~BC * BD' 

Nachdem der Flächeninhalt eines Drei- 
eckes aber auch gleich ist dem Prodacte 
zweier Seiten multiplicirt mit dem halben 
Sinns des von ihnen eingeschlossenen Win- 
kels, so ergibt sich 

/\AMC , /\AMD__\ AM . CJf sin ac \ AM. DM ^m ad 
/\BMC ' ^BMD~ ^BMTGM sin bc ' |J5 jf Ti)^ sin" 2>d' 
Ans dieser und der ersten Gleichung folgt nun 

AC AD sin ac sin ad 

BC * ^^~sfn^ * sin M' ^"^ 

wofär man auch schreiben kann, 

{ABCD) = {abcd). 
Das Doppel verbal tniss der vier Punkte AB CD ist also dem Doppel Ver- 
hältnisse der entsprechenden vier Strahlen abcd gleich. 

Schneidet man den Büschel 8 durch eine beliebige andere Gerade , deren 
Schnittpunkte A^ B^ C^ D^ heissen mögen, so besteht für die durch diese Punkte 
gebildete Reibe B^ die Gleichung : 

AjCj A-^i sin oc sin ad 

B~G^ ' Byb^ sin bc ' sin bd' 
Aus dieser und der Gleichung a folgt nun 

AC ^ AD^A^C^ A^D^ 
BC • BD~B^C\ ' B^D^' 
woraus sich der Satz ergibt: 

Wird ein ans vier Strahlen bestehender Strahlenbüschel 
durch beliebig viele Gerade geschnitten, wodurch in jeder 
schneidenden Geraden eine aus vier Punkten gebildete Punkt- 
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reihe entsteht, so sind die Doppelverhältnisse aller dieser 
Panktreihen dem Doppelverhältnisse der vier Strahlen, also 
auch anter sich gleich.*) 

Zieht man darch die Ponkte Ä^B^C^D^ gerade Linien a^b^c^d^^ die sich 
in ein ond demselben beliebigen Ponkte M' des Raumes schneiden, so ergibt 
sich ein ans vier Strahlen bestehender Bflschel 8^ mit dem Mittelpunkte M\ 
welcher gegen den ersteren Strahlenbflschel perspectivisch liegt. Für diesen 
zweiten BAschel besteht die Gleichung 

-AjC/j -^i-Di Bin ajCj sin a^d^^ 

B^C^ ' B^D^ sin 6jCj ' s\u\d^' 
welche mit der vorhergehenden und der Gleichung a verglichen zeigt, dass 

sin ac sin ad sin a^c^ sin a^d^ 

sin bc * sin bd sin b^c^ ' sin b^d^ 

sein muss, woraus wir den Satz folgern : 

Sind zwei Strahlenbflschel Scheine derselben aus vier 
Punkten bestehenden Punktreihe, so ist das Doppelverhältniss 
der Strahlen des einen Bttschels gleich jenem der Strahlen 
des anderen. 

Hat man zwei aus einer beliebigen Anzahl von Punkten bestehende 
perspectivisch liegende Punktreihen, so muss wie ans den vorhergehenden Unter- 
suchungen folgt, das Doppelverb&ltniss von vier beliebigen Punkten der einen 
Reihe gleich dem Doppelverhältnisse der diesen Punkten entsprechenden vier 
Punkte der anderen Reihe sein. Auch die nachstehenden Sätze bedürfen nun 
keines besonderen Beweises mehr : 

Liegen zwei Strahlenbflschel perspectivisch, so ist das Doppelverhältniss 
von vier beliebigen Strahlen des einen Bflscbels, gleich dem Doppelverhältnisse 
der entsprechenden vier Strahlen des anderen. 

Liegen eine Ponktreihe und ein Strahlenbflschel perspectivisch, so ist das 
Doppelverhältniss von vier beliebigen Punkten der Reihe gleich dem Doppelver- 
hältnisse der entsprechenden vier Strahlen des Bflscbels. 

Um fflr schief liegende projectivische Grundgebilde analoge Sätze zu er- 
halten, fassen wir zunächst die oben gegebene Definition der Projectivität zweier 
Punktreihen ins Auge. Dieser Definition zufolge muss es möglich sein, aus der 
einen Punktreihe die ihr projectivisch verwandte durch ein- oder mehrmaliges 
Projiciren zu erhalten. Bezeichnet man die beiden Reihen durch B und Bz , so 



*) In einem Werke des griechischen Geometers Pappas, welcher im vierten 
Jahrh. n. Chr. lebte, findet sich schon der Lehrsatz: „Wenn vier gerade Linien von 
einem Punkte ausgehen, so werden diese von jeder Transversalen in vier Punkten 
geschnitten, deren Doppelverhältniss immer denselben Werth hat, welches auch die 
Transversale sein mag.'^ (Siehe „Geschichte der Geometrie^ von Chasles, deutsch 
von Sohncke, Seite 309.) 
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kann man sieb demnach im Allgemeinen vorstellen, aus B seien durch Projidren 

nach and nach B^^ B^, Bn Bt entstanden. Jede 

dieser Reihen liegt gegen jene, deren anmittelbare Projection sie ist, perspec- 
tivisch, oder kann wenigstens, wenn sie verschoben worden ist, wieder in die 
arsprflngliche perspectivische Lage gebracht werden. Daher ist das Doppelver- 
bältniss von vier beliebigen Pankten irgend einer Reihe Bn gleich dem Doppel- 
verhältnisse der vier entsprechenden Punkte, sowohl der Reihe 22^- j, als aach 
derReihe jß|i4.j, woraus folgt, dass dasselbe bezflglich der Reihen 12 and JB , 
stattfindet. Damit ist nan der Satz erwiesen : 

2. Sind zwei Pnnktreihen projecti visch, so ist das Dop- 
pelverhältniss von vier beliebigen Punkten der einen Reihe 
gleich dem Doppelverhältnisse der entsprechenden vier 
Punkte der anderen Reihe. 

Dieser Satz gilt auch, wenn man ihn umkehrt. Er bezieht sich dann auf 
zwei Punktreihen, bei welchen jedem bestimmten Punkte der einen Reihe ein 
einziger Punkt der anderen zugewiesen ist. Je zwei solche Punkte werden, wie 
bereits erklärt wurde — in einer allgemeineren Auffassung — ebenfalls entspre- 
chende Punkte genannt, abgesehen davon, ob die beiden Reihen projectivisch 
verwandt sind oder nicht. Der umgekehrte Satz lautet: 

3. Ist das Doppelverhältniss von vier beliebigen Pankten 
einer Punktreihe gleich dem Doppelverhältnisse der ent- 
sprechenden vier Punkte einer zweiten Reihe, so sind die 
beiden Reihen projectivisch verwandt. *) 

Um dies nachzuweisen, denken wir uns die beiden Reiben in solche Lage 
gegen einander gebracht, dass sie irgend einen Punkt entsprechend gemein 
haben. Die eine Reihe heisse B (Fig. 3), die zweite jß^, vier beliebige Punkte 
(Fig. 3.) von B nennen wir ABCD und die entsprechen- 

den vier der zweiten Reihe Ä B^C^D^. 

Der Punkt A sei jener, in welchem beide 
Reihen nach vorgenommener Aenderung ihrer 
gegenseitigen Lage sich schneiden sollen. Unserer 
Voraussetzung gemäss ist dann A zugleich der 
Punkt, welchen B und B^ entsprechend gemein 
haben. 

y erbindet man die Punkte B und J^j, sowie 
die Punkte G und G^ durch gerade Linien, deren Schnittpunkt M heissen möge, 
und zieht ferner aus M Gerade gegen A und D, so bilden die vier in M sich 
schneidenden Linien einen Strahlen btlschel, fflr welchen die Gleichung besteht: 

{ABCD)==^(abcd), 

*) Dieser Satz wird nicht selten als Definition fttr die projectivische Verwandt- 
schaft zweier Punktreihen benutzt. 
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wenn man die Strahlen MA, MB^ MG and MD beziehungsweise durch ctbcd 
bezeichnet. Nennt man den Punkt, in welchem der Strahl d den Träger der Reihe 
B^ schneidet, Jj so ist 

(ÄBiC^J) = (abcd), 

also auch 

(ÄBCD) = (AB^C,J). 

Da femer (ABCD) = (AB^ Cj D, ) ist, wie vorausgesetzt wurde, so hat man 
{AB,C,I),) = {AB,C,J). 
woraus folgt, dass 

A^ ^ A^ 
B^J~B^D^ 

sein muss, eine Gleichung, welche nur bestehen kann, wenn die Punkte D, und 

A^ 
J zusammenfallen. Denn der Werth des Verhältnisses ^— ^ bestimmt die Lage 

von J in der Reihe jB, unzweideutig und da dieser Werth gleich jenem 

AD 

des Verhältnisses --^ ist, so müssen J und D^ identisch sein, d. h. der 
B^D^ 

Strahl A geht durch den Punkt D, , welcher dem Puuktc D entspricht. 

In gleicher Weise lässt sich auch zeigen, dass jede von ilf aus durch irgend 
einen Punkt K der Reihe B gezogene Gerade die Reihe B^ in einem entspre- 
chenden Punkte N^ schneiden muss, woraus folgt, dass die beiden Reihen in der 
angenommenen Lage Schnitte eines und desselben Strahlenbüschels sind. Jede 
der zwei Reihen kann somit durch Projiciren aus der anderen erhalten werden, 
sie sind also projectivisch. 

Aus dieser Untersuchung geht auch der Satz hervor : 

4. Zwei projectivische Punktrcihen liegen immer per- 
spectivisch, sobald sie irgend einen Punkt entsprechend 
gemein haben. Daher kann man zwei projectivische Reihen 
immer dadurch in perspectivische Lage bringen^ dass man 
zwei beliebige entsprechende Punkte derselben zur Coin- 
cidenz bringt. 

Der Erklärung zufolge, dass projectivische Strahlenbttschel Scheine pro- 
jectivischer Punktreihen sind, muss es, wenn man zwei projectivische Strahlen- 
bttschel S und 8^ voraussetzt, immer auch zwei projectivische Punktreihen B 
und i2| geben, deren Scheine die Bflschel beziehungsweise bilden. Nennen wir 
vier beliebige Strahlen des durch S bezeichneten Büschels abcd und die ent- 
sprechenden vier Strahlen des zweiten Bttschels a^h^c^A^^ heissen wir ferner 
jene Punkte von B, welche in abcd liegen, beziehungsweise ABCD und die in 
a^h^c^d^ gelegenen vier Punkte der zweiten Reihe A^B^C^D^ , so bestehen die 
Gleichungen : 

Staudigl: Lehrbuch der neueren Geometrie. 2 
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(ÄBGD)==(a^cd) 
(A,B,C,D,) = (a,b,c,d,) 
Da uuD zafolgeder projecUvischen Verwandtschaft von JR und 2^ 

(ABGD) = iÄ^B^G^B^) 
sein moss, so bat man 

((ibcd) = (a^b^c^d^), 

woraus wir schliessen : 

5. Sind zwoi Strablenbüschol projectiviscb, so ist das 
Doppelvcrbältniss von beliebigen vier Strahlen des einen 
Bttscbels gleich dem Doppelverhftltnisse der entsprechenden 
vier Strahlen des anderen. 

Dnrch Umkehrnng dieses Satzes erhält man den folgenden : 

6. Ist das Doppelverhältniss von vier beliebigen Strahlen 
eines Strahlonbüscheis gleich demDoppeiverhäitnisse 
der entsprechenden vier Strahlen eines zweiten Büschels, 
so sind die beiden Büschel projectivisch verwandt. 

Wir denken ans, am dies zu beweisen, die beiden Büschel 8 und S^ 
(Fig. 4) in eine solche gegenseitige Lage gebracht, dass sie sich in derselben 
(Fig. 4.") Ebene befinden, und irgend einen Strahl a 

entsprechend gemein haben. Die Dorchschnitts- 
pnnktc von zwei beliebig gewählten Paaren bb^ 
and ccj entsprechender Strahlen seien bezie- 
hungsweise die Punkte B and C7, dorch welcLc 
wir uns eine Gerade gezogen denken. Diese 
Gerade schneidet die beiden Büschel in zwei 
Puuktreihen. Von den Strahlen des Büschels 
8 betrachten wir nur die Strahlen ctbc und 
einen beliebigen vierten d; von den Strahlen 
des anderen Büschels Si nur ab^c^ and jenen 
vierten Strahl d^ welcher d entspricht. Die 
Schnittpunkte der Geraden BÖ mit abcd seien beziehungsweise ÄBCD and jene 
derselben Geraden mit ab^c^d^ nennen wir beziehungsweise ÄBGJ. 
Unserer Voraassetzong gemäss besteht nun die Gleichang : 
(abcd) = (ab^c^d^) ; 
da aber 

(ÄBCD) = (äbcd) 

und (ABCJ)=(ab,t^d^) 



ist, so muBs 

sein, woraus folgt , dass 



(ABCD) = (ABCD) 

Ap_AJ 
BD~ BJ 
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ist, was nor dann der Fall sein kann , wenn die Punkte D und ^ coinddiren. 
Es schneiden sich somit die Strahlen d und d^ in einem Punkte 2> der Oeraden 
BC, Nachdem dieses Strablenpaar beliebig gewählt wurde , so lAsst sich das- 
selbe in gleicher Weise fOr beliebig^ andere entsprechende Strahlen zeigen. Die 
beiden Bflschel sind also Scheine ein und derselben Punktreihe, deren Träger 
die Gerade BC ist, und mttssen daher ancfa projectivisch sein. 
Diese Ergebnisse beweisen auch folgenden Satz : 

7. Zwei in derselben Ebene befi ndliche pro jectivische 
Strahlenbflschel liegen immer perspectivisch, sobald sie 
einen Strahl entsprechend gemein haben. Daher können 
zwei projectivisch e Strahlenbttschel immer dadurch in per- 
spectivische Lage gebracht werden, dass man sie in die- 
selbe Ebene bringt und zwei beliebige entsprechende 
Strahlen derselben coincidiren lässt. 

Die Sätze 2, 3, 5, 6 beziehen sich auf zwei gleichartige Grundgebilde; 
es sollen nun analoge Sätze auch fflr zwei ungleichartige Grundgebilde, nämlich 
fflr die Punktreihe und den StrahlenbOschel aufgestellt werden : 

8. Sind eine Punktreihe und ein Strahl enbfisch el pro- 
jectivisch verwandt, so ist das Doppelverhältniss von vier 
beliebigen Punkten der Reihe gleich dem Doppelverhält- 
nisse der entsprechenden vier Strahlen des Büschels. 

Zufolge der Voraussetzung, dass die Reihe mit dem Büschel projectivisch 
verwandt sein soll besteht eine zweite mit der ersteren projectivische Reihe, 
deren Schein der Büschel ist. Heisst der Büschel fif, die erste Reihe R, die 
zweite R^ , und nennt man dbcd vier beliebige Strahlen von jS, ferner ÄBCD 
die diesen Strahlen entsprechenden Punkte von E und endlich A^B^C^D^ die 
in den genannten vier Strahlen gelegenen Punkte der Reihe R^, so bestehen die 
Gleichungen: 

{Ä^B^C^D^):^{abcd) 

{ÄBCD)^Iä^B,C^D,) 
also ist auch 

{ÄBGD)^{abcd), 
wodurch obiger Satz gerechtfertigt erscheint 

Durch Umkehrung dieses Satzes ergibt sich der folgende: 

9. Ist das Doppelverhältniss von vier beliebigen Punk- 
ten einer Punktreihe gleich dem Doppelverhältnisse der 
diesen Punkten entspi^echenden vier Strahlen eines Bü- 
schels, so sind die beiden Grundgebilde projectivisch. 

Schneidet man den Bflschel, den wir 8 nennen wollen, durch eine Gerade, 
so bilden die entstehenden Schnittpunkte eine Punktreihe R^ , welche mit S 
projectivisch ist, daher nüüss das Doppelverhältniss von vier beliebigen Punkten 
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^lA^iA ^^^ Reibe gleich jenem der dQrch sie geheoden vier Strahlen 
tUfcd sein; man hat also 

{Ä^B^G^D^) = {abcd). 
Sind nnn ABCD die den Strahlen dbcd entsprechenden Punkte der gege- 
benen Reihe B^ so besteht der Voraussetznng zufolge die Gleichung 

{ABCD)={dbcd) 
daher ist (ABCD) = (A^B^ C^D^), 

woraus folgt, dass die beiden Puukireihen, also auch der Bflscbel 8 und die 
Reihe B projectiyisch sind. 

10. Haben zwei projectivische Pnnktreihen oder zwei 
projectivische Strahlenbaschel drei ihrer Elemente ent- 
sprechend gemein, so haben sie alle ihre Elemente ent- 
sprechend gemein, d. h. sie sind identisch. 

Der Beweis fflr diesen Satz kann wie folgt gegeben werden : 
Heissen die drei Pnnkte, welche zwei Punktreihen B und B^ entsprechend 
gemein haben, ABC, ist ferner D ein beliebiger vierter Punkt der Reihe B und 
^ der dem Punkte D entsprechende der Reibe i^, so muss 

(ABCD) = (ABC J), 
AD AJ 

•»«^ ^ •• bJ^ 

sein, was nur möglich ist, wenn D und J zusammenfallen. 

Nachdem D und J ein beliebiges Paar entsprechender Pnnkte sind, so 
gilt dasselbe fflr irgend zwei andere entsprechende Punkte der beiden Reihen, 
es sind daher die letzteren identisch. 

In ganz analoger Weise Iftsst sich der obige Satz auch bezflglich zweier 
Strahlenbflschel rechtfertigen. 

11. Will man zwei der in Rede stehenden Grnndgebilde 
projectivisch auf einander beziehen, so kann man in jedem 
derselben drei Elemente beliebig wählen und einander als 
entsprechend zuweisen; jedem vierten Elemente des einen 
Grnndgebildes entspricht dann ein durch diese Annahmen 
vollkommen bestimmtes Element des anderen. 

Nehmen wir an, die zwei Grundgebilde seien Punktreihen B und B^, in 
welchen beziehungsweise ^JSC und ^^iCj als entsprechende Pnnkte beliebig 
gew&hlt wurden, und D heisse irgend ein vierter Punkt der Reihe B. Diesem 
letzteren Punkte entspricht dann ein Punkt D^ , dessen Lage unzweideutig 
bestimmt ist, wie aus der Gleichung 

{ABCD) = {A,B^C^D^) 

BC ' BD B^C^ ' B^D^ 

A D 

hervorgeht, in welcher alle Verhältnisse , ausser ^^ bekaunt sind. 
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um Dl constnictiY so erhalten bringt man B und B^ in pcrspectivische 
Lage, indem man etwa Ä ond Ai coincidiren l&sst , sucht den Darchschnitts- 
ponkt M der Geraden BB^ nnd CC^ und zieht MD, Letztere Gerade schneidet 
dann den Träger von B^ im gesuchten Punkte D^ . 

Setzt man eine Punktreihe B nnd einen mit ihr projectivischen Strahlen- 
büschel 8 voraus und nimmt man an, den Punkten ABC in B wflrdcn die Strah- 
len abc in 8 entsprechen, so ist jeder vierte Strahl d von 8 unzweideutig 
bestim'mt, wenn der ihm entsprechende Punkt D in Jß gewählt ist, denn es besteht 
die Gleichung 

{ABCD)==:{abcd), 

aus welcher sich der Werth des Verhältnisses -;— t-t: unzweideutig ergibt. 

sm bd 

CoDStrucliv iässt sich d wie folgt bestimmen : Man schneidet 8 durch 
irgend eine Gerade, wodurch sich eine Punktreihe B^ ergibt , deren in abc 
gelegene Elemente wir beziehungsweise A^B^C^ nennen wollen. Die Reihen B 
und i2| sind nun projectivisch und den Punkten ABC in B entsprechen die 
Punkte A^B^C^ in B^, Es Iässt sich demnach der Punkt D^ in jß|, welcher dem 
Punkte D entspricht constructiv ermitteln , wie eben erklärt wurde. Der durch 
Dj gehende Strahl von 8 ist der gesuchte Strahl d. 

In allen Übrigen Fällen, welche der Satz 11 urafasst, kann der Beweis und 
die betreffende Construction auf ganz analoge Weise durchgeführt werden. 

12. Sind eine Punktreihe uud ein Strahl enbttschel p ro- 
jectivisch verwandt und gehen drei Strahlen desBttschels 
durch die drei diesen Strahlen entsprechenden Punkte, so 
gehenalle Strahlen durch dieihnen entsprechenden Punkte. 
Die beiden Grnndgebilde liegen demnach perspectivisch. 

Dieser Satz leuchtet ein, wenn man berücksichtigt, dass der Träger der 
Punktrethe, die wir B nennen wollen, den Strahlenbüschel in einer Reibe B^ 
schneidet, welche mit B drei Elmente entsprechend geroein hat, woraus nach 
Satz 10 folgt, dass B und B^ indentisch sein müssen . 

13. flaben z we i projectivi- Haben zwei projectivische 

sehe Pnnktreihen eine solche Strahlen büschel eine solche 
gegenseitigeLage,das8die Ver- gegenseitige Lage, dass die 
bindnngslinien von drei Paa- Durchschnittspunkte von drei 
reu einander entsprechender Paaren einaudereutsprechen- 
Punkte sich in ein und dem- der Strahlen sich in ein und 
selben Punkte üf schneiden, derselben Geraden m befin- 
80 gehen die Yerbindungs- den, so schneiden sich afle 
linien aller Paare entspre- Paare entsprechender St rah- 
chendcr Punkte durch Jlf, d. h. len in der Geraden ffi,d. h. die 
die beiden Reihen liegen per- beiden Büschel liegen per- 
spectivisch. spectivisch. 
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(Satz ÜDks.) Sind JS and R^ die beiden Reihen und /Sf jener Strablenbttschel, 
weicher dnrch die Verbindungslinien aller Punkte von E mit dem Punkte 
M gebildet wird, so liegt nicht nur B sondern auch B^ gegen 8 perspec- 
tivisch, wie aus dem Satze 12 folgt. Daher sind 8 und 8^ Scheine der- 
selben Punktreihe R und liegen perspectivisch. 

(Satz rechts.) Heissen die beiden StrahlenbüRchel 8 und 8^ und bezeich- 
net R jene Punktreihe, welche durch den Schnitt der Geraden m mit dem 
Bflschel 8 zu Stande kommt, so liegen nicht nur 8 und R^ sondern auch 8^ 
und R perspectivisch, wie aus dem Satze 12 hervorgeht. Daher sind 8 und 8^ 
Scheine derselben Punktreihe R und liegen perspectivisch. 

14. Zu zwei gegebenen proj ectivischen Punktreihen J? 
und R^ lässt sich immer eine dritte Reibe R^ bestimmen, 
welche gegen R und R^ perspectivisch liegt. 

Dieser Satz gilt auch fUr zwei Punktreihen, durch deren Träger sich keine 
Ebene legen lässt. Der Beweis für denselben ergibt sich aus Folgendem. 

Verbindet man irgend zwei einander entsprechende Punkte Ä und A^ 
(Fig. 5) der beiden Reihen R und J?^, nimmt in einem von Ä und A^ verschie- 
(Fig. 5.) denen Punkte der Geraden AA^ den Mit- 

telpunkt eines StrahlenbOschels 8 an, der 
gegen R perspectivisch liegt und zieht 
durch A^ in der Ebene des Bttschels 8 
eine beliebige Gerade, so ist die Reihe R^ 
welche sich als Schnitt dieser Geraden mit 
8 ergibt, gegen R perspectivisch gelegen. 
R^ liegt aber auch gegen i2^ perspecti- 
visch, da R^ und R^ projectivisch sind 
und den Punkt A^ entsprechend gemein 
haben; demnach liegt R^ sowohl gegen 
jR als auch gegen 22^ perspectivisch. 
Mit Hilfe einer solchen Mittelreihe R^ kann man auch leicht zu irgend 
einem Punkte der einen Reihe J2, den entsprechenden Punkt der zweiten Reihe 
R^ bestimmen. 

Sind 8 und 8^ irgend zwei Strahlenbfischel und will man zu einem Strahle 
X des Bttschels 8 den entsprechenden Strahl a;^ des Bttschels 8^ ermitteln, 
so kann dies mit Bentttzung einer Mittelreihe wie folgt geschehen : Man schneidet 
8 und 8^ durch je eine beliebige Gerade, bestimmt zu den sich als Schnitte er- 
gebenden Pnnktreihen R und R^ eine Mittelreihe und sacht mit Hilfe dieser 
Reihe den Punkt X^ in R^, welcher dem Strahle x entspricht. Jener Strahl 
von 8i, der durch X^ geht, ist dann der gesuchte. 

15. Haben drei projecti- Habendreiprojectivische 

vische Punktreihen R, R^^ R^ Strahlenbttschel 8,8^,8^ (Fig.6) 
(Fig 6) ein unddenselben Punkt ein und denselben Strahl ent- 
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entspreohend gemein, so lie- sprechend gemein, so schnei- 

gen die Mittelpunkte jener den sich die drei Geraden, in 

dreiStrahlenbflschel, welche welchen die Durchschnitt s- 

erhaltenwerden, wennmandie punkte der entsprechenden 

entsprechenden Punkte von i^ Strahlen von £f und S|, dann 

undi2|,dannvoni?undJR,, end- von 8 und S^, endlich von 8^ 

lichvon B^ und R^ verbindet, undS^liegen in ein und dem- 

ineinundderselbenOeraden. selben Punkte. 

(Fig. 6.) 



(Satz links). Die Strahlenbüschel S und S^^ welche beziehungsweise 
durch die Verbindungslinien der entsprechenden Punkte von Jß und R^ und 
der entsprechenden Punkte von R^ und R^ entstehen, liegen perspectivisch, 
da sie Scheine derselben Pnnktreihe R^ sind. Sie haben daher einen Strahl, 
nämlich die Verbindungslinie ihrer MittelpunkteJlf und M^ entsprechend gemein 
und die Punkte E, E^^ in welchen die Träger von R und jB| beziehungsweise 
durch MM^ geschnitten werden, sind einander entsprecbeoda Punkte. Der 
in R^ gelegene, den Punkten E und E^ entsprechend« Pinkt E^ muss im 
Durchschnitte von M^E^ mit dem Träger von JR, gelegen sein, da JR,, als die 
Projection von iZ^ für das Projectionscentrum JH^ betrachtet werden kann. 
Die drei einander entsprechenden Punkte E^ E^, E^ liegen demnach in 
der Geraden MM^. Da endlich die Verbindungslinie der Punkte E und E^ 
ein Strahl des Btlschels 8^ ist, so liegt M^ in dieser Linie, oder, was dasselbe 
ist, in der Geraden MM^. 

(Satz rechts). Nachdem die drei Strahlenbaschel 8, 8^, 8^ unserer 
Voraussetzung gemäss einen Strahl entsprechend gemein haben sollen, welcher 
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selbstverständlich die Verbindongsliiiie der drei Mittelpunkte M, M^, M^ ist, 
so liegt jeder Bfiscbel gegen einen anderen derselben perspectivisch. Der 
Dorchschnitt von S and S^ bildet somit eine Pnnktreihe R, der Dnrchschnitt 
von S and S^ eine Reihe R^ and endlich der Dnrchschnitt von S^ and 8^ eine 
Reihe von R^. Da R und R^ perspectivisch liegen, indem sie Schnitte desselben 
Büschels S sind , so ist ihr Darchschnittspunkt Ä ein sich selbst ent- 
sprechender Punkt. Jener Punkt der Reihe R^ , welcher dem Punkte A 
entspricht, muss in dem Strahle M^A gelegen sein, da man R^ als die Projec- 
tion von R^ für das Projectionscentrum M^ ansehen kann. Derselbe Punkt 
der Reihe R,j^ muss aber auch im Strahle M^A liegen, nachdem ebensowohl 
gestattet ist R^ als die Projection von R für das Projectionscentrum M^ 
aufzufassen. Da hun der dem Punkte A entsprechende Punkt der Reihe R^ 
zugleich in M^A und in M^A gelegen sein soll, so kann er nur der Punkt A 
selbst sein, d. h. die drei Reihen R, R^, R^ schneiden sich in A, 

16. Sind AA^ und BB^ (Fig.l) Sind aa^ und bb^ (Fig. 8) 
zwei beliebige Paare ent- zwei beliebigePaare entspre- 
sprechender Punkte vonzwei chender Strahlen vonzwei in 
in derselben Ebene befind- derselbenEbenebefindlichen 
liehen projectivischenPunkt- projectivischen Strahlenbfi- 
reihen, so liegt der Schnitt- schein, so geht die Verbin- 
Punkt der Verbindungslinien dungslinie der Schnittpunkte 
AB^ und A^B auf einer b e- von aft^ und a^b durch einen 
stimmten Geraden. bestimmten Punkt. 

(Fig. 7.) 



(Satz links.) Die beiden Reihen nennen wir R und R^ , der Punkt von JR, 
welcher im Schnittpunkte der Träger beider Reihen liegt, sei P, der mit P 
coincidirende Punkt von R^ heisse Q^ und die den Punkten P und Q^ ent- 
sprechenden seien beziehungsweise P^ und Q. Verbindet man A mit den Punk- 
ten A^B^P^Q^ und den Punkt A^ mit ABPQ, so erhält man zwei projectivische 
Strahlenbüschel , mit den Mittelpunkten A und A^^ welche perspectivisch 
liegen, nachdem sie den Strahl AA^ entsprechend gemein haben. Diese beiden 
Büschel sind daher Scheine derselben Punktreihe, Der Träger der letzteren 
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masB durch die Punkte P^ and Q gehen, denn in P^ schneiden sich die entspre- 
chenden Strahlen AP^y A^P^ und in Q die entsprechendeo Strahlen AQ^,A^Q\ 

(Fig. 8.) 



demnach enthält die Gerade P^ Q die Schnittpunkte aller Paare sich entspre- 
chender Strahlen der beiden Büschel , wie z. B. den Durchschnitt a der Strah- 
len AB^ und A^B. Aus demUmstande, dass die Lage der Geraden P^Q Yon der 
Wahl der Punktpaare AA^, BB^ unabhängig ist, folgt nun unmittelbar der 
obige Satz. 

(Satz rechts.) 8 und 8^ seien die beiden Strahlenbüschel, deren Mittel- 
punkte wir beziehungsweise P und Q^ nennen wollen, q heisse der Strahl von 
S, welcher durch Q^ geht, p^ der Strahl von fif^, welcher mit q coincidirt und 
p, g^ seien die den Strahlen p^ , q entsprechenden. Durch den Schnitt des Strah- 
les a mit den Strahlen a^\p^q^ entsteht nun eine ans den Punkten ABPQ 
gebildete Reihe B und durch den Schnitt des Strahles a^ mit den Strahlen 
(ü>pq eine aus den Punkten AB^P^Q^ bestehende Reibe jf^^ , welche mit B pro- 
jectivisch ist. Da die Reiben B und jf^^ den Punkt A entsprechend gemein haben , 
80 liegen sie perspectivisch , es gehen demnach die Verbindungslinien alier 
Paare entsprechender Punkte dieser Reihen, z. B. die Linien BB^ und PP^, 
dorch denselben Pnnkt M. Die Punkte BB^ sind aber beziehungsweise die 
Durchschnitte der Strahlen ab^ und a^b und der Punkt M ist der Durch- 
schnitt von PPj und QQ^, woraus mit Rücksicht auf den Umstand, dass aa^^ 
und bb^ zwei beliebige Paare entsprechender Strahlen bilden, von deren Wahl 
die Lage des Punktes M unabhängig ist, der obige Satz folgt 

Eine wichtige Eigenschaft projectivischer Pnnktreihen ergibt sich durch 
die Untersuchung eines Doppelverhältnisses , in welchem die Gegenpunkte und 
die unendlich fernen Punkte vorkommen. Wird der unendlich ferne Punkt einer 
Reihe JB, durch 17, der ihm entsprechende Gegenpnnkt der Reihe R^ durch G' 
bezeichnet, nennt man femer CT den unendlich fernen Pnnkt von R^ und Q den 
Gegenpunkt der Reihe B, so besteht, wenn AA^, BB^ zwei beliebige Paare ent- 
sprechender Punkte von B und B^ sind, die Gleichung 

{ABQTr)={A^B^Tra') 
oder 
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Aa ^^Ä^ Ajjy_ 
BG ' Bü~ B^ir ' B^&' 

AU A ZT 

Nachdem nun — sowohl, als auch ^— , wie bereits erklärt wurde, 

gleich der Einheit ist, so hat man 

AG . A^& =BG . B^G\ 
Hieraus ergibt sich der Satz : 

17. DasProduct der Abstände zweier entsprechender 
Punkte A und A^ von den Gegenpunkten der projectivisch en 
Reihen, in welchen sie liegen, hat stets dieselbe Grösse, 
wie man auch die Punkte A, Ay^ wählen mag. 

Aus diesem Satze kann man schliessen, dass, wenn ein Punkt A der Reihe 
R sich dem Gegenpunkte G stetig nähert, der dem Punkte A entsprechende A^ 
der Reihe E^ sich von dem Gegenpunkto G' stetig entfernt und umgekehrt. 
Fällt A mit G zusammen so ist der eine Abstand gleich Null, der andere im all- 
gemeinen unendlich gross und das Product beider Abstände muss wieder die 
constante endliche Grösse haben. 

18. In einem jeden von zwei projectivi sehen Strahlen- 
büscheln, von denen keiner ein Paralle l-Strahlenbüschc 1 
ist, gibt es entweder nur ein Paar, oder unendlich viele 
Paare auf einander senkrecht stehender S trahlcn, deren 
entsprechende Strahlen im anderen Büschel ebenfalls auf 
einander senkrecht stehen. 

Diese Strahlen nennt man die Schenkel der entsprechenden 
rechten Winkel. 

Der Beweis hiefür ergibt sich ans einer einfachen Construction, welche 
die in Rede stehenden rechten Winkel liefert. 

Man bringt die beiden Büschel in perspectivische Lage, indem man sie in 
dieselbe Ebene legt und ein beliebiges Paar entsprechender Strahlen coincidiren 
lässt. Die Mittelpunkte der Büschel seien M und JSf^ und den Träger jener 
Reihe, in deren Punkten sich die entsprechenden Strahlen der beiden Büschel 
schneiden , bezeichnen wir durch t Wird nun ein Kreis construirt, der seinen 
Mittelpunkt in t hat und durch üf und üf^ geht, so schneidet derselbe die Ge- 
rade t in zwei Punkten R und iS, welche eine solche Lage haben, das die Win- 
kel RMS und RM^S — als Winkel im Halbkreise — rechte werden. Die Strah- 
len MR^ MS, M^R und Jlf^^ nennen wir beziehungsweise r, a, r^, s^. Dass r 
und r^, sowie 8 und s^ Paare entsprechender Strahlen sind, folgt daraus, dass 
sie sich in Punkten jener Reihe schneiden, deren Scheine die in Rede stehen- 
den Büschel bilden. 

Nachdem es nun im allgemeinen immer möglich ist einen Kreis von 
der bezeichneten Lage zu construiren, so gibt es in zwei projectivischen 
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Strahlenbfischeln im allgemeinen aocb immer zwei entsprechende rechte 
Winkel. 

Liegt der Mittelpunkt des Kreises in unendlicher Entfernung, was dann 
der Fall ist, wenn die Gerade MM^ auf t senkrecht steht, so geht der Kreis in 
die Gerade MM^ Aber und einer der Punkte B oder 8 liegt in MM^ . Ein Paar 
entsprechender Schenkel der entsprechenden rechten Winkel Hlllt dann offen- 
bar mit iOfj zusammen. Dies findet immer statt, wenn die entsprechenden 
Strahlen, welche, um die beiden Baschel in perspectivischer Lage zu erhalten, 
zur Goincidenz gebracht wurden, zufällig Schenkel der entsprechenden rechton 
Winkel sind. 

Der Mittelpunkt des Kreises kann auch in unendliche Entfcrnnng kommen, 
wenn t unendlich ferne gelegen ist. Letzteres findet jedoch nur statt, wenn alle 
entsprechenden Strahlen zu einander parallel sind. Die Büschel müssen dann, 
vorausgesetzt dass M undM^ in endlicher Ferne liegen, vollkommen gleich sein, 
daher haben in diesem Falle die beiden Büschel nicht bloss ein Paar entspre- 
chender rechter Winkel, sondern unendlich viele. Dasselbe findet statt, wenn t 
auf dem Strahle JOf^ senkrecht steht und von M und M^ gleich weit entfernt 
sind. Denn es sind dann unendlich viele Kreise möglich, welche durch M und M^ 
gehen und ihren Mittelpunkt in t haben. Dass die beiden Büschel auch in die- 
sem Falle vollkommen gleich sein müssen ist selbstverständlich. — Es zeigt sich 
also, dass nur dann, wenn beide Strahlenbüschcl vollkommen gleich sind, unend- 
lich viele Paare entsprechender rechter Winkel in denselben vorkommen können ; 
in jedem andern Falle gibt es nur ein solches Paar , vorausgesetzt, dass keiner 
der Büschel ein Parallelbüschel ist. 

Sind aa^ und bb^ zwei beliebige Paare einander entsprechender Strahlen 
so besteht die Gleichung 



sin ar sm as sm a.r. 
oder * — 


8in «jSj 


sin br * sin bs sin b^r^ 


sin 6jSj 


woraus sich ergibt: 




sin ar . sin bs sin a^r^ 


. sin&jSj 



sin as . sin br sin a^s^ . sin^^r^' 
Da nun die Winkel ar und os, br und bs, dann a^r^ und a^^s^, sowie b^r^ 
und 5j«, sich zu rechten Winkeln ergänzen, so hat man 

sin as = cos ar , sin a^r^ = cos a^s^ 
sin bs = cos br , sin b^r^ = cos b^s^ , 
welche Wertbe in die vorhergehende Gleichung substituirt geben : 

tg or . tg Ol«! =tg br . tg b^s^. 
Daraus folgt, dass auch 

i%as .\% a^r^ = tg 6s . ft^r^ 
sein musa. Wir können somit behaupten : 
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19. Das Prodnct der trigonometrischen Tangen ten jener 
Winkel, welche zwei beliebige entsprechende Strahlen mit 
den nicht entsprechenden Schenkeln der entsprechenden 
rechten Winkel einschliessen, ist stets dasselbe, wie man 
auch diese Strahlen annehmen mag. 

Hieraus lässt sich schliessen, dass, wenn ein Stiahl a des Büschels S sich 
dem Strahle $ darch Drehang am den Mittelpunkt von 8 stetig nähert, der 
Strahl a^ des Büschels 8^ , welcher mit 8 projectivisch verwandt ist, sich von r^ 
anf dieselbe Weise, nämlich durch Drehang um den Mittelpunkt von 8^ stetig 
entfernt. 

Da zwei Punktreihen, wenn sie irgend einen Punkt entsprechend gemein 
haben, perspectivisch liegen, so schneiden sich die Verbindungslinien der ent- 
sprechenden Punkte solcher Reihen stets in ein und demselben Punkte, nämlich 
dem Mittelpunkte des projicirenden Büschels , welche Lage auch die beiden 
Reihen gegen einander haben mögen. Wir wollen nun untersuchen, welche Linie 
dieser Mittelpunkt beschreibt, wenn eine der Reihen um ihren Durchschnitts- 
punkt mit der anderen Reibe gedreht wird , während letztere ihre Lage nicht 
ändert. 

B und i2j (Fig. 9) seien die beiden Reihen, welche sich im Punkte Ä, der 
ihnen entsprechend gemein ist, treffen. M sei der für die angenommene Lage 

^ rir- 9 ^ ^^" ^ ^^^ "^1 ^^^ ergebende Mittel- 

punkt des projicirenden Büschels. Um 
die Gegenpunkte von R und B^ zu 
erhalten, hat man nur aus üf parallele 
Gerade zu den beiden Reihen zu zie- 
hen. Die Parallele zu B schneidet B^ 
im Gegenpunkte 6r' und die Parallele 
zu J?i trifft B im Gegenpunkte 6r. 
Wären umgekehrt die Gegenpunkte 
bekannt, so hätte man, um M zu er- 
halten aus G und G' beziehungsweise 
zu jRi und B parallele Gerade zu ziehen ; im Durchschnitte dieser Parallelen 
würde sich dann der Mittelpunkt M ergeben. Der letztere Punkt bildet also 
einen Eckpunkt eines Parallelogrammes, dessen andere Ecken 6r, -4 und G' sind, 
daher mass 

G'M=ÄG 
sein. Da nun die gegenseitige Lage der Punkte von B sowohl, als auch von B^ 
sich nicht ändert, wenn B um Ä gedreht wird, so behalten die Strecken AG 
und AG' bei dieser Drehung stets dieselbe Länge, und es muss , wenn B etwa 
in die Lage B! gekommen ist, der Mittelpunkt 2lf des projicirenden Büschels von 
G' ebenfalls die Entfernung AG haben. Daraus folgt, dass der Punkt M bei der 
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Drehung von B einen Kreis beschreibt, dessen Mittelpunkt der Gegenpnnkt G' 
and dessen Halbmesser gleich AG ist. 

Es gilt somit der Satz : 

20. Liegen zwei Pnnktreihen perspectivisch nnd dreht 
man die eine uro ihren Dnrchschnittspnnkt mit der ande- 
ren, während letztere ihre Lage nicht ändert, so beschreibt 
der Mittelpunkt des projicirenden StrahlenbQschels der 
zwei Reihen einen Kreis, dessen Mittelpunkt sichim Gegen- 
punkte der nicht gedrehten Reihe befindet. Der Halb- 
messer dieses Kreises ist gleich dem Abstände des Gegen- 
punktes der anderen Reihe vom Drehungspunkte. 

Wenn zwei in derselben Ebene befindliche Strahlenbflschel einen Strahl 
entsprechend gemein haben, so liegen sie, wie bereits erklärt wurde, perspec- 
tivisch und bilden also Scheine derselben Punktreihe. Wird daher der eine von 
den zwei Strahlenbflscbcln derart in seiner Ebene verschoben, dass der Strahl 
welchen die beiden Bflschel entsprechend gemein haben, ibnen stets gemein ist, 
so bleiben die zwei BQschel perspectivisch und schneiden sich immer in eiuer 
Punktreihe. Es fragt sich nun, welche Lagen haben alle jene Punktreihen gegen 
einander, in denen sich die beiden Strahlenbttschel schneiden , wenn der eine in 
der erklärten Weise verschoben wird? 

Um diese Frage zu beantworten, beracksichtigen wir, dass während der in 
Rede stehenden Verschiebung jeder Strabl des verschobenen Bfischels parallel 
zu seiner ursprünglichen Richtung bleibt und dass alle sich ergebenden Pnnkt- 
reihen gegen beide Bflschel perspectivisch liegen. 

Den Bflschel, welcher seine Lage ändert, nennen wir S^ den in Ruhe blei- 
benden /S| und irgend eine als Schnitt von 8 nnd 8^ sich ergebende Punkt- 
reihe B. 

Jene Strahlen u und u^ der Bflschel 8 und fi^, welche der Reihe B 
parallel laufen, sind entsprechende Strahlen, nachdem sie sich in einem Punkte 
von JZ, nämlich im unendlich fernen Punkte dieser Reihe schneiden. Da u und 
Uj während der Verschiebung von S parallel bleiben, so treffen sie sich stets in 
einem unendlich fernen Punkte. Gegen diesen Punkt mflssen nun alle Punkt- 
reihen, welche sich als perspectivische Durchschnitte von 8 und 8^ ergeben, 
convergiren, woraus man schliesson kann : 

21. Liegen zwei in derselben Ebene befindliche Strah- 
lenbflschel perspectivisch und verschiebt man einen von, 
ihnen in seiner Ebene derart, dass die beiden Bflschel 
stets denselben Strahl entsprechend gemein haben, so 
sind alle Punktreihen, die sich als Schnitt e dieser Bflsche 
ergeben, zu einander parallel. 
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h) 8peeielle proJeetlTlsehe Yerwandtsehaft zwiselien Panktrelhen und StnUeB- 

bftoelielii. 

Einen wicbtigen besonderen Fall projectiviscber Verwandtschaft zweier 
Ponktreihen bildet jener, in welchem die unendlich fernen Punkte der beiden 
Reihen einander entsprechen. Bringt man diese Punkte, die wir U and U^ 
nennen wollen, mit beliebigen drei anderen Paaren entsprechender Punkte in 
ein Doppelverhältniss, so erhält man die Gleichung 

{ACBU) = {A,C,B,U^) 
oder, was dasselbe ist. 

AB AU_A,B, A^TJ^ 

CB ' CU~ C,B^ ■ C,Ü^' 

AU A U 
Nachdem nun, wie bekannt, die Verhältnisse - und - ^ -/ gleich der Ein- 



heit sind, so 


ist 






















AB 


A,B, 
















CB 


G,B,- 










Hätte 


man statt 


der Punkte ACB 


die Punkte BCD 


gewählt, 


so wftrde 


maD 


erhalten haben 






















CB 


C,B, 
















CD 


C,D,- 










Durch 


Mnltiplication 


dieser Gleicb 


uiig mit dl 


r vorhergehenden 


ergibt sich 










AB 


A,B, 








oder 








CD 

AB 

A,B, 


C,D, 
CD 

-c,d: 









Da man zwei Punktreihen , bei welchen die unendlich fernen Punkte ein- 
ander entsprechen, ähnliclie Punktreihen nennt, so folgt aus letzterer 
Gleichung der Satz : 

22. In zwei ähnlichen Punktreihen ist das Verhältniss 
von irgend zwei einander entsprechenden Strecken gleich 
ein und derselben Grösse. 

Man nennt desshalb ähnliche Punktreihen auch proportionale 
Reihen. 

23. In zwei ähnlichen Punktreihen liegen die Gegen« 
punkte in unendlicher Entfer nung. 

Der Beweis fflr diese Behauptung folgt schon aus der Definition des 
Gegenpunktes. Da nämlich der Gegenpunkt G einer Reihe B dem unendlich 
fernen Punkte V einer zweiten Reihe B^ entspricht , so muss, wenn B und jRj 
ähnlich sein sollen, 27 sowohl dem Punkte 6^, als auch dem unendlich fernen 
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Pankt U der Reihe R entsprechen, was nnr möglich ist, wenn G and ü za- 
sammenfallen. In ähnlicher Weise ]ässt sich aach zeigen, dass der in R^ gelegene 
Gegenpnnkt &' mit IT coincidiren mass, es erscheint daher ohiger Satz 
gerechtfertigt. 

24. Schneidet man einen Strah lenhttschel durch paral- 
lele Gerade, so sind die entstehenden Schnitte ähnliche 
Pnnktreihen. 

Denn nachdem die Reihen, welche sich als Schnitte ergeben, perspectivisch 
liegen, so schneidet jeder Strahl des Bttschels dieselben in einem Paare 
entsprechender Punkte, also auch jener Strahl, der zu ihnen parallel gezogen 
werden kann. Da nun dieser Parallelstrahl die Reihen in ihren unendlich fernen 
Punkten schneidet, so mflssen letztere Pnnkte einander entsprechen, woraus 
folgt, dass die in Rede stehenden Pnnktreihen ähnlich sind. 

25. Schneidet man einen Parallel-StrahlenbQschel nach 
beliebigen Richtungen durch gerade Linien, so sind die 
entstehenden Schnitte ähnliche Punktreihen. 

Da jeder Strahl des Bflschels die Reihen in einander entsprechenden 
Ponkten schneidet, so entsprechen sich auch die Schnittpunkte eines in unend- 
licher Entfernung gelegenen Strahles. Diese Schnittpunkte liegen aber selbst in 
unendlicher Entfernung, folglich mflssen die Reihen ähnlich sein. 

Daraus und mit Rflcksicht anf den Satz 13 folgt auch : 

26. Sind die Verbindungslinien von drei Paaren ent- 
sprechender Pun kte zweier pr oj ecti vischer Reihen zu 
einander parallel, so mflssen die beiden Reihen ähnlich sein. 

27. Haben zwei ähnliche Punktreihen zwei Paare ihrer 
Punkte entsprechend gemein, so coincidiren alle ihre ent- 
sprechenden Punkte, d. h. die beiden Reihen sind identisch. 

Aus der oben fOr ähnliche Reihen aufgestellten Gleichung 

ÄS CD 

geht dies unmittelbar hervor. Denn wären AA^ und BB^ die zwei Paare ent- 
sprechender Punkte, so folgt aus dieser Gleichung CD»» C^D^ ; es sind somit 
alle entsprechenden Strecken einander gleich. 

Dass man bei der Gonstruction ähnlicher Punktreihen nur zwei und nicht 
mehr Paare entsprechender Punkte beliebig wählen darf, ergibt sich schon aus 
dem fflr projectivische Reihen im allgemeinen aufgestellten Satze 11. Als drittes 
Paar entsprechender Punkte sind nämlich die unendlich fernen zu betrachten, 
somit können nur noch zwei Paare willkflhrlich angenommen werden. 

Haben zwei ähnliche Punktreihen einen Punkt entsprechend gemein, so 
liegen sie, wie in diesem Falle projectivische Punktreihen flberhaupt, perspec*- 
tivisch. Bemerkenswerth ist jedoch, dass wenn der Punkt, welcher beiden Reihen 
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entsprechend gemein ist, in endlicher Entfernang liegt, der projicirende 
Strahlenbflschel ein Parallelbüschel sein mass. Sind hingegen die Reihen 
parallel, in welchem Falle sie die anendlich fernen Punkte entsprechend gemein 
haben, so liegt der Mittelpunkt des projicirenden Büschels im allgemeinen in 
endlicher Entfernang. 

Der speciellste Fall projectivischer Verwandtschaft zwischen Panktreihen 
ist der, wenn alle entsprechenden Strecken der letzteren gleich sind. Man nennt 
solche Reihen gleiche oder congruente Reihen. Dass dieselben anch 
ähnlich sind, ist selbstverständlich. 

Schneidet man einen Parallel-Strahlenbüschel durch parallele Gerade, so 
ergeben sich congruente Panktreihen. Ausserdem können im allgemeinen noch 
congruente Reihen entstehen, wenn ein Parallel-Strahlenbflschel durch Gerade 
geschnitten wird, welche zwar nicht parallel sind, aber gegen die Strahlen des 
Büschels gleiche Winkel einscbliessen, oder wenn man einen StrahlenbOschel, 
dessen Mittelpunkt in endlicher Entfernung gelegen ist, durch parallele Gerade 
schneidet, welche sich in gleichen Abständen zu verschiedenen Seiten des Mittel- 
punktes befinden. 

28. Kommen in zwei projectiv ischen Punktreihen 
drei Paare entsprechender Punkte AA^, BB^ und 
CCj vor, welche so gelegen sind, dass AB = A^B^, 
AC=:Ä^Ct und BC=B^Cf ist, so müssen diebeiden Reihen 
congruent sein. 

Denkt man sich nämlich die beiden Panktreihen in solche gegenseitige 
Lage gebracht, dass die drei Paare gleicher Strecken mit ihren einander 
entsprechenden Endpunkten coincidiren, so haben die zwei Reihen drei 
Punkte entsprechend gemein. Sie müssen daher in dieser Lage alte ihre Punkte 
entsprechend gemein haben (Satz 10), was nur möglich ist, wenn die Reihen 
congruent sind. 

29. Kommt in zwei ähnlichen Punktreihen ein Paar 
gleicher endlicher Strecken vor, welche sich entsprechen, 
80 sind die beiden Reihen congruent. 

Dieser Satz kann in derselben Weise wie der Satz 27 bewiesen werden. 
Aus der für ähnliche Reiben geltenden Gleichung 

AB __ CD 
A,B,-C,D, 
folgt nämlich, dass wenn AB=^AiBj ist, auch GB^=ss C^D^ sein muss. Nach- 
dem nun CD und C^D^ beliebige einander entsprechende Strecken sind, so 
müssen alle entsprechenden Strecken einander gleich sein. 

Mit Hilfe der Resultate, zu welchen wir durch die Untersuchung ähnlicher 
Punktreihen gelangt sind, lässt sich auch folgender, für projectivische Reihen 
im allgemeinen geltender Satz nachweisen : 
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30. Ist eine Panktreihe mit einem Strahlenbfiflchel, des- 
sen Mittelpankt in endlicher Entfernung liegt, projectivisch 
verwandt, so lassen sich diese beiden Grandgebilde stets 
in persp ectivische Lage gegen einander bringen. 

Die Panktreihe heisse R (Fig. 10), der Strahlenbüschel £f, der Mittelpunkt 
des letzteren M, ferner seien drei beliebige Punkte der Reihe ABC and die 
diesen Punkten entsprechenden Strahlen des rp^ ^qv 

Bflsehels abc. — Wir betrachten nur drei Ele- 
mente der zwei in Rede stehenden Orundge-* 
bilde , da, wenn B in eine solche Lage gebracht 
werden kann , dass ABC beziehungsweise in die 
Strahlen abc fallen , nach Satz 12 folgt, dass fflr 
diese Lage alle Strahlen des Büschels durch die 
ihnen entsprechenden Punkte der Reihe gehen. — 

Aus folgender Gonstruction ergibt sich der 
Beweis für obigen Satz. 

Man tr&gt von M aus auf dem Strahle b, 
der jenem Punkte B entspricht , welcher durch 
die beiden anderen Punkte A und C vom unend- 
lich fernen Punkte getrennt ist, die Strecken 
AB = aß und AC=ay auf, zieht aus y eine 

Parallele zum Strahle a, welche den Strahl c im Punkte C^ schneidet, und ver- 
bindet C^ mit ß. Die Durchschnittspunkte von C^ß mit a und b nennen wir A^ 
und B^, Macht man nun die Strecke A^m der Geraden A^C^ gleich AB, zieht 
aus m eine Parallele zu a, welche b im Punkte B trifft und schneidet endlich 
den Büschel S durch eine Gerade, welche durch B geht und parallel zu A^C^ 
ist, so mass der Schnitt eine- der Reihe B congruente Punktreihe bilden. 

Denkt man sich nämlich durch ß eine Parallele zu a gezogen, so bildet 
dieselbe mit den Geraden a und yC^ einen Parallel-Strahlenbüschel, welcher 
durch die beiden Geraden b und A^ C^ geschnitten erscheint ; es sind somit die 
Punktreihen A^B^C^ und of/?)^ ähnlich. Da aber letztere Reihe der gegebenen 
Reibe i2 congruent ist, so muss A^B^O^ auch dieser letzteren ähnlich sein. 
Würde demnach der Büschel S durch irgend eine zn A^C^ parallele Gerade 
geschnitten, so wäre die entstehende Punktreihe der Reihe B ähnlich; es han- 
delt sich also nur mehr darum, jene zu A{C^ parallele Gerade aufzufinden, deren 
Schnitt mit 8 nicht bloss eine zur Reihe B ähnliche, sondern mit ihr congruente 
Reihe liefert. Der letzteren Bedingung entspricht nun offenbar die Gerade J.C, 
denn die Reihe, in welcher AC den Büschel schneidet, muss nach Satz 28 mit 
E congruent sein. — Würde man (ibc über M hinaus verlängern und auf den 
Verlängerungen dieselbe Gonstruction durchführen , welche eben erklärt worden 
ist, so bekäme man eine zweite mit R congruente Reihe als Schnitt des Büschels 
S, wir können also behaupten, dass die Reihe B sich auf zwei verschiedene 

Stftttdifl: Lehrback der neueren Geometrie. 3 
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Arten gegen 8 in perspectivische Lage bringen lAsst. Wie leicht einsnaehen, 
mflssen die in beiden Fällen sich ergebenden Reihen za einander parallel sein. 

DasB die Reihe B and der Bflechel 8 im allgemeinen nar 
anf zwei verschiedene Arten in perspectivische Lage ge- 
bracht werd en können, geht aas folgenden Bet rachtangen 
hervor. 

Nennen wir die Reihe B, wenn sie mit 8 in der erklärten Weise anf swei 
verschiedene Arten in perspectivische Lage gebracht worde, B^ and B^ and ist 
B^ noch eine dritte mit B congrnente Reihe, welche gegen 8 perspectivisch liegt, 
so mfissen die Yerbindnngslinien von je zwei entsprechenden Pankten der Rei- 
hen B^ und B^ oder B^ and B^ den StrahlenbQschel 8 bilden. W&re B^ jene 
Reihe deren Punkte anf denselben Halbstrahlen liegen, wie die Punkte der 
Reihe B^y so lässt sich leicht zeigen, dass die Verbindungslinien von je zwei ent- 
sprechenden Punkten dieser Reihen zufolge ihrer perspectivischen Lage and da 
sie congruent sein sollen, zu einander parallel wtirden , was der Voraussetzung, 
dass der Mittelpunkt von 8 in endlicher Entfernung gelegen sei, widerspräche. 
Nimmt man an B^ soll ein Schnitt derselben Halbstrahlen sein , welche B 
schneidet, so gelangt man zu einem analogen Resultate. Da nun weder die Halb- 
strahlen in denen B^ liegt, noch jene, welche B^ enthalten, durch ausserhalb B^ 
oder iZg gelegene Gerade nach Reihen geschnitten werden können, welche mit 
B congruent sind, so gibt es Oberhaupt nur zwei mit B congrnente Schnitte des 
Bflschels 8. 

Ist 8 ein Parallel-Strahlenbaschel, so kann B mit 5, wie leicht einzusehen, 
nicht immer in perspectivische Lage gebracht werden. Nur wenn die geradlini- 
gen Schnitte von 8 Reihen bilden, welche der Reihe B ähnlich sind, ist dies 
möglich. Es gibt dann zwei verschiedene Richtungen, nach welchen 8 in Reihen 
geschnitten werden kann, die mit B congruent sind. Letztere Reihe lässt sich 
daher in diesem Falle auf unendlich viele verschiedene Arten gegen 8 in per- 
spectivische Lage bringen. Dass die beiden erwähnten Richtungen mit den 
Strahlen des Büschels gleiche Winkel bilden, bedarf wohl keines Beweises. — 

Aehnliche Strahlenbflschel kann man solche projectivische BO- 
schel nennen, deren unendlich entfernt liegende Elemente einander entsprechen. 
Da in einem Strahlenbflschel, dessen Mittelpunkt in endlicher Entfernung gele- 
gen ist, kein unendlich femer Strahl vorkommt, so können ähnliche Strahlen- 
bflschel nur Parallelbflschel sein. 

31. Schneidet man zwei ähnliche Parallel-Strahlen- 
bflschel durch je eine beliebige Gerade, so sinddie dadurch 
entstehenden Punktreihen ähnlich. 

Dieser Satz findet seine Begrflndnng darin, dass nachdem die anendlich 
fernen Strahlen der beiden Bflschel sich entsprechen, auch die in ihnen gele- 
genen Schnittpunkte entsprechende Punkte sein mflssen, wodurch eben die 
Aehnlichkeit der zwei Punktreihen bedingt ist. 
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Zwei StrahleDbflschel, deren Mitteipankte in endlicher Entfernung liegen, 
werden gleiche oder congroente Büschel genannt, wenn je zwei einander 
entsprechende Winkel derselben gleich sind. Zwei Parallelstrahlenbtlschel nennt 
man congment, wenn der Abstand von je zwei Strahlen des einen Bflschels dem 
AbStande der entsprechenden Strahlen des andern Büschels gleich ist. Dass zwei 
congmente Büschel immer auch projectivisch verwandt sein müssen, ist selbst- 
verständlich. 

Liegen zwei congmente Strahlenbüschel, welche keine Parallelbüschel sind, 
perspectivisch, so lassen sich zwei Fälle unterscheiden. Entweder sind je zwei 
entsprechende Strahlen zu einander parallel, oder sie schneiden sich in eigent- 
lichen Punkten. Im ersteren Falle liegt der Durchschnitt, beider Reihen in unend- 
licher Entfernung, im letzteren ist er eine Punktreihe, deren Träger auf dem 
gemeinsamen Strahle beider Büschel senkrecht steht und von den Mittelpunkten 
gleiche Abstände besitzt. (Fig. 11). Diese beiden Fälle sind wesentlich dadurch 

von einander verschieden, dass in ^ ^^ 

(Flg. 11.) 
jenem , wo der Schnitt sich in unend- 
licher Entfernung ergibt, die Strah- 
len des einen Büschels in demselben 
Sinne aufeinander folgen, wie die 
entsprechenden Strahlen des anderen, 
während in dem Falle, wo der Schnitt 
eine in endlicher Entfernung gelegene 
Reihe ist, diese Aufeinanderfolge im 
entgegengesetzten Sinne stattfindet. 

32. Kommen in z¥ei 
projectivischen Strahle n- 
büscheln drei Paare entspre- 

chender Strahlen aUi, h\ und cc^ vor, welche so gelegen sind, 
dass ^äb^=a^b^, jf:iac=a^c^ und jc.hc=h^c^ ist, so müssen die 
beiden Büschel congruent sein. 

Denn sind 8 und 8^ die beiden Büschel und bringt man den Büschel 8^ in 
solche Lage, dass a^h^c^ mit äbc zusammenfallen, so haben 8 und 8^ drei 
entsprechende Elemente, folglich nach Satz 10 alle ihre entsprechenden Elemente 
gemein. Nachdem es nun möglich ist, die Büschel 8 und 8^ in solche Lage zu 
bringen, dass alle entsprechenden Strahlen derselben coincidiren, so müssen sie 
congruent sein. 



e) Harmonisebe Pnnktreihen und StrahleBbüseheL 

Eine aus vier Punkten bestehende Punktreihe, bei welcher das Doppel- 
verhältniss dieser vier Punkte gleich der negativen Einheit ist, wird eine harmo- 
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nische Pnnktreihe genannt. Sind also ABCD die Pankte einer solchen 
Beihe, so besteht die Gleichnng 

(ABCD)=—1 
oder 

ÄC AD 

BC'BD~ ' 
welches Doppelverh&ltniss auch ein harmonisches genannt wird. *) 

Denkt man sich Ä und B als Fixpunkte, dnrch deren Abstände von C and 
D diese letzteren Punkte aof der Geraden AB bestimmt erscheinen, so ist 
leicht einzusehen, dass C und D weder zugleich innerhalb, noch zugleich ausser- 
halb der Strecke AB liegen können, denn in beiden Fällen wären die Verhält- 
nisse ^^ und ^^ gleich bezeichnet, und das Doppelverhältniss mflsste daher 
BO BD 

positiv sein. Daraus folgt, dass wenn C zwischen A und B gelegen ist, D sich 
ausserhalb dieser zwei Punkte befindet und wenn C ausserhalb liegt, B zwischen 
A und B gelegen sein muss. Es werden demnach die Punkte A und B in jedem 
Falle durch Cund 2> getrennt. Aus diesem Grunde und mit RQcksicht auf das 
harmonische Doppelverhältniss sagt man A und B seien durch C und D 
harmonisch getrennt. 

Die Punkte A und B, sowie C und D werden einander harmonisch 
zugeordnete oder harmonisch conjugirte Punkte genannt. 
Obige Gleichung lässt sich auch schreiben 

AC : CB = AD : BD, 
ans welcher Proportion zu ersehen ist, dass der Punkt C die Strecke ^iB in dem- 
selben Yerhältnisse.theilt, wie sie vom Punkte D getheilt wird. Wenn auch G 
oder D ausserhalb der Strecke AB liegt , so kann man doch von einer Thei- 
lung dieser Strecke durch den ausserhalb befindlichen Punkt sprechen, wenn 
man Theile einer Strecke im allgemeinen die Abstände des theilenden 
Punktes von den Endpunkten der getheilten Strecke nennt. Man sagt daher auch 
bezflglich einer aus den Punkten ACBD bestehenden harmonischen Reihe, bei 
welcher diese Punkte in derselben Ordnung aufeinanderfolgen, wie sie eben 
angeführt worden sind, dass die Strecke AB durch die Punkte C und D 
harmonisch getheilt ist. Da sich aus obiger Proportion folgende ergibt: 

AC : AB = GB : BD, 
welche zeigt, dass die Strecke CD durch die Punkte A und B ebenfalls in glei- 
chem Verhältnisse getheilt wird, so kann man sagen: Die Strecke AB 



AC AD 
•) Würde das Doppelverhältniss (ABCD) «= 1 angenommen, so wäre ^^i^ ^^, 

woraus folgen würde, dass die Punkte C und D zusammenfallen; man hätte also 
eigentlich nur drei Punkte, welche Anzahl im allgemeinen nur zur Bildung eines 
einfachen Verhältnisses hinreicht. 
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wird darch die Pankte C, D aod die Strecke CD durch die 
Pankte Ä, B harmonisch getheilt 

Werden die Pankte ABCD einer harmonischou Reihe mit irgend einem 
aasserhalb des Trägers der letzteren befindlichen Pankte verbunden, so bilden 
diese vier Verbindangslinien abcd einen harmonischen Strahlenbtt- 
{i c h e ] , für welchen, da 

{ABCD) = {ahcd) 
ist, das Doppelverb&ltniss besteht : 

. sin OG sin ad 
sin hc ' sin bd 

Demzufolge ist jeder projicirende Büschel einer harmonischen Pnnktreihe 
ebenfalls harmonisch. 

Wie leicht einzasehen, sind die Strahlen ab durch die Strahlen cd getrennt 
and umgekehrt, nachdem auch, wie bereits gezeigt wurde, die Punkte AB durch 
CD sowie CD durch AB getrennt werden ; man sagt daher mit Rücksicht auf 
das harmonische Doppelverhältniss : die Strahlen a, b sind durch die Strahlen 
c, d, sowie aach die Strahlen c, d durch a, & harmonisch getrennt. 

Die Strahlen a und 6, sowie c und d werden einander harmonisch 
zugeordnete oder harmonisch conjugirte Strahlen genannt. 

Zwei gleichartige oder ungleichartige der in Rede stehenden beiden Grund- 
gebilde sind immer projectivisch verwandt, wenn sie harmo- 
nisch sind, nachdem die Doppelverhältnisse der Elemente, aus welchen 
solche Gebilde bestehen, alle gleich der negativen Einheit, also auch unter sich 
gleich sein mflssen. Es gelten somit fflr harmonische Punktreihen und Strahlen- 
bfischel alle jene Sätze, welche für projectivische Grnndgebilde im allgemeinen 
bisher aufgestellt wurden. *) 

Wir wollen nun untersuchen, welche Lagen der Punkt D erhalten kann, 
wenn man A und B als anveränderlich annimmt, während C sich vom Punkte A 
gegen B hin bewegt. Die Gleichung 

ÄC^AD 

CB BD " 

gibt hierüber AufschlusF. 

Der Punkt D ist seiner Lage nach durch die Punkte ABC vollkommen 

AC 
bestimmt. Denn der Werth des Verhältnisses ^^ erscheint gegeben, sobald die 

CB 

Pankte ABC ihrer Lage nach fixirt sind, es ist somit auch der Werth des den 



*) Hat der Werth eines Doppeiverhältnisses irgend eine beliebige Grösse, so 
nennt man dieses Verhältniss im allgemeinen (nach Ghasles) auch ein anhar- 
monisches. Die Ausdrücke „Doppelverhältniss^ und «anharmonisches Verhältniss'^ 
sind denmach im allgemeinen gleichbedeutend. 
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AD 
Punkt D oDzweidentig bestimmenden Verhältnisseß^^ bekannt, nachdem letzte- 

AC 
res dem Verhältnisse 7^ gleich sein mnss 

Fällt G mit dem Punkte A zusammen, so wird AG, also auch AD gleich 
Null ; der Punkt D coincidirt daher mit den Puokten A und G. 

33.Befindet sich G im H albirungspunkte der Strecke 
AB, so liegt der dem Punkte G harmonisch zugeordnete 
Punkt D in unendlicher Entfernung und umgekehrt, wenn 
D unendlich ferne liegt, so halbirt G die Strecke AB, Es ist 
nämlich dann ^(7= C^ also auch AD = BD, welch letztere Gleichung nur 
erfüllt werden kann, wenn D mit dem unendlich fernen Punkte zusammenfällt; 
denn für jeden in endlicher Entfernung gelegenen Punkt D würde ÄD grösser 
oder kleiner als BD. 

Der Punkt D rückt also von A auf der über letzteren Punkt hinansreichen- 
den Yerlängerung der Strecke AB gegen den unendlich fernen Punkt hin, wäh- 
rend sich G vom Punkte A gegen den Halbirungspunkt von AB bewegt. 

Hat G den genannten Halbirungspunkt überschritten, so wird AG grösser 
als GB; es muss also auch AD immer grösser als BD werden, d. h. der Punkt 
D befindet sich dann stets auf der über B hinausreichenden Verlängerung der 
Strecke AB. 

Je näher (7 an £ gelegen ist, desto kleiner wird auch der Abstand des 
Punktes D von B, bis endlich, wenn G mit B coincidirt , auch D mit J? zu- 
sammenfällt. 

Bezeichnet man den Halbirungspunkt der Strecke AB durch M, so folgt 
aus der Gleichung a, da ^0= AM + MG, GB = MB — MG, AD =AM + 
+ MD und BD = MD— MB isi: 

AM+MG^ AM-\- MD 
MB — MG~MD — MB' 
Durch Reduction dieser Gleichung und wenn man statt MB den gleichen 
Werth AM setzt, ergibt sich 

AM^=MG .MD ß. 

Es ist somit AM die mittlere geometrische Proportionale 
zwischen MG und MD. 

Eine andere bcmerkenswcrthe Beziehung zwischen den auf harmonischen 
Punktreihen sich ergebenden Strecken kann aus der Gleichung o nachge- 
wiesen werden, wenn man CB=AB — AG uml BD=AD — AB setzt. 
Es ist dann 

AB—AG _ AD — AB 
AG ~ AD 
oder 
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woraus folgt : 



AB ^ AB 

— 14- —-—1 — ^— 

^ AC AD 



1 



AB AC^ AD 



AB heisst dieser besondern Beziehung wegen das harmonische Mittel der 
Strecken AC und AD. 

Bezflglich harmonischer StrahlenbQschel lassen sich Gleichangen ableiten , 
welche den für harmonische Panktreiben anfgestellten a, ß, y analog sind. 

Dass fDr jeden harmonischen Bflschel 

sin ac sin ad 
sin cb sin bd '' ' ^ 
ist, wenn dnrch äbcd dessen Strahlen bezeichnet werden, folgt unmittelbar ans 
der Definition solcher Bflschei. Die genannten Strahlen folgen in der Ordnung 
aebd aufeinander. 

Ist m jener Strahl, welcher den Winkel a& halbirt, so hat man ac== am -|- 
-l-iiic, cb = inb — mc, a<f = ai»-|- md ^ bd = md'- mb. Werden diese Werthe 
in die Gleichung a^ gesetzt, so ergibt sich nach einigen Rednctionen : 
tg. am^ = tg. mc . ig. md , ... ß^ 
Da ferner cb^Bs — (ab — ac) und bd=^ad — oft ist , so erb Alt man aus a : 
sin (a& — ac) sin {ad — ab) 



sin ac 

und dnrch Reduction dieser Gleichung: 

2 1 

tg ab 



sin ad 



1 



tg oc tg a<f 



Yi- 



Mit Hilfe des Satzes 33 läset sich der folgende leicht begrflnden : 
34. Halbirt man in einem beliebigen Dreiecke ABS 
(Fig. 12a.) eine Seite AB im Punkte (7, rerbindet 8 mit Cund 
zieht aus 8 eine Paral- (Fig. 12 a.) 

lele zur Seite JLB, so bil- 
den die vier im Punkte 
8 sich schneidenden Ge- 
raden , welche durch 
d ieseConstru ction er hal- 
ten werden, einenh arme- 
nisch en StrahlenbQschel* 

Die Punkte AGB und der 
unendlich entfernte Punkt der 
Geraden AB bilden nämlich 
eine harmonische Punktreihe. 
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Nachdem non die vier in 8 sich schneidenden Geraden AS, C5, BS and die 
zu AB gezogene Parallele durch die genannten vier Punkte gehen, so mflssen 
diese vier Geraden, welche wir beziehungsweise a, c, &, d nennen wollen, einen 
ebenfalls harmonischen StrahlenbQschel bilden. 

Ist das Dreieck ein gleichschenkeliges, bei welchem die Seiten AS und £8 
gleich sind (Fig, 12 b.), so steht die Gerade CS auf der Grundlinie AB des 
Dreieckes senkrecht und halbirt den Winkel ASB, Die Strahlen c und d bilden 
somit in diesem Falle einen rechten Winkel und wie leicht einzusehen, halbirt 
jeder derselben den Winkel jener Strahlen (a und b) , durch welche er vom 
andern getrennt ist. Wir scbliessen daraus, nachdem die Winkel an der Spitze 
des gleichschenkeligen Dreieckes jede beliebige Grösse haben kann : 

35. Die Halbirungslinien zweier Nebenwinkel werden 
durch die Schenkel dieser Winkel harmonisch getrennt. 

Dass die Halbirungslinien auf einander senkrecht stehen, ist bekannt. 

Zieht man in Figur 12 a. durch den Punkt A eine Parallele zu BS und 
durch B eine Parallele zu AS, und nennt man den Durchschnittspunkt dieser 
beiden Parallelen S' , so ist die Figur ASBS' ein Parallelogramm, dessen Diago- 
nalen AB und S^ sich im Punkte C balbiren. Der Strahlenbaschel acbd steht 
nun in folgender Beziehung zu diesem Parallelogramme. Zwei Strahlen a und b 
des Büschels werden durch die in 8 sich schneidenden Seiten gebildet, ein 
dritter Strahl c ist die von 8 ausgehende Diagonale und der vierte Strahl d ist 
parallel zur zweiten Diagonale AB. Da nun die Massverhältnisse des Parallelo- 
grammes ganz beliebige sind, insoferne als auch das Dreieck ASB willkflrlich 
gewählt werden konnte, so folgt, dass wenn man von einem Eckpunkte 8 eines 
beliebigen Parallelogrammes zu jener Diagonale, welche nicht durch 8 geht, 
eine Parallele zieht, diese Parallele, die in 8 sich schneidenden Seiten des 
Parallelogrammes und die durch /S gehende Diagonale einen harmonischen Strah- 
lenbttschel bilden. 

Aus den vorhergehenden Untersuchungen ergibt sich nun anch folgen- 
der Satz : 

36. Wird ein harmonischer Strahlenbttschel durch eine 
Gerade geschnitten, welche parallel zu einem der Strahlen 
dieses Büschels ist, so sind die in den drei übrigen Strahlen 
befindlichen Schnittpunkte von einander gleich weit entfernt. 

Um zu drei gegebenen Punkten einen vierten zu finden, welcher mit den 
drei ersteren eine harmonische Punktreihe bildet, können verschiedene mehr 
oder weniger einfache Constructionen angewendet werden. 

Sind bloss drei Punkte ohne weitere Angabe gegeben, so entsprechen drei 
Punkte der gestellten Anforderung, denn der gesuchte Punkt kann einem jeden 
der drei Punkte harmonisch zugeordnet sein. 

Um jeder Unbestimmtheit vorzubeugen nehmen wir an, die Aufeinander- 
folge aller vier Punkte der zu constrnirenden Reibe sei stets ACBD. 
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Sind äCB (Flg. 13.) gegeben and wftre Z> constractiT Zu bestimmen, so 
kann man in folgender Weise verfahren. Man zieht darch Ä eine beliebige 
Oerade g , wählt in derselben zwei Punkte rpi^ ^ 

0| ond B|, welche so liegen, dass 

wird, verbindet C mit C^ , B mit J^j und 
zieht aus dem Schnittpunkte M der Ver- 
bindongslinien CC^, ^^^ eine parallele Ge- 
rade zn g. Der Dnrchschnittspnnkt dieser 
Parallelen mit AB ist dann der gesuchte 

Punkt D. — Die Oeraden MÄ, MC, MB , MD bilden nämlich einen harmoni- 
schen Strahlenbflschel , denn dieser Bttschel ist der Schein jener harmonischen 
Punktreihe, welche aus den Punkten AC^B^ und dem unendlich fernen Punkte 
von g besteht (Satz 33) ; daher schneidet die Gerade AB den genannten Bdschel 
in einer harmonischen Reihe ACBD, 

Soll etwa B ermittelt werden, Vorausgesetz, dass ACD gegeben sind, so 
zieht man durch D eine Parallele zu g, nimmt in g zwei Punkte C^ und B^ an, 
welche so liegen, dass AC^ e=sC|^i ^^^^ ^^^ verbindet den Schnittpunkt ilf der 
Geraden CG^ und der aus D gezogenen Parallelen mit dem Punkte B^ . Der 
Durchschnittspunkt von MB^ mit AD ist dann, wie leicht einzusehen, der ge- 
suchte Punkt B. 

Sind andere drei Punkte gegeben, so kann der vierte Punkt auf analoge 
Weise gefunden werden. Es dflrfte daher nicht nothwendig erscheinen weiteres 
daraber zu bemerken. 

Eine andere, sehr einfache Lösung der Anfgabe, zu drei gegebenen Punk- 
ten etwa ABD einer harmonischen Reihe den vierten Punkt zu finden, ist 
folgende : 

Man beschreibt Ober die Punkte AB (Fig. 14.) einen Halbkreis, verbindet 
B nnd D mit einem beliebigen Punkte S der Peripherie dieses Halbkreises nnd 
constrnirt eine durch 8 gehende Ge- ,^. . . . 

rade*(75, welche mit B8 den gleichen 
Winkel einschliesst, den DS mit BS 
bildet. Der Durchschnittspunkt von 
CS mit AD ist dann der gesuchte 
Punkt. 

Um dies nachzuweisen, haben 
wir nur zn zeigen , dass die vier in 
8 sich schneidenden Geraden AS, 

CS, B8 und D8 einen harmonischen Strahlenbflschel bilden. Nach Satz 35 mnss 
letzteres der Fall sein, den BS halbirt den Winkel CSD und die anf BS senk- 
recht stehende Gerade ^halbirt den Nebenwinkel von CSD. Da nun die Reihe 
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ACBB ein Sclmitt des hamoDiBcheD Bflscheto ist, so mitte sie selbst 
irisch seilt 

W&ren die Psokte ACB gegeben , so kann man sur Bestimmong des vier- 
ten Ponktes D fast ganz dieselbe Gonstraction anwenden. Man beschreibt nim- 
lieh wieder Aber AB (Fig. 14) einen Halbkreis, verbindet B nnd C mit einem 
beliebigen Punkte S der Peripherie dieses Halbkreises ond constmirt eine Ge- 
rade B8y welche den gleichen Winkel mit B8 einschliesst, den die Geraden CS 
ond B8 bilden. Der Dorchschnittspankt von D8 mit der ?erlflngerten AB ist 
dann der gesachte Pankt, wie sich mit Hilfe des Satzes 35 leicht beweisen Iftsst 

Sind etwa die Punkte ACD gegeben, so kann B durch dieselbe Gonstmc^ 
tion ermittelt werden, welche io dem Falle, wenn ABD gegeben waren, zum Ziele 
führte. Der Halbkreis ist dann selbstverständlich über BD zu beschreiben. — 

Wird in dem Falle wenn ACB gegeben sind, im Punkte Ceine Senkrechte 
anf AB errichtet ond im Durchschnittspnnkte 8^ dieser Senkrechten mit dem 
Halbkreise eine Tangente B8^ an den letzteren gezogen, so schneidet DS^ die 
Verlängerung von AB im gesuchten Punkte D. Es lässt sich nftmlich zeigen, 
dass der Winkel, den die Tangente mit der Geraden B8^ bildet, gleich Jenem 
sein muss, welcher von BS und der Senkrechten CS eingeschlossen wird. Daraus 
folgt dann, dass ACBB eine harmonische Punktreihe ist. Der Beweis ftlr die 
Gleichheit der genannten zwei Winkel kann in nachstehender Weise gegeben 
werden. Den Mittelpunkt des Halbkreises nennen wir M und denken uns den- 
selben mit jS| verbunden. Die Winkel AS^B nnd MS^B sind einander gleich, 
weil sie beide rechte sind; zieht man von jedem derselben den Winkel MS^B 
ab, so bleibt AS^M^^BS^B, Nachdem nun AS^M^=MASy^ ==^BS^Cist, so hat 
man J?S, 0=55^2). 

Aus dieser Gonstruction des Punktes D ergibt sich auch, dass wenn AB 
und B gegeben sind, der Punkt C erhalten werden kann, indem man ans B an 
den Ober AB beschriebenen Halbkreis eine Tangente zieht und vom Berflbmngs- 
punkte der letzteren eine Senkrechte auf AB fUlt. Der Fusspunkt dieser Senk- 
rechten ist dann der gesuchte Punkt C. 

Ein Vergleich der Formel ß mit Figur 14 zeigt, dass erstere auch mit 
ZuhillieBalime dieser Figur Utte ük^tflaitet werden können. 

Der vierte Punkt einer iiarmoniechen Reihe lässt sich auch auf folgende 
Weise durch alleinige BenOtzung des Uneales bestimmen. 

Sind ACB (Fig. 15) gegeben, so zieht man aus A zwei beliebige von AB 
verschiedene Gerade, schneidet diesetbon durch eine aus C willkariich gezogene 
dritte Gerade und verbindet die erhaltenen Schnittpunkte E ond G mit B, Der 
Schnittpunkt F der Linie BE mit AG und jener H der Linie BG mit AE 
werden endlich durch eine Gerade verbunden. Letztere Gerade schneidet 
dann AB in dem gesuchten Punkte B. Die Punktreihen ACBB ond HJFB, 
wenn J den Schnittponkt von EG und HF bezeichnet , können nämlich als 
Schnitte des Strahlenbflschels betrachtet werden, dessen Mittelponkt E ist, 
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daher hat man 

(ÄGBD)'=^{HJFD). 
Dieselben Panktreihen kann man (^- 1^) 

aber anch als Schnitte jenes Büschels 
ansehen, der seinen Mittelpunkt in 
G hat, folglich ist 

{HJFD)={BCADy 
woraus sich mit Rücksicht auf die 
vorhergebende Gleichung ergibt ; 
(äGBD)=:{BCäD) 

AB ÄD_BÄ BD 
^^^^ OB • CD~ CA '' CD' 

Setzt man BA = — AB und 
redacirt letzteren Ausdruck, so wird 

AC AD 

BC '' BD~ • 
somit ist die Reihe ACBD eine harmonische. 

Wie man den vierten Punkt nach der letzteren Methode bestimmt, wenn 
etwa A, B^ D gegeben wären, bedarf wohl keiner weiteren Erkl&rong. Dieselbe 
Anordhang von Linien, welche benutzt wurden, um D zu ermitteln, führt in diesem 
Falle anch zum Ziele. 

Aus der zuletzt erklärten Construction lässt sich nun ein wichtiger Satz 
folgern. 

Die Fignr EFGH ist ein Viereck, welches wir uns ganz beliebig gewählt 
denken können. In demselben sind die Diagonalen EG und FH gezogen und die 
Dnrchschnittspunkte A und B von je zwei gegenüberliegenden Seiten erscheinen 
durch eine Gerade verbunden. Die Durchschnittspnnkte C und D der genannten 
Diagonalen mit letzterer Verbindungslinie bilden mit A und B eine harmonische 
Pnnktreihe und der Schnittpunkt J der beiden Diagonalen ist so gelegen, dass 
die Reiben HJFD und EJGC harmonisch sind. Dass auch letztere Reihe ehie 
harmonische sein muss, folgt daraus, weil sie ein Schnitt des harmonischen 
Strahlenbflschels AH, AJ, AF, AD ist. 

Bevor wir den hierauf bezüglichen Satz aufstellen, ist es nothwendig einige 
Erklärungen vorauszuschicken. 

Vier in derselben Ebene liegende Gerade, von denen keine drei durch den- 
selben Punkt gehen, bilden der Auffassung der neueren Geometrie gemäss 
Seiten eines vollständigen Vierseits, wenn alle sechs Dnrchschnitts- 
punkte dieser vier Seiten als Ecken des Vierseits betrachtet werden« Drei Paare 
von Ecken heissen gegenuberliegendeEcken, nämlich je zwei , welche 
nicht in ein und derselben Seite liegen, und jede Verbindungslinie zweier gegen- 
überliegender Ecken heisst eine Diagonale. Ein vollständiges Vierseit hat 
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also drei Diagonalen. — In Fig« 15 sind EG, HF, and AB die drei Paare 
gegenQberliegender Ecken des vollständigen Vierseits, dessen Ecken die Punkte 
EFGHAB bilden, nnd EG, HF^ AB sind die drei Diagonalen. — Jedes ToUstftn- 
dige Vierseit nrafasst drei einfache Yierseite. Ein einfaches Vierseit hat 
nämlich nnr vier Eckpunkte und ist gleichbedeutend mit einem einfache n 
Vierecke. Das vollständige Vierseit der Fig. 15 enthält z. B. die einfachen 
Vierecke EFGH, AEBG, und AHBF 

Vier in derselben Ebene liegende Punkte, von denen keine drei derselben 
Geraden angehören, bilden die Ecken eines vollständigen Viereckes, 
wenn alle sechs Verbindungslinien dieser vier Punkte als Sei ten des Viereckes 
betrachtet werden. Drei Paare von Seiten heissen gegenüberliegende Seiten, 
nämlich je /.wei, welche nicht durch ein und denselben Eckpunkt gehen, and 
jeder Durchschnitt^punkt zweier gegenüberliegender Seiten heisst ein Diagonal- 
punkt. Ein vollständiges Viereck hat also drei Diaganalpunktc. — In Fig. 15 
sind A^ B und J die drei Diagonalpankte des vollständigen Viereckes EFGH. — 
Jedes vollständige Viereck nrafasst drei einfache Vierecke ; so z. B. enthält das 
vollständige Viereck EFGH der Fig. 15 die ein achen Vierecke EFGH, AEBG 
und AHBF, 

Mit Rücksicht auf diese Erklärungen können wir nun behaupten : 

37. Jede Diagonale eines vollständigen Vierseits wird durch 
die beiden anderen Diagonalen harmonisch getheilt. 

Die Diagonale AB wird nämlich durch die Punkte G und D, die Diagonale 
FH durch / und D nnd endlich die Diagonale EG dnrch C und J harmonisch 
getheilt. 

Um zu drei gegebenen Strahlen ach eines harmonischen Büschels den 
vierten zu finden, könnte man irgend eine Gerade ziehen, weiche acb in den 
Paukten AGB schneidet ; zu diesen Punkten wäre dann der Punkt D zu bestimmen, 
welcher mit J. (7^ eine harmonische Punktreihe bildet, und endlich hätte man D mit 
dem Mittelpunkte des zu constrairenden Büschels za verbinden. Letztere Vorbin- 
dungslinie wäre offenbar der gesuchte Strahl. Indess kanu ä auf einfachere Weise 
mit Hilfd eines Parallelogrammes wie folgt ermittelt werden. 

Man wählt im Strahle c, welcher dem zu suchenden Strahle harmonisch 
zugeordnet ist, einen beliebigen Punkt Sf (Fig. 12. a), zieht aus S eine Paral- 
lele zu a und eine Parallele zu &, welche beziehungsweise h und a in den Punkten 
jB und A schneiden und zieht endlich aus dem Mittelpunkte 8 des Büschels eine 
Parallele d zar Verbindungslinie der Punkte A und B, 

Der Beweis für diese Gonstruction folgt aus dem Umstände, dass die 
Gerade AB vom Strahle c im Punkte C hulbirt wird. Die Punkte AGB und der 
anendlich ferne Punkt in AB bildon aus diesem Gruntle eine harmonische Reihe, 
gegen welche der gewünschte Strahlenbüschel perspectivlscli liegt. 

Wären die Strahlen äbd gegeben, so müsste S in d, also wieder in jenem 
Strahle angenommen werden, der dem zu bestimmenden harmonisch zugeordnet 
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ist. — Die weitere Goostractioii fOr diesen Fall ist derjenigen des vorherge- 
henden Falles vollkommen analog. 

d) Co^jeetlvlsehe Panktrethen and eoaeeatrisehe Strahlenbtsehel. 

Liegen zwei pnyectivische Panktreihen anf ein nnd derselben Geraden, so 
nennt man sie conjectiviscb liegende oder kurz co nj e ctivische Pnnkt- 
reihen. Die conjectivischo Lage ist demnach ein specieller Fall der schiefen. 
Solche Reiben können z. B. dadarch erhalten werden, dass man zwei projecti- 
visehe StrahlenbQschel, welche sich in derselben Ebene befinden, durch ein und 
dieselbe beliebige Oerade schneidet. Denn die zwei sich als Schnitte ergebenden 
Pnnktreihen sind, der projectivischen Verwandtschaft der Büschel wegen, selbst 
projectivisch und da sie sich auf derselben Geraden befinden, so liegen sie 
coigectivisch. 

Sind S nnd B^ zwei beliebige projectivische Pnnktreihen und bewegt sich 
ein Punkt Ä stetig so fort, dass er allmftlig mit allen Punkten von R zusammen- 
fUlt, so kann man sich vorstellen, dass jene Punkte in B^, welche dem Punkte 
Ä bei seinen verschiedenen Lagen entsprechen, einzelne Lagen eines sich eben- 
falls stetig fortbewegenden Punktes Ä^ bilden. Wir haben dies bereits ans dem 
Satze 17 gefolgert. Um sich noch in anderer Weise zu überzeugen, dass die 
Bewegung von J.^ auch eine stetige ist, braucht man nur daran zu denken, dass 
B nnd B^^ sich immer in perspectivische Lage bringen lassen nnd dass für diese 
Lage beide Reihen Schnitte desselben Strahlenbüschels sind. Wird ein Strahl a 
dieses Büschels um den Mittelpunkt des letzteren gedreht, so schneidet er in 
jeder seiner Lagen die Tr&ger von JR nnd B^ in einem Paare entsprechender 
Punkte. Die in B gelegenen Schnittpunkte können als einzelne Lagen des Punktes 
Ä^ die in B^ befindlichen als einzelne Lagen des Punktes A^ angesehen werden« 
Ist die Bewegung des Strahles a eine stetige, so ist auch die Bewegung des 
Punktes Ä^ nnd, wie nun leicht einzusehen, jene von A^ ebenfalls stetig. — 

Liegen B nnd B^ coigectivisch, so gilt offenbar dasselbe. 

Für coigectivische Reihen kann man bezüglich der Bewegung der beiden 
sich entsprechenden Punkte Ä nnd Ä^ zwei Fälle unterscheiden. Entweder 
bewegen sich beide Punkte in demselben Sinne (etwa von rechts nach links) oder 
sie bewegen sich in entgegengesetztem Sinne (der eine nach rechts, der andere 
nach links). 

Im ersteren Falle werden die beiden Reihen einstimmig verlaufende 
im zweiten entgegengesetzt verlaufende coigectivische Reihen genannt. *) 

Wenn ein Punkt der Geraden, auf welcher sich zwei conjectavische Reihen 
befinden, zwei einander entsprechende Punkte in sich vereinigt, so heisst er ein 



*)Steiner und A. gebrauchen die Ausdrücke „gleichlieg^nd* nnd 
^ungleichliegead.^ 
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Doppelpunkt oder Hanptponkl oder aochOrdnongspankt. Solche Punkte 
liegen demnach so, dass die zwei conjectivischen Reihen dieselben entsprechend 
gemein haben. Stellt man sich die Punkte beider Reihen als einzelne Positionen 
sich bewegender entsprechender Punkte A und Ä^ vor, so kann man auch sagen : 
Doppelpunkte sind jene, in welchem Ä und Ä^ zusammentreffen. Ob es Oberhaupt 
solche Punkte gibt, wie yiele unter gewissen Voraussetzungen in zwei coigecti- 
yischen Reihen enthalten sind und wie dieselben bestimmt werden können, wollen 
wir nun untersuchen. 

Dass im allgemeinen nicht mehr als zwei Doppelpunkte vorhanden sein 
können, es mögen die conjectivischen Reihen einstimmig oder entgegengesetzt 
verUufen, ist klar. Denn wQrden solche Reiben drei Paare von Punkten ent- 
sprechend gemein haben, was dann der Fall wäre, wenn in ihnen drei Doppel- 
punkte vork&men, so mfissten sie alle ihre Punkte entsprechend gemein haben 
(Satz 10). Man hätte also unter der gemachten Voraussetzung nicht nur drei, 
sondern unendlich viele Doppelpunkte ; die beiden Reihen wären congruent und 
alle einander entsprechenden Punkte derselben wttrden coincidiren. 

Wir wollen nun zuerst entgegengesetzt verlaufende coqjectivische Reihen 
bezttglich des Vorhandenseins von Doppelpunkten in Betracht ziehen. 

Zwei coigectivische Reihen S und B^ werden im allgemeinen durch fol- 
gendes Schema repräsentirt : 

U ff ff U' 

In demselben bedeuten U und U' den unendlich entfernten Punkt des 
Trägers beider Reihen und ff, ff' die beziehungsweise in B und B^ gelegenen 
Gegenpunkte. Stellen wir uns nun vor, ein Punkt Ä bewege sich auf der Reihe B 
stetig fort, während der ihm entsprechende Ä^, in entgegengesetztem Sinne sich 
bewegend auf der Reihe JR^ fortschreitet. Nimmt man an, der Punkt A befinde 
sich in O, so fällt, der Definition des Oegenpunktes zufolge, A^ mit U oder 27^ 
zusammen. Bewegt sich nun A von ff aus gegen U hin, so kommt der Punkt A^ 
demselben von U aus entgegen. Die beiden Punkte mflssen sich also irgendwo 
zwischen U und ff, etwa im Punkt D begegnen« Es liegt demnach jedenfalls 
auf der Strecke QU ein Doppelpunkt!). — Durch folgendes Schema mögen 
diese und die noch zu erklärenden Beziehungen veranschaulicht werden : 
A^ D A 

u ff ff' ir 

A, Jff A, 
Ist A in CT oder was dasselbe ist, in TJ^ angelangt, so befindet sich A^ im 
Gegenpunkte ff', da ff' dem Punkte Z7' entspricht. Bei fortgesetzter Bewegung 
der beiden Punkte in entgegengesetztem Sinne mflssen sich nun dieselben noch- 
mals, und zwar zwischen ff' und CT' begegnen. Es zeigt sich also, dass auch auf 
der Strecke ff '{7' ein Doppelpunkt V vorhanden sein muss. 

Würde man sich A in anderem Sinne bewegt denken, so käme man zu 
demselben Resultate. Schreitet nämlich A gegen TT bin fort, so bewegt sich A^ 
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▼OD U' aoB dem Poiücte Ä entgegen and mass denselben irgendwo zwischen &' 
und IT treffen. 

Innerknlb der endliehen Strecke GG' knnn dieses Znsammentreffen nicht 
Btnttfinden, denn sobald A^ in G' angelangt ist, befindet sich Ä schon im anend- 
lich fernen Punkte U' und schreitet während Ä^ gegen G hin rOckt, von U 
gegen G hin fort Ist A in & angelangt, so hat A^ bereits den Pankt U erreicht ; 
es ist also nicht möglich, dass Ä nnd A^ auf der endlichen Strecke GG' sich 
begegnen. 

Wir schliessen ans dieser Betrachtung, dass in zwei entgegengesetzt ver- 
laufenden coiQectivischen Punktreihen stets zwei ausserhalb der endlichen 
Strecke GG' befindliche Doppelpankte vorhanden sein mflssen. 

Da bekanntlich das Product der Abst&nde zweier sich entsprechender 
Punkte von den Gegenpunkten der Reihe, in welcher sie liegen fBr alle einander 
entsprechenden Punkte constant ist (Satz 17), so hat man : 
DG.DG'=^D'G .D'G'. 

Aas dieser Gleichung kann man schliessen, dass D' von G' eben so weit 
entfernt ist, als D von G. Denn wäre D'G' grosser als Dff, so mttsste, weil D' 
ausserhalb der Strecke 6r6^' liegt, auch D'ä^ grösser als DG' sein, was der 
obigen Gleichung widerspricht. Eben so wenig könnte angenommen werden, 
D'G' sei kleiner als DG. Wir können also folgenden Satz aufstellen: 

38. In zwei entgegengesetzt verlaufenden, conjectivischen 
Punktreihen gibt es immer zwei Doppelpunkte. Dieselben liegen 
ausserhalb der von den Gegenpunkten begrenzten endlichen 
Strecke nnd sind vom Halbirungspunkte dieser Strecke gleich 
weit entfernt 

Der spedelle Fall, in welchem die beiden Gegenpunkte colncidiren, wird 
weiter unten besonders behandelt werden. 

Wir geben nun zur Betrachtung der einstimmig verlaufenden Reihen über. 

Zur Unterstatzung der Vorstellung diene folgendes Schema : 
Ä^ AD 

U G 6' W 

N A, A. 

Fällt A mit dem Punkte G zusammen, so befindet sich A^ in unendlicher 
Entfernung — wir wollen voraussetzen in TJ. Bewegen sich nun sowohl A als A^ 
gegen ZT' hin , so können sie nur zwischen G und G\ etwa im Punkte D zusam* 
mentreffen. Denn sobald A^xsaXG' coincidirt, liegt ul schon in unendlicher Ent- 
fernung nnd während iL, aber G' hinaus weiter fortschreitet, bewegt sich A von 
TJ ausgehend gegen G hin. -^ Nimmt man an, der Punkt A bewege sich von G 
aus gegen TJ hin, fhr welche Annahme A^ von TJ' ausgehend gedacht werden 
muss, so können A und A^ ebenfalls nur zwischen &und G' znsammentreffen; 
denn sobald ^ in ä^ ' angelangt ist, fällt A bereits mit dem Punkte TJ zusammen 
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nnd erst nachdem Ä^ den Pnnkt G' Oberschritton hat, radkl Ä von U' aosge- 
hend gegen G fort, während welcher Periode der Bewegang beider Pankta ein 
Znsammentreffen möglich ist, doch nor so lange, als Ä den Punkt G noch nicht 
erreicht hat. Ist letzteres eingetreten, so befindet sich Ä^ schon in ü nnd wir 
haben dann wieder jene Stellnng beider Punkte, von welcher nir aosgegangeo 
sind. Ans diesen Betrachtungen folgt also, dass wenn in ewei einstimmig ferlan« 
fenden, conjectivischen Reihen Doppelpunkte Torkommen, dieselben nnr inner- 
halb der von den Gegenpnnkten begrenzten endlichen Strecke liegen können. 
Wird der Halbimngspnnkt der endlichen Strecke GG' durch bezeichnet 
nnd ist ein Doppelpunkt D auf der endlichen Strecke OG vorhanden, so muss 
auch auf der endlichen Strecke OG' ein Doppelpunkt 2>' liegen, welcher von O 
ebenso weit entfernt ist als der Punkt D. Denn fDr einen Punkt D\ der die 
bezeichnete Lage hat, besteht die Gleichung 

BG ,DG'=iyG ,iyG'. 
woraus folgt, dass D' ebenfalls ein Doppelpunkt sein muss. W&re nämlich D' 
kein Doppelpunkt, wttrde also demselben irgend ein von D' verschiedener Punkt 
D/ entsprechen, so hätte man nach Satz 17 

DG.DG' = D'G.D,'G' 
welche Gleichung in Verbindung mit der vorhergehenden zeigt, dass 

ist, was mit RQcksicht auf das gleiche Vorzeichen dieser zwei Strecken nur dann 
möglich sein kann, wenn 2/ mit D^' zusammenfällt. 

In dem speciellen Falle, wenn der eine Doppelpunkt mit coincidirt, muss 
auch der andere in liegen, es gibt also dann nur einen Doppelpunkt, oder es 
coincidiren vielmehr die beiden Doppelpunkte in diesem Falle mit 0, 

Dass bei einstimmig verlaufenden, conjectivischen Punktreihen nicht immer 
Doppelpunkte vorhanden sein mttssen, geht aus folgenden Betrachtungen hervor : 

Denken wir uns wieder, der Punkt A bewege sich von G aus gegen ZT hin, 
während Ä^ von U gegen G' fortrflckt. Ein Znsammentreffen von Ä mit iL, 
kann, wie bereits erklärt wurde, unter diesen Voraussetzungen nur innerhalb der 
endlichen Strecke GG' erfolgen; hat jedoch^ bereits den Punkt G^' aberschrit- 
ten, bevor noch ^^ in G angelangt ist, so können die beiden Punkte an keiner 
Stelle zusammentreffen nnd es gibt dann auch keine Doppelpunkte. Zu demselben 
Resultate wflrde man gelangen, wenn Ä (also auch Ä^) im entgegengesetzten 
Sinne sieh bewegend gedacht wird und wenn man annimmt, dass Ä^ den 
Punkt G bereits ttberschritten habe, sobald Ä m\t G' zusammenftllt. £s läset 
sich somit behaupten : 

39. In zwei einstimmig verlaufenden conjectivischen Punkt* 
reihen gibt es entweder zwei Doppelpunkte, welche stets auf der 
von den Gegenpunkten begrenzten endlichen Strecke in gleichem 
Abstände vom Halbirnngspunkte dieser Strecke gelegen sind, 
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oder es i3t nur ein Doppelpnnkt vorhanden, welcher dann immer 
mit dem genannten Halbirnngspunkte znaammenfällt, oder es 
kommen gar keine (reellen) Doppelpunkte vor. 

Der Fall, in welchem die beiden coigecUvischen Panktreihen ähnlich oder 
congraent sind, verdient besonders betrachtet za werden. Aehnliche Beiben 
kann man sich immer dadurch entstanden denken, dass man ein und denselben 
Strahlenbttschel dnrch zwei parallele Gerade schneidet. Liegen Je zwei einander 
entsprechende Punkte der so entstandenen Reihen in demselben Halbstrahle, so 
verlaufen die beiden Reihen offenbar einstimmig, liegen aber je zwei entere- 
chende Punkte auf verschiedenen Halbstrahlen, also auf verschiedenen Seiten 
vom Mittelpunkte des BOschels aus betrachtet, so verlaufen die Reihen in ent- 
gegengesetzter Richtung. — Man kann hier eine gleiche und entgegengesetzte 
Richtung des Verlaufens unterscheiden, wenn auch die beiden Reihen nicht cou* 
jectivisch liegen, da ihre Träger parallel sind. — Denkt man sich nun eine der 
Reihen nach irgend einer Richtung parallel zu sich selbst verschoben, bis ihr 
Träger mit jenem der andern zusammenfällt, so ergeben sich schliesslich zwei 
conjectivische, ähnliche Punktreihen. Nehmen wir an, die Richtung, in welcher 
diese Yerschiebung erfolgt, sei parallel zum Strahle d, so mOssen die in d gele- 
genen, einander entsprechenden Punkte DD^ nach vollendeter Verschiebung zu- 
sammenfallen und einen Doppelpunkt bilden. Der Strahl d kann nicht parallel 
zu den Trägern der beiden Reihen sein, sonst wäre es nicht möglich, die letzteren 
durch Verschiebung in conjectivische Lage zu bringen, es schneidet also d die 
beiden Reihen in zwei eigentlichen Punkten, woraus folgt, dass der Doppelpunkt, 
welcher durch die Vereinigung dieserSchnittpunkte entsteht, ebenfalls ein eigent- 
licher Punkt sein muss« Wie man also auch die eine Reihe verschieben mag, um 
sie mit der andern in conjectivische Lage zu bringen, stets ergibt sich ein eigent- 
licher Doppelpunkt, da der Strahl d jede beliebige Richtung haben kann, mit 
Ausnahme deijenigen, welche die Träger der beiden Reihen haben. 

Der unendlich ferne Punkt muss auch ein Doppelpunkt sein. Es fallen näm- 
lich, wie bereits bekannt, bei ähnlichen Punktreihen die Gegenpunkte in unend- 
liche Entfernung ; ist also U der unendlich ferne Punkt der einen Reihe B und 
G' der in i2, gelegene Gegenpnnkt, so fällt Q' ebenfalls in unendliche Entfer^ 
nung und coincidirt daher mit U, 

Diese Betrachtungen über die Doppelpunkte von ähnlichen conjectivischen 
Reihen gelten sowohl für einstimmig, als auch fflr entgegengesetzt verlaufende. 
Wir können daher folgenden Satz aufstellen : 

40. Zwei ähnliche conjectivische Punktreihen, ob sie nun 
einstimmig oder entgegengesetzt verlaufen, haben stets zwei 
Doppelpunkte, wovon einer der unendlich entfernte Punkt ist. 

Befinden sich zwei congruente Reihen inco^jectivischerLage und verlaufen 
sie entgegengesetzt, so kann man sieh immer vorstellen, dieselben seien entstan- 
den, indem ein Strahlenbaschel durch zwei von seinem Büttelpunkte gleich weit 

Siandigl: Lelirbnch der neueren Geometrie. 4 
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eatfernte Gerade geschnitten ond eine so erhaltene Reihe durch paralleles Ver- 
schieben mit der andern in coiüectifische Lage gebracht warde. Nachdem die 
Verschiebung nach allen Richtungen, nur nicht parallel zor Richtung der Träger 
vorgenommen werden kann, wenn schliesslich ein Zusammenfallen der Trftger 
beider Reihen erfolgen soll, so muss es in den conjectivisch gelegenen Reihen 
immer einen in endlicher Entfernung gelegenen Doppelpunkt geben. Derselbe 
kommt durch die Goincidens zweier entsprechender Punkte zu Stande, welche 
sich in jenem Strahle befinden, der zur Richtung der Verschiebung parallel ist. 

Sind zwei congruente, coigectivische Pucktreihen einstimmig verlaufend, so 
kann man sich dieselben immer dadurch entstanden denken, dass ein Parallel- 
Strablenbttscbel durch zwei parallele Gerade geschnitten und die eine der beiden 
so erhaltenen Reihen parallel zu sich selbst verschoben wurde, bis sie mit der 
andern zusammenfiel. Diese Verschiebung kann nun entweder in der Richtong 
der Strahlen des Parallelbttscbels erfolgen, dann fallen alle entsprechenden 
Punkte der conjectivischen Reiben zusammen, oder die Richtung der Verschie- 
bung weicht von jener der Strahlen ab, in welchem Falle selbsverst&ndlich kein 
Paar sich entsprechender eigentlicher Punkte der conjectivischen Reihen coinci- 
diren können. Nachdem die unendlich fernen Punkte ans demselben Grunde, 
welcher ffir die entgegengesetzt verlaufenden congrueuten Reihen angefahrt 
wurde, immer zusammenfallen mflssen, so folgt, dass die in Rede stehenden 
Reihen nur einen in unendlicher Entfernung gelegenen Doppelpunkt haben, wenn 
nicht alle ihre entsprechenden Elemente coincidiren. Aus diesen Untersuchungen 
schliessen wir : 

41. Sind zwei congruente conjectivische Punktreihen ent- 
gegengesetzt verlaufend, so haben sie immer zwei Doppel- 
punkte, wovon einer in unendlicher Entfernung liegt; sind sie 
aber einstimmig verlaufend, so ist entweder nur ein in unend- 
licher Entfernung gelegener Doppelpunkt vorhanden, oder die 
beiden Reihen haben alle ihre Punkte entsprechend gemein. 

Wie aus dem Satze 17 folgt, nähert sich ein Punkt Ä dem Gegenpunkte G 
der Reihe R, welcher er angehört, wenn der ihm entsprechende Ä^ einer zweiten 
mit jR projecti^isch verwandten Reihe E^ sich von dem in R^ gelegenen Gegen- 
punkte entfernt. — Das Schema der beiden Reihen 

1. U M Q N U' 

U M^ a' JV, ü' 

diene den folgenden Erklärungen zur UuterstOtzung. — Nehmen wir an, der 
Punkt Ä bewege sich vom unendlich entfernten Punkte U gegen O hin, so kann 
Ä^ von Q' ausgehend nach der einen oder anderen Seite fortschreiten. Bewegt 
sich J., gegen U hin, so muss es offenbar einen Moment geben, in welchem die 
Entfernung des Punktes iL von (7 ebenso gross ist, als die Entfernung der Punkte 
Ä^ und Q\ Befindet sich Ä in diesem Momente in M und Ä^ in Jlfj, so wird 
demnach 
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Bei fortgesetzter Bewegang von A über G hinaas gegen ZT hin nähert sich 
Ä^ von TT ausgehend dem Gegenponkte ff; es moss daher nochmals ein Moment 
eintreten,in welchem die Entfernungen der Punktet und^^ von den betreffenden 
Gegenpunkten gleich gross werden. Man hat also 

NG = N^G', 
wenn N and N^ jene Pankte sind, mit welchen Ä und Ä^ in diesem Momente 
beziehungsweise coincidiren. 

Wäre angenommen worden, dass J.^ sich gegen U'^hin bewege, wenn Ä von 
U ans gegen G fortrückt, so würde man gefunden haben, dass es ebenfalls zwei 
Paare gleichweit von den Gegenpunkten entfernter, sich entsprechender Punkte 
geben müsse. Ein Unterschied bezüglich der Lage dieser Punkte zeigt sich nur 
darin, dass M^ and N^ bezüglich des Punktes G* eine andere Lage haben als im 
früheren Falle, wie das folgende Schema zeigt : 

2. U M G N U' 

U N, G' M^ U' 

Zwei solche Punktpaare JOf, und NN^ sind in zwei projectivischen Reihen 
stets vorhanden, aber auch nicht mehr. Denn wie aus den vorhergehenden 
Betrachtungen folgt, befindet sich auf der Strecke GU nur ein Punkt M, für 
weichen MG = 3f, & sein kann und auf der Strecke Gü* ebenfalls nur ein 
Punkt N, der so gelegen ist, dass NG = Ny^ G* wird. 

Die endlichen Strecken JOTund JMT, 2^1 werden immer bezie- 
bangsweiso von den.Gegenpunkten G und G* balbirt. 

Denn nach Satz 17 ist 

MG ,M^G' = NG . N^G\ 

Da nun MG = M, G' und NG = N, & sein soll, so ist MG = NG und 
M^ G' = N^ G\ wodurch obige Behauptung gerechtfertigt erscheint Es ist 
somit auch MN= M^ N^ . 

Wir wollen uuu annehmen, durch das Schema 1 seien zwei entgegengesetzt 
verlaufende, durch das Schema 2 ein Paar einstimmig verlaufende conjectivische 
Reihen repr&sentirt. Diese Annahme ist offenbar gestattet ; man braucht sich ja 
nur vorzustellen, die zwei Reihen wären ursprünglich parallel gewesen und seien 
parallel za sich selbst bis in die conjectivische Lage verschoben worden. Es 
stimmt dann aach die Lage der Punkte MM^^ und NN^ mit der Annahme über- 
ein, dass die Reihen in 1 entgegengesetzt und in 2 einstimmig verlaufen, nach- 
dem wir ja, um die Lage dieser Punkte angeben zu können für das Schema 1 
vorausgesetzt haben, dass die Punkte AA^ sich in entgegengesetztem Sinne, für 
das Schema 2, dass sie sich in demselben Sinne bewegen würden. 

Aas dem Schema 1 ist nun ersichtlich, dass in entgegengesetzt verlaufenden 
conjectivischen Reihen die Pankte M und üf, auf derselben Seite der Gegen- 
ponkte, also beide entweder rechts oder links von G und & liegen. Dasselbe gilt 

4* 
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aoch bezflglich der Paukte ^ and ^, • Bei einstiinmig verlaafenden conjectivi- 
Bchen Reihen ist, wie das Schema 2 zeigt, das umgekehrte der Fall ; hier befin- 
den sich die Punkte Jlf und M^^ sowie die Punkte ^und ^| zu yerschiedenen 
Seiten der Gegenpunkte. Ffir entgegengesetzt verlaufende Reiben sind demnach 
die Abstände MG und M^ Q\ sowie NQ und N^ G' immer gie ich bezeich- 
ne t, w&hrend bei einstimmig verlaufenden diese Abstände verschieden 
bezeichnet werden müssen. 

Ist D ein Doppelpunkt zweier conjectivischer Reihen, so muss 

DG . DG'=MG . M^G' 
sein. Verlaufen die beiden Reihen entgegengesetzt, so ist MG = M^ff daher 

JDG.DG' = MG^. 
Fflr einstimmig verlaufende Reihen aber muss, obigen Erklärungen zu- 
folge MG = — M^G' gesetzt werden und dann hat man 

DG D&^ — MGK 
Ffir conjectivische Reihen im allgemeinen besteht somit die Gleichung 

DG ,DG'=±MG* a 

Setzt man 

DG'=GG'-\'DG, 

welche Gleichung sowohl ffir entgegengesetzt, als auch fflr einstimmig verlaufende 
Reihen gilt, wenn man berücksichtigt, das» DG= — (rD ist, so ergibt sich: 

— GG ' ± y'GG'*~±(2 MG)^ 

oder 

— GG'±:yGG'^± : MN^ ß 

nachdem 2MG immer gleich MN sein muss. 

Aus der Gleichung ß, in welcher das obere Zeichen von MN^ für ent- 
gegengesetzt, das untere fflr einstimmig verlaufende Reihen gilt , kann ersehen 
werden, dass es in entgegengesetzt verlaufenden Reihen immer zwei reelle 
Doppelpunkte gibt, während in einstimmig verlaufenden nur dann reelle Doppel- 
punkte vorhanden sein können, wenn GG' grösser als MN ist. Es lässt sich nun 
folgender Satz aufstellen : 

42. In zwei einstimmig verlaufenden conj ectivischen 
Pnnktreihen sind entweder zwei reelle gesonderte, oder 
zwei reelle coincidirende oder zwei imaginäre Doppel- 
punkte vorhanden, je nachdem der Abstand der Gegenpunkte 
grösser, gleich oder kleiner als MN ist 

Wie leicht einzusehen vereinigen sich im zweiten Falle ein Paar gleich weit 
von den Gegenpunkten abstehender Punkte mit dem Doppelpunkte. 

Nachdem die endlichen Strecken MN und M^N^ gleich gross sind und 
beziehungsweise durch G und G' halbirt werden, so muss offenbar wenn 
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G&>MN ist, jede der beiden Strecken MN nnd 3f,^, ganz ausserhalb der 
anderen liegen. Ist jedoch GG'<ZMN, so Qbergreifen sich diese zwei Strecken. 

Berücksichtigt man anch imaginäre Punkte, so kann man dem vorher- 
gehenden nnd dem Satze 38 zufolge behaupten , dass in zwei conjectivi- 
schen Reihen stets zwei Doppelpunkte vorhanden sind. 

Die constrnctive Bestimmung der Doppelpunkte, selbstverständlich nur 
der reellen, von zwei einstimmig verlaufenden conjectivischen Reihen M und 
R^ kann in folgender Weise geschehen. 

Sind ABC Punkte der Reihe R undii,^,C, die entsprechenden der Reihe 
i2^, so bestimmt man zuerst die Gegenpuokte GQ\ indem man R und R^ in 
perspectivische Lage bringt und die zu R und R^ parallelen Strahlen des fttr die 
beiden Reihen projicirenden Büschels zieht. Die Durchschnitte dieser parallelen 
Strahlen mit den zwei Reihen sind dann die Gegenpunkte. Nachdem J.6r A^&=^ 
=DG . DG'=zLMG^ ist, so hat man nur die Länge MG der Seite eines 
Quadrates zu constrnircu, welches denselben Flächeninhalt hat, wie das Recht- 
eck, dessen Seiten AG nnd A^G' sind, um den Punkt M, also auch die Punkte 
üfp N und N^ angeben zu können. Beschreibt mau ferner über die Gegen- 
punkte einen Halbkreis, zieht im Abstände Jlf(T von der Geraden GG' eine paral- 
lele p zu GG\ welche, wie wir voraussetzen wollen, den Halbkreis in Q schneidet, 
und fällt aus Q eine Senkrechte auf GG\ so hat der Fusspunkt D dieser Senk- 
rechten eine solche Lage, dass 

DG.DG'=DQ^ = MG^ 
ist, woraus folgt, dass Z> ein Doppelpunkt sein muss. 

Auch diese Gonstruction zeigt, dass keine reellen Doppelpunkte vorhanden 
sind, sobald 2MG grösser als GG^ ist, denn far diesen Fall würde die Parallele 
j) den Halbkreis nicht schneiden. ^&re 2MG = GG\ so müsste p den Halb- 
kreis berühren und dann würde sich D im Halbirungspunkte der Strecke GG' 
ergeben, ein Resultat, welches ebenfalls mit obigen Untersuchungen überein- 
stimmt. 

Um die Doppelpunkte entgegengesetzt verlaufender Reiben zu bestim- 
men, kann man die Länge der Strecke DG mit Benützung der obigen Formel ß 
constrnctiv ermitteln. Der Werth des Ausdruckes V GG'^ -j- MIP entspricht der 
Länge der Hypothenuse eines rechtwinkeligen Dreieckes , in welchem GG* und 
2MG Katheten sind. Dieser Werth lässt sich daher sehr leicht construircn, 
sowie anch die Grösse der Strecke BG, 

Wenn ein Strahlenbflschel S und eine mit ihm projeotivisch verwandte 
Punktreihe R in derselben Ebene gelegen sind, so können diese beiden Grund- 
gebilde entweder entgegengesetzt oder einstimmig verlaufen. Ersteres ist dann 
der Fall, wenn die Punktreihe i? und jene i^j, welche als Schnitt des Trägers 
der Reibe J3 mit dem Büschel S zu Stande kommt , Entgegengesetzt verlaufen, 
letzteres findet statt, wenn B und R^ einstimmig verlaufende Reihen sind. -- 
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Dass eine Ponktreihe ond ein Strahlenbttschel, welche perspectivisch liegen 
stets einstimmig verlaufen, ist selbstverständlich. — Setzt man nun einen Strah- 
lenbüschel 8 und eine in der £bene desselben befindliche projectivische Pankt- 
reihe B als gegeben voraus, so kann die Frage gestellt werden : Wie viele 
Strahlen des Bttschels gehen durch die ihnen entsprechenden Punkte der Reihe, 
wenn letztere gegen den Bfischel schief gelegen ist? 

Mit Rücksicht auf obige, die Doppelpunkte betreffende Sätze Iftsst sich 
diese Frage sehr einfach entscheiden. Nennt man die Reihe , welche durch den 
Schnitt des Trägers der Reihe B mit dem Strahlenbüschel entsteht, B^ und DD' 
die in B und B^ vorhandenen Doppelpunkte, so müssen jene Strahlen dcF^ 
welche durch die genannten zwei Doppelpunkte gehen, offenbar Strahlen sein, 
die der aufgestellten Bedingung entsprechen. Solche Strahlen können höchstens 
zwei, nämlich ebenso viele als es in B und B^ Doppelpunkte gibt , vorhanden 
sein ; die Möglichkeit ihres Vorkommens ist also davon abhängig, ob in den ge- 
nannten zwei Reihen Doppelpunkte existiren oder nicht. 

Diese Betrachtungen dürften folgenden Satz genügend rechtfertigen : 

43. Wenn ein Strahlenbüschel 8 und eine mit ihm pro- 
jectivisch verwandte Punktreihe 12 sich inderselben Ebene 
in schiefer Lage gegen einander befinden, so gibt es immer 
zwei reelle Strahlen von S, welche durch die ihnen entspre- 
chenden Paukte von B gehen, sobald 8 und Jß entgegenge- 
setzt vorlaufen. Wenn 8 und jß hingegen einstimmig verlau- 
fen, so sind im allgemeinen entweder zwei reelle oder zwei 
imaginäre Strahlen vorhanden, welche die ihnen entspre- 
chenden Punkte enthalten. 

Der Fall, in welchem nur ein reeller Strahl von 8 vorhanden ist, der die 
angegebene Bedingung erfüllt, muss als ein besonderer betrachtet werden. Er 
entspricht jenem Falle, wo zwei reelle Doppelpunkte coincidiren. 

Unter imaginären Strahlen sind in obigem Satze jene Strahlen zu 
verstehen, welche je einen imaginären Doppelpunkt in sich enthalten. Wir sehen 
daraus, dass in einer imaginären geraden Linie auch einreel- 
ler Punkt vorkommen kann, nachdem jeder Strahl des Büschels 8j also 
auch ein imaginärer, durch den Mittelpunkt des Büschels gehen muss. 

Wir wollen nun zwei Strahlenbüschel betrachten, welche in derselben 
Ebene liegen und deren Mittelpunkte coincidiren. Man sagt von zwei solchen 
Büscheln, dass sie concentrisch liegen, oder einfach, dass sie concentriscb 
sind. Uebrigens werden auch häufig Büschel, deren Mittelpunkte coincidiren, 
wenn erstcre auch nicht in derselben Ebene liegen, concentrisch genannt. 

Sowie in conjcctiviscbcn Punktreihen Doppelpunkte vorhanden sein kön- 
nen, ebenso gibt es auch unter Umständen in zwei projectivischen, concentri- 
schen Strahlenbüscheln Doppelstrahlen, auch Haupt- oder Ordnungs- 
strahlen genannt. — Es sind dies solche, in welchen zwei einander entspre- 
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cbende Strahlen der zwei BOschcl zusammenfallen. — Um dies eiazaseheu, 
denke man sich diese Bttschel 8 nnd 8^ durch eine beliebige, nicht dnrch den 
Mittelpunkt gehende Gerade geschnitten. Wenn die zwei auf der schneidenden 
Geraden sich ergebenden conjectivischen Reihen Jß undi2j Doppelpunkte haben, 
so sind in S nnd 5^ offenbar auch Doppelstrahlen vorhanden. Je nachdem B 
nnd Rj^ entgegengesetzt oder einstimmig verlaufen , kann man die StrahlenbO- 
schel entgegengesetzt oder einstimmig verlaufend nennen. Das Vorhandensein 
▼OD Doppelstrahlen ist in analoger Weise von dem Umstände abhängig, ob S 
und iS| entgegengesetzt oder einstimmig verlaufen, wie das Vorkommen von 
Doppelpunkten dnrch die Richtungen des Verlaufens der zwei coiyectivischen 
Ponktreihen bedingt wird. 

Zur Unterscheidung des Verlaufens von zwei projectivischen, concentri- 
scben StrahlenbQscheln bedarf man Qbrigens nicht zweier conjectivischer Reihen. 
Denkt man sich nämlich, ein Strahl a des BQschels S drehe sich stetig in einem 
bestimmten Sinne um den Mittelpunkt, so wird auch der ihm entsprechende 
Strahl a^ des Büschels S^ sich stetig um seinen Mittelpunkt drehen. £rfolgt nun 
die Drehung beider Strahlen a und a^ in entgegengesetztem Sinne, so sind S 
und Sj^ entgegengesetzt verlaufend, erfolgt die Drehung in gleichem Sinne, so 
verlaufen beide Büschel einstimmig. 

Bezeichnet man durch r und s zwei Strahlen irgend eines Büschels S, 
welche den Strahlen r^ und s^ eines projectiviscli verwandten Büschels S^ ent- 
sprechen, und sind diese Strablen zugleich die Schenkel der entsprechenden 
recbten Winkel (Satz 18), so ist bekanntlich das Prodact 
ig ar , \a «iSj oder auch tg o« . tg a^r^ 

für zwei beliebige einander entsprechende Strahlen a und a^ constant. (Satz 19). 
Daraus haben wir geschlossen , dass wenn der Strahl a durch Drehung um den 
Mittelpunkt des Büschels 8 sich dem Strahle r nähert, also von 8 entfernt, der 
Strahl a^ sich vom Strahle s^ durch Drehung um den Mittelpunkt des Büschels 
iS| entfernt und dem Strahle r^ nähert , oder umgekehrt. Dasselbe muss nun 
selbstverständlich auch bei concentrischen projectivischen Strahlenbüscheln der 
Fall sein. Dieser Umstand gibt uns das Mittel an die Rand ülier die Lage der 
Doppelstrahlen einiges festzustellen. (Fig. IG.) 

Um die folgenden Erklärungen zu ver- 
einfachen, setzen wir voraus, die concen- 
triscbeo Büschel S nnd S^ bestünden nur 
aus llalbstrahlen nnd wollen uns unter den 
Ualbstrahlen r und s^ (Fig. 16) diejeni^^en 
einander nicht entsprechenden Schenkel 
rlcr rechten Winkel denken , wekh« einen 
spitzen oder höchstens einen rechten Win- 
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kel bilden. Die Schenkel s and r^ schliessen dann einen stampfen oder eben- 
falls einen rechten Winkel ein. 

Stellen wir uns nan vor, in zwei concentrischen entgegengesetzt verlan- 
fenden Strahlenbttscheln fiele der Strahl a mit r zasammen, so mnss a^ mit r^ 
coincidiren and bei der entgegengesetzten Bewegung von a und a^ werden diese 
Strahlen an irgend einer ausserhalb des spitzen Winkels rs^ befindlichen Stelle, 
die wir durch den Strahl d bezeichnen wollen, sich vereinigen and einen Doppel- 
strahl d bilden. Dass diese Vereinigung ausserhalb des genannten spitzen Win- 
kels erfolgen muss, ist leicht einzusehen. Denkt man sich nämlich a und a^ wür- 
den innerhalb des spitzen Winkels rr^ einander entgegenkommen, so müssen sie 
auch innerhalb rr^ zusammentreffen ; setzt man aber voraus, ihre Bewegung er- 
folge innerhalb des stumpfen Winkels rr^, so können sie sich ebenfalls nur 
ausserhalb des spitzen Winkels rs^ begegnen, da, wenn a^ den Strahl s^ erreicht 
hat, a bereits mit s coincidirt. — Fttr den Strahl d besteht die Gleichung 
tg dr . tg rfsj = tg ar . tg a^s^. 

Bezeichnet man den Strahl, welcher den spitzen Winkel r$^ halbirt durch 
und zieht einen Strahl d!, der mit o einen ebenso grossen Winkel bildet, als 
d mit , so lässt sich leicht nachweisen, dass tf ebenfalls ein Doppelstrahl sein 
muss, nachdem tg ^r . tg d^s offenbar aach gleich tg ar . tg a^s^ ist. 

Wir können somit den Satz aufstellen : 

44. In zwei concentrischen, projectivisch en Strahlen- 
bttscheln, welche entgegengesetzt verlaufen, gibt es immer 
zwei reelle Doppelstrahlen. Dieselben liegen ausserhalb^ 
des spitzen Winkels, der von den sich nicht entsprechen- 
den Schenkeln r und s^ der entsprechenden rechten Winkel 
gebildet wird und schliessen mit der Halbirnngslinie o des 
WinkelsrSj gleiche Winkel ein. 

Ist rs^ aach ein rechter Winkel, so fallen die Schenkel der entsprechen- 
den rechten Winkel zasammen und bilden selbst Doppelstrahlen. 

Um über die Lage der Doppelstrahlen einstimmig verlaufender 
Punktreihen Aafscblass zo erhalten , nehmen wir an, der Strahl a drehe sich 
vom Strahle r aas gegen s hin, während der Strahl a, in demselben Sinne 
sich drehend von der Lage r^ in die Lage s^ fibergeht. Wie leicht einzusehen, 
können sich a und a^ nur in irgend einem innerhalb des spitzen Winkels rs^ 
(Fig. 16) befindlichen Strahle d begegnen. Denn ist a^ in s^ angelangt, so befin- 
det sich a bereits in s, folglich kann ein Zusammentreffen nur zwischen den 
Halbstrahlen r und s^ stattfinden, von welchen wir vorausgesetzt haben, dass 
sie einen spitzen Winkel bilden. — Nachdem die Untersachung über Doppel- 
punkte einstimmig verlaufender Reihen der hier vorzunehmenden ganz analog 
ist, so beschränken wir uns auf diese Andentungen. — Kommt in dem spitzen 
Winkel rs^ ein Doppelstrahl d vor, so muss immer noch ein zweiter cf vorhanden 
sein, welcher mit der Halbirnngslinie o des Winkels rs^ einen ebenso grossen 



Digitized by 



Google 



Conjectivische Punktreihen und concentrische Strahlenbüschel. 57 

Winkel bildet, als der Doppelstrahl d, wie ans der Gleichnng 

ig dr .ig (fsj = tg (f r . tg (Fs^ 
und aus dem Satze 19 folgt. Würde demnach d mit o coincidiren , so müsste 
auch (f mit o zusammenfallen und dann wären nicht zwei getrennte, sondern 
zwei in der Halbirungslinie o vereinigte Doppclstrahlen vorhanden. Es ist Obri- 
gens aach möglich, dass keine reellen Doppelstrahlen vorkommen. Hat nämlich 
der Strahl a^ von r^ ausgehend den Strahl r noch nicht erreicht, wenn a aus der 
Lage r bereits in die Lage s^ äbergegangen ist, so können sich offenbar a und o, 
weder innerhalb, noch ausserhalb des spitzen Winkels rs^ treffen. Wir können 
somit folgenden Satz aufstellen : 

45. In zwei concentrischen, proj ectivischcn Strahlen- 
bflscheln, welche einstimmig verlaufen, gibt es entweder 
zwei gesonderte, innerhalb jenes spitzen Winkels gelegene 
Doppelstrahlen, der von den sich nicht entsprechenden 
Schenkeln r und s^ der entsprechenden rechten Winkel 
gebildet wird, oder zwei in der Halbirungslinie dieses 
spitzen Winkels coincidjrende, oder keinereellen Doppel- 
strahlen. Die zwei gesonderten Doppelstrahieu schliessen 
mit der genannten Halbirungslinie immer gleiche Win- 
kel ein. 

Sind zwei concentrische Büschel congruent und verlaufen sie entgegen- 
gesetzt, so haben sie dem Satze 44 zufolge immer zwei Doppelstrahlen. Diese 
letzteren bilden stets einen rechten Winkel.Denn bezeichnet 
man dieselben durch d und ef , so muss 

^dr=dr^ und ^er5=(fsi 
sein, nachdem in Folge der Gongruenz beider Büschel für jede Lage der sich 
drehenden Strahlen a und a^ 

^ar=^ a^rj und «^os = OjSj 
ist. Wenn nun, wie die obigen Gleichungen zeigen, d und d' beziehungsweise 
die Winkel rr^ und 88^ halbiren, so lässt sich leicht nachweisen , dass sie auf 
einander senkrecht stehen müssen. 

Wir haben die letztere Untersuchung über die Doppelstrahlen congrucn- 
ter Strahlenbflschel auf das Vorkommen entsprechender rechter Winkel gestützt. 
Solche Büschel enthalten aber nicht blos ein Paar, sondern unendlich viele 
Paare sich entsprechender rechter Winkel, es könnte daher scheinen , dass 
hier andere Beziehungen statt haben, als in projectivisch verwandten Büscheln 
überhaupt. Indess zeigt sich, dass wenn man irgend ein Paar entsprechender 
rechter Winkel annimmt und untersucht, ob Doppelstrahlen vorhanden sind, 
dass zwei solche Strahlen existiren müssen. Setzt man ein anderes Paar ent- 
sprechender rechter Winkel voraus, so erhält man dasselbe Resultat ; da es 
aber nicht mehr als zwei Doppelstrahlen geben kann, wenn nicht die beiden 
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Büschel ideD tisch sein sollen (Satz 10) , so müssen sich immer dieselben zwei 
Doppelstrahlen ergeben, welche Paare von rechten Winkeln man auch an- 
nehmen mag. 

46. Verlaufen zwei congruente, concentrische Strahlen* 
bttschel einstimmig, so haben sie entweder keine reellen 
Doppelstrahlen , oder es fallen alle ihre entsprechenden 
Strahlen zusammen. 

Stellt man sich vor, dass zwei entsprechende Strahlen a und a^, beziehungs- 
weise von r und r^ ausgehend, sich in demselben Sinne drehen und nimmt man 
an, sie würden in irgend einem Strahle d zusammentreffen , so ist leicht einzu- 
sehen , dass in Folge der Gongruenz beider Büschel 

^dr = dr^ 
sein muss, welche Gleichung , da a und a^ einstimmig fortschreiten sollen, nur 
erfüllt werden kann, wenn r und r^ coincidiren. Fallen aber r und r^ zusammen, 
so coincidiren offenbar auch s und s^ ; die beiden Büschel hätten daher drei 
Paare von Strahlen entsprechend gemein und müssten somit identisch sein. Wenn 
also ein Paar entsprechender Strahlen zusammenfallen, so haben die beiden 
Büschel alle ihre Strahlen entsprechend gemein, woraus obiger Satz unmittel- 
bar hervorgeht. 

Sowie es in zwei projectivischen Punktreihen stets zwei Paare entspre- 
chender Punkte MM^ und NN^ gibt, welche von den Ge^enpunkten gleich weit 
abstehen, ebenso sind auch in zwei projectivischen Strahlenbttscheln 8 und S^ 
(Fig. 17) stets zwei Paare von Strahlen mtn^ undtm^ vorhanden, welche mit den 
sich nicht entsprechenden Schenkeln rs^ der entsprechenden rechten Winkel 
gleiche Winkel einschliessen, so dass 

^»»r=Wj.Sj und ^nr = «j5j , also auch 

wird. Um dies einzusehen stelle man sich wieder vor, ein Strahl a des Büschels 
S drehe sich von r aus gegen s hin, während der ihm entsprechende Strahl a^ 

im Büschel S^ von r^ ausgehend ge- 
^* '^ gen s fortschreitet. Je mehr a sich 

vom Strahle r entfernt, desto näher 
rückt bekanntlich a^ dem Strahle s^, 
folg^ch muss es einen Moment geben, 
in welchem der Winkel ar ebe^iso 
gross ist, als der Winkel a^s^, Be- 
zciclinet man durch m und m^ jene 
Strahlen, mit welchen beziehungs- 
weise a und Ol in diesem Momente 
coincidiren, so hat man obige Glei- 
chung ^mr = m^s^. Dass bei fort- 
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gesetzter Drehung von a and a^ noch ein zweiter Moment eintreten moss, in 
welchem ar = a^s^ ist, wollen wir nicht weiter begründen, nachdem die zur Her- 
stellnng eines Beweises nöthigen Betrachtangen denjenigen ganz analog sind, 
welche wir bezüglich der Panktpaare MM^ and NN^ in projectivischen Reiben 
bereits angestellt haben. 

Heissen die Strahlen , mit welchen a ond a^ zasammenfallen , wenn sie 
zam zweitenmale gleiche Winkel mit r and s^ bilden, n and n^, so lässt sich 
leicht nachweisen, dass 

^mr=^nr und tn^s^ =**i*i 
sein mass. Aas Satz 19 folgt nämlich, dass 

tg mr . IgWjSi =tgwr . tg^i«, 
ist; nachdem aber die Winkel mr ond m^s^, sowie nr und n^s^ einander gleich 
sind, so ergibt sich 

tg mr=3 tg nr and tg m^s^=sig n^s^. 

Die Winkel mn and n»,n| werden also beziehangsweise 
dnrch r and s^ halbirt. 

Wir gehen nnn wieder zur Betrachtung zweier concentrisch liegender, pro- 
jectivischer Strablenbflschel 8 and S^ über. — Dass es auch in solchen Bttscheln 
immer zwei Paare von entsprechenden Strahlen geben mass, welche mit r and s^ 
gleiche Winkel bilden, ist selbstverständlich. Verlaufen die beiden Bttschel ent- 
gegengesetzt, so liegen die entsprechenden Strahlen mm^ sowie tm^ immer 
auf derselben Seite der Strahlen r und s^, d. h. wenn man die Strahlen r und $^ 
in demselben Sinne um den Betrag des Winkels mr dreht, so gelangen sie 
beziehangsweise in die Lage der Strahlen m und m^ oder auch n und n^. Ver- 
Uafen aber 8 und 8^^ einstimmig, so liegen die entsprechenden Strahlen mm^ 
sowie nn^ auf entgegengesetzten Seiten der Strahlen rund s^. (In der Fig. 17 
sind diese zwei Fälle angedeutet.) Für entgegengesetzt verlaufende concentri- 
sehe Büschel müssen daher auch tg mr und tg m^s^ sowie tg nr und tg n^Sj 
stets gleich bezeichnet werden ; für einstimmig verlaufende Büschel sind jedoch 
die Zeichen dieser Werthe entgegengesetzt anzunehmen. 

Dem Satz 19 zufolge besteht die Gleichung: 

tg ir . tg (i5=tg mr . tg w,s,, 
wenn d einen Doppelstrahl bezeichnet. Da nun 

tgmr=±tg iWiSj 
ist, je nachdem die beiden Büschel entgegengesetzt odor einstimmig vertanfen, 
so hat man für diese zwei Fälle beziehungsweise 

tg rfr . tg dSj = it tg mr^ a' 

Der Winkel fisj ist gleich rfr-|- rsj, mithin kann man auch schreiben 

^ , tg (ir + tgrsi , 

^« ^^ • 1 7^^-^ = ± tg mr\ 

1 — tgor.tgrSj 
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Wird diese Gleichung Dach tg dr aufgelöst, so ergibt sich : 



tgir=|[— tgrsj (ldLtgwr2)±V lg rSi*(ldL tg wr«)^ ±4 ig wr»] 
Daraas ist zu ersehen, dass tg dr^ wenn die oberen Zeichen gelten, n&m- 
licb bei entgegengesetzt verlaufenden StrahienbOscheln stets reell wird. In sol- 
chen Bttscheln sind somit, wie wir bereits in anderer Weise gefunden haben, 
immer reelle Doppelstrahlen vorhanden. 
Nachdem 

2 mr = nm , 
also 

2 igmr 
1 — tg wr* 
ist, so ergibt sich fOr einstimmig verianfeude Strahlenbaschel auch 

tg dr= i (1 — tg w^*) (— tg rs^ ± V tg rs^^ — igmn^) .../?' 

Aus dieser Gleichung folgt der Satz : 

47. In zwei concentrischen, projectivischen Strahien- 
bOscheln, welche einstimmig verlaufen, gibt es entweder 
zwei reelle gesonderte oder zweirelle coincidircnde oder 
zwei imaginäre Doppelstrahlcn, je nachdem der Winkel rs^ 
grösser, gleich oder kleiner als der Winkel mw ist. 

Welche Lage die rellen Doppelstrahlen gegen die Halbirungslinie des 
Winkels rs^ haben , wurde bereits im Satze 45 ausgesprochen. 

Nachdem die Winkel nm und m^n^ einander immer gleich sind und 
beziehungsweise von r und s^ halbirt werden , so ist leicht einzusehen, dass 
wenn rs^ >»• nm ist, jeder der spitzen Winkel nm und m^n^ ganz ausserhalb des 
anderen liegt, während fOr den Fall rs^ <inm die beiden Winkel mn und m^n, 
in einander eingreifen. 

Mit Hilfe der bezüglich des Vorkommens von Doppelpunkten und Doppel- 
strahlen aufgestellten Sätze lassen sich auch folgende leicht nachweisen. 

48.Liegen zwei in dersel- Liegen zwei in derselben 

benEbeue befindliche projec- Ebene befindliche, projecti- 
tivische Punktreihen schief vische Strahlenbflschel schief 
gegen einander, so ist es nicht gegen einander, so ist es nicht 
möglich von irgend einem möglich,in dieserEbene irgend 
Punkte dieser Ebene mehr als eine Gerade zu ziehen, welche 
zweiGerade zu ziehen, welche mehr als zwei Punkte enthält, 
ein Paar entsprechender in denen sich ein Paar 
1^ unkte der zwei Reihen ver- entsprechender Strahlen 
binden. schneiden. 

Um den Satz links zu rechtfertigen , denken wir uns irgend einen Punkt 
der Ebene , in welcher die beiden Punktreihen liegen, mit den Punkten der 
letzteren verbunden , wodurch sich zwei concentrische , projectivische Strahlen- 
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bflsche] ergeben. lo diesen Büscheln sind nun höchstens zwei Doppelstrahlen 
vorhanden, offenbar haben aber nor Doppelstrahlen die Eigenschaft, dass sie 
zwei entsprechende Punkte der beiden Reihen verbinden. 

Von der Richtigkeit des Satzes rechts kann man sich leicht überzeugen, 
wenn man berücksichtigt, üass auf jeder Geraden, welche die beiden Büschel 
schneidet, zwei conjectivische Punktreihen zu Stande kommen, in denen 
höchstens zwei Doppelpunkte vorhanden sind , und dass diese Doppelpunkte 
allein Durchschnittspunkte entsprechender Strahlen sein können. 

e) InTolatorlsehe Pnnktreihen und 8trahlenbttsehel. 

Von zwei coi^jectivischen Punktrei- Von zwei concentrischen projectiyi- 

hen, deren Gegenpunkte coincidiren sagt sehen Strahlenbttscheln, bei welchen die 
man , das sie i n v o 1 u t o r i s c h nicht entsprechenden Schenkel der 
liegen oder eine Involution*) entsprechenden rechten Winkel coin- 
bilden. cidiren, sagt man, dass sie involu- 

torisch liegen oder eine Involution 

bilden. 

Ein Strahlenbflschel und eine in der Ebene desselben befindliche Punktreihe 

R liegen involutorisch, wenn jene Reihe R^, welche durch den Schnitt des Trägers 

der Reihe R mit dem Strahlenbüschel zu Stande kommt, so gelegen ist, dass R 

und R^ eine Involution bilden. 

Statt zwei Grundgebilde involutorisch liegend zu nennen, sagt man 
häufiger sie sind inyolutorisch. Auch fasst man meistens zwei gleichartige 
involutorische Grundgebilde als ein einziges auf und spricht von einer involu- 
torischen Punktreihe und einem involutorischen Strahlenbüschel. 

Der Punkt, in welchem die Die Strahlen, in welchen die 

Gegenpunkte zweier involutorischer nicht entsprechenden Schenkel der 
Reihen coincidiren wird das Invo- entsprechenden rechten Winkel coin- 
lutionscentrum oderderCentral- cidiren, werden Normalstrahlen 
p u n k t genannt. genannt 

Zwei involutorische Punktreihen oder Strahlenbflschel können, entweder 
einstimmig oder entgegengesetzt verlaufen. In einstimmig verlaufenden involu- 
torischen Punktreihen liegen je zwei einander entsprechende Punkte zu 
verschiedenen Seiten des Centralpunktes, während in entgegengesetzt ver- 
laufenden je zwei solcher Punkte sich auf derselben Seite des Centralpunktes 
befinden. Um dies nachzuweisen nehmen wir folgendes Schema einer involu- 
torischen Pnnktreihe an : 

u aa' er. 

R und R^ seien die zu einer Involution vereinigten Reihen. Im unendlich 
fernen Punkte U befinde sich ein Punkt Ä der Reihe R, während der ihm 
entsprechende A, dei* Reihe R^ mit den coincidirenden Gegenpunkten GG' 

*) Diese Bezekhnung rührt von D^sargues her. (15d3 — 1662.) 
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zasamroeaaut. Siod R and B^ entgegengesetzt verlaafend, so bewegt sich Ä^ 
vom Centralpankte (G oder G') aas gegen Chin, wenn Ä von CT aasgehend sich 
dem Centralpunkte nähert. Hat J^ den nnendlich fernen Punkt U erreicht, so 
befindet sich Ä in G, man sieht also, dass beide sich bewegende Pnnkte stets 
anf einer Seite des Centralpunktes bleiben. Dasselbe zeigt sich wenn Ä und A^ 
auf der Strecke G'JT in entgegengesetztem Sinne fortschreiten. Erfolgt jedoch 
die Bewegung dieser zwei Fnnkte in demselben Sinne, so liegen sie, wie leicht 
einzusehen, stets anf verschiedenen Seiten des Centralpunktes. A und A^ werden 
somit durch den Centralpunkt und den unendlich fernen Punkt entweder nicht 
getrennt, oder getrennt, je nachdem die involutorische Reihe entgegengesetzt 
oder einstimmig verläuft. Sind daher von einer involutorischen Reihe nur zwei 
einander entsprechende Punkte und das luvolutionscentrum gegeben, so kann dar- 
über, ob die Reihe entgegengesetzt oder einstimmig verläuft kein Zweifel bestehen. 
Bei involutorischen Strahlenbascheln finden analoge Beziehungen 
rflcksichtlich der Lage von zwei entsprechenden Strahlen gegen die Normal- 
strahlOD statt Fig. 18. a. reprftsentirt einem involutorischen , entgegengesetzt 
(Fig. 18.) verlaufenden Strahlenbflschel, Fig. 18. 

b einen einstimmig verlaufenden. 
Man überzeugt sich leicht, dass fQr 
den crsteren Fall zwei einander 
entsprechende Strahlen a und a, 
von den Normalstrahlen rs^ und rs^^ 
niemals getrennt werden, indess im 

zweiten Falle solche Strahlen immer 

durch die Normalstrahlen getrennt erscheinen. 

Aus den vorhergehenden Betrachtungen folgen nun die Sätze : 
49. Zwei entsprechende Zwei entsprechende 

Punkte einer involuto- Strahlen eines involutori- 
rischen Punktreihe sind sehen S trab lenbaschels sind 
durch den unendlich fernen durch die Nor ma 1 s t r ah 1 e n 
und den Centralpunkt ent- entweder nicht getrennt 
weder nicht getrennt oder oder getrennt, je nachdem 
getrennt, je nachdem die der Bfischel entgegengesetzt 
Reihe entgegengesetzt oder oder einstimmig verläuft, 
einstimmig verläuft. 

Eine charakteristische Eigenschaft involutorischer Punktreihen folgt aus 
dem Umstände, dass das Product der Abstände irgend zweier entsprechender 
Punkte A und A^ vom Centralpunkte G stets dieselbe Grösse hat. (Satz 17.) 
Gehört nämlich A der Reihe 12 und J.^ der Reihe J?, an, so besteht die Gleichung 

AG . A^G = K, 
in welcher K irgend eine bestimmte Constante bedeutet. Wird nun A als ein 
Punkt der Reihe B^ und ul^ als ein Punkt der Reihe R betrachtet, so müssen 
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diese zwei Punkte einander wieder entsprechen, indem das Prodnct ihrer Abstände 
yom Centralpankte wieder gleich K ist. 

Fflr involatorische Strahlenbflschel besteht bezOglich zweier entsprechender 
Strahlen a and a^ eine ganz analoge Beziehung, wie man aas der Gleichnng 

tg ar . tg a^rr=zh, 

in welcher r einen Normalstrahl and k eine bestimmte constante Grösse 
bezeichnen (Satz 19), leicht folgern kann. Es lässt sich somit behaupten : 

50. In zwei zn einer Invo- In z wei za einer Invola- 

lation vereinigten Ponktrei- tion vereinigten Strahlen- 
hen entspricht irgend einem bOscheln entspricht irgend 
Punkte Ä immer derselbe einemStrahlaimmerderselbe 
Punkt J.J ob roanil als einen Strahla^ ob man aals einen 
Punkt der ersten, oder der Strahl des ersten oder des 
zweiten Reihe betrachtet zweiten Bttschels betrachtet. 
Daraus folgt, dass wenn in Daraus folgt, dass wenn in 
zwei involutorischen Reihen zwei involutorischen Strah- 
zwei Punkte zusammenfallen, lenhüscbeln zwei Strahlen 
die ihnen entspreche ndeu zusammenfallen, die ihnen 
ebenfallscoincidircn müssen, entsprechenden obonfalls 

c i n c i d i r e n müssen. 
Sind in zwei conjectivischen Punktreihen B und B^ zwei entsprechende 
Punkte Ä und Ä^ vorhanden, welche so gelegen sind, dass Ä dem Punkte Ä^ 
entspricht, ob man Ä als einen Punkt der Reihe J^ oder der Reihe B^ ansieht, 
so besteht folgende Gleichung, wenn man durch G und G' die Gegenpunkte 
bezeichnet: 

AG A^&=A^G , AG\ 
AG AG' 
"^"' A^^'Ä.G- 

aus welcher folgt, dass G und G* coincidiren, also B and B^ involutorisch liegen. 

Denn betrachtet man A und A^ als Fixpunkte, so wird durch den Werth des 

AG 
Yerhältnisses -r—^ der Punkt G unzweideutig bestimmt und nachdem dieser 
A^G 

AG* 
Werth gleich -j-j^ ist, so müssen G und & zusammenfallen, 

Daes zwei concentrische projectivische Strahlenbflschel 8 und 8^ 

involutorisch sind, wenn ein Paar von Strahlen a and a^ sich entsprechen, ob 

man a als Strahl des Büschels 8, oder des Büschels 8^ betrachtet, ergibt sich 

aas der Gleichung 

tg ar . tg a^8^ =s tg o^r . tg aSj, 

, tg ar lg OS. 

oder = —. 

tga^r tg üyS. 
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Denn nimmt man an a und c^ seien Fixstrahlen, so erscheint die Lage 

des Strahles r durch den Werth des Verhältnisses — — unzweideutig bestimmt 

tg a^r 

tg CLS* 

und da dieser Werth gleich ^ ist, so fallen r und s. , folglich auch r, und 

s zusammen. — Wir können also behaupten : 

öl. Ist in zwei conjectivi- Ist in zwei concentrischen 

sehen Punktreihen B und i^ projectivischen Strahlenbfl- 

ein Paar vonPunkten J.un dii^ schein 8 und 8^ ein Paar von 

vorhanden, welche so gelegen Strahlen auuda^ vorhanden, 

sind dass sie sich entsprechen, welche so gelegen sind, dass 

ob manilals einen Punkt der sie sich entsprechen, obman 

Reihe iioder der Reihe Jß^ an- aalseinenStrahldcsBflschels 

sieht, so findet dieselbe Bezie- iSoder desBüschelsS^ ansieht, 

hungzwischen allen entspre- so findet dieselbe Bezie hung 

chenden Punkten statt, denn zwischen allen entsprechen den 

die zwei Reihen bilden dann Strahlen statt, denn die zwei 

eine Involution. Büschel bilden dann einelnvo- 

lution. 
Aus diesen und den Sätzen 50 folgt : 

52. Jede Punk treibe, deren Jeder Strahlenbfischel, 
Elemente in den Strahlen dessen Elemente durch die 
eines involutorischen Büschels Punkte einer involutorischen 
liegen, ist selbst involuto- Reihe gehen, ist selbst invo- 
risch. lutorisch. 

Aus den Sätzen 38 und 44 ergeben sich ferner unmittelbar die nach- 
stehenden : 

53. In entgegengesetzt In entgegengesetzt ve r- 
verlaufenden involutorischen laufenden involutori sehen 
Punktreihen sind immer zwei Strahlenbüscheln sind immer 
reelle Doppelpunkte vorhan- zwei reelle Doppelstrahlen 
den; sie liegen vom Central- vorhanden; sie schliessen mit 
punkte gleich weit entfernt, ein und demselben Normal- 
strahle gleiche Winkel ein. 

Dass in den Doppelpunkten involutorischer Punktreihen die im vorigen 
Abschnitte durch MM^ und NN^ bezeichneten Punkte zusammenfallen, welche 
gleichwelt von den Oegenpnnkten abstehen, so wie dass in den Doppelstrahlen 
involutorischer Strahlenbfischel jene Strahlen mm^ und fm^ vereinigt sind, 
welche gegen die Normalstrahlen gleiche Neigung haben, ist leicht einzusehen. 

Nachdem Doppelpunkte oder Doppelstrahlen beziehungsweise durch die 
Coincidenz zweier entsprechender Punkte oder Strahlen zu Stande kommen, 
so folgt ans den Sätzen 49, welche aussagen, dass in einstimmig verlaufenden 
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inyolotorischen Reihen oder Bflscheln zwei entsprechende Elemente stets 
getrennt sind : 

54. Einstimmig verlan- Einstimmig verlanfe nd e 
fende involntorische Poükt- involotorischeStrahlenbaschel 
reihen haben keine reellen haben keine reellen Doppel- 
Doppelpankte. strahlen. 

Dass in jedem involntorischen Strahlenbflscbel zwei auf einander senkrecht 
stehende sich entsprechende Strahlen, nämlich Normalstrahlen, vorhanden sind, 
geht ans dem Satze 18 hervor. Ausser den Normalstrahlen gibt es im allgemeinen 
kein zweites Paar von aufeinander senkrecht stehenden Strahlen. Denn in 
entgegengesetzt verlaufenden Büscheln, bei welchen je zwei entsprechende 
Strahlen a a^ (nach Satz 49) von den Normalstrahlen nicht getrennt werden, 
ist offenbar der Winkel aa^ entweder grösser oder kleiner als ein rechter, wenn 
a und a^ nicht selbst Normalstrahlen bilden, während einstimmig verlaufende 
Büschel (nach Satz 32) congruent sein mflssten, wenn ausser den Normal- 
strahlen noch ein zweites Paar entsprechender Strahlen auf einander senkrecht 
stünde. Nachdem nun in zwei congruenten Bflscheln alle entsprechenden 
Winkel gleich gross sind, so würden die Winkel, welche irgend zwei entsprechende 
Strahlen h und h^ beziehungsweise mit den Normalstrahlen r und r^ bilden, 
gleich sein, woraus folgt, dass h und \ ebenfalls auf einander senkrecht stehen. 
Wir können somit behaupten : 

55. In entgegengesetzt verlaufenden in volu tori sehen 
Strahlenbüscheln gibt es ausser den Normalstrahlen kein 
Paar sich entsprechender Strahlen, welche auf einander 
senkrechtstehen, in eiustimmigverlaufenden stehtentweder 
nur ein Paar, oder es stehen alle Paare entsprechender 
Strahlen auf einander senkrecht. Wenn letzteres der Fall 
ist, so sagt man, der betreffende Büschel bilde eine recht- 
winklige Involution. 

Die Doppelpunkte und Doppelstrahlen involutorisoher Punktreihen und 
Strahlenbüschel stehen in einer besonderen Beziehung zu je zwei sich 
entsprechenden Elementen dieser Gebilde. Bezeichnet man durch A und A^ 
irgend zwei sich entsprechende Punkte und durch B und D* die Doppelpunkte 
einer involntorischen Reihe, so besteht die Gleichung: 

{AA^DB'\ = {A^ADD') 



oder 



woraus folgt: 



AB :4^_A^ A^' 

a^b '' a^b'~ ab ' ab'' 
\a^b)~\a,w 



Staudigl: Lehrbnoh der neueren Geometrie. 
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Wir entnehmen aas letzterer Gleichung, dass Ä und A^ durch die Doppel- 
punkte harmonisch getrennt werden. 

Denn es ergibt sich ans derselben : 

AD ^_Ap^ 
A^D~ A^D*' 

Der durch Ausziehen der Wurzel sich ergebende positive Werth hat 
n&mlich im allgemeinen keine Geltung, da die Punkte D und Jff coincidiren 
massten, wenn 

AD _ AB* 
AJ>~ Äjy 
wäre. 

Eine analoge Beziehung findet zwischen den Doppelstrahlen und irgend 
zweien sich entsprechenden Strahlen involutorischer Büschel statt. Denkt man 
sich nämlich den BOschel durch irgend eine Gerade geschnitten, so entsteht 
eine inyolutorische Punktreihe (Satz 52), deren Doppelpunkte in den Doppel- 
strahlen des Büschels liegen. Nachdem nun diese Doppelpunkte die eben 
nachgewiesene Eigenschaft besitzen, je zwei sich entsprechende Punkte 
harmonisch zu trennen, so muss dieselbe Eigenschaft auch den Doppelstrahlen 
bezüglich irgend zweier sich entsprechender Strahlen zukommen. Es lassen sich 
daher folgende Sätze aufstellen: 

56. Durch die Doppel punkte Durch die Doppelstrahlen 

einer involutorischen Punkt- eines involutorischen Strah- 
reihe wird jedes Paar sich lenbflschels wird jedes Paar 
entsprechender Punkte har- sich entsprec hender Strahlen 
monisch getrennt. harmonisch getrennt. 

Da man je zwei getrennte Punkte einer harmonischen Reihe harmonisch 
conjugirte Punkte nennt, so werden, mit Rücksicht auf den Satz links, je zwei 
entsprechende Punkte einer involutorischen Reihe auch conjugirtePunkte 
genannt. Aus analogem Grunde heissen entsprechende Strahlen eines involu- 
torischen Strahlenbüschels auch conjugirte Strahlen. 

Durch Umkehrung der eben aufgestellten Sätze erhält man die folgenden, 
welche ebenfalls Geltung haben : 

Wenn die Doppelpunkte zweier Wenn die Doppelstrahlen von 

conjectivischer Reiben jedes Paar ent- zwei concentrischen, projectivischen 
sprechender Punkte harmonisch tren- Strahlenbüscheln jedes Paar entspre- 
nen, so liegen die beiden Reihen invo- chender Strahlen harmonisch trennen, 
lutorisch. so liegen die beiden Büschel invo- 

lutorisch. 

Sind nämlich D Jf die Doppelpunkte zweier conjectivischer Reihen B, B^ 
und A A^ ein Paar entsprechender Punkte der letzteren, so entspricht dem 
Punkte A der Punkt A^ ob man ihn als ein Element von "R oder JB^ betrachtet, 
wenn D und D' je zwei entsprechende Punkte harmonisch trennen, woraus 
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nach Satz 51 folgt, dass R und Rj^ involatorisch sind. — Aaf dieselbe Art 
kaDD man sich von der Richtigkeit des Satzes rechts fiberzengen. 

Schneidet man einen involntorischen Strahlenbflschel durch eine Gerade, 
welche parallel za einem seiner Doppelstrahlen ist, so liegt ein Doppelpunkt der anf 
der schneidenden Geraden befindlichen involutorischen Reihe in unendlicher 
Entfernung und der zweite, in endlicher Entfernung gelegene Doppelpunkt 
halbirt dem vorhergehenden Satze zufolge jede von zwei entsprechenden 
Punkten begrenzte Strecke. Daraus folgt, wie leicht einzusehen, dass alle 
entsprechenden Strecken einander gleich sind, dass also die beiden zu einer 
Involution vereinigten Reihen in diesem Falle congruent sein mflssen. Eine 
derartige, aus zwei congruenten Reihen bestehende Involution, in welcher ein 
Doppelpunkt alle von je zwei entsprechenden Punkten begrenzte Strecken 
halbirt, nennt man eine symetrische Involution. 

Es drängt sich hier die Frage auf, welcher Art involutorische Reihen sind, 
die durch Vereinigung zweier ähnlicher oder cougruenter Reihen zu Stande 
kommen. 

Sind ÄAj^, BB^ zwei beliebige Paare sich entsprechender Punkte einer 
durch Involution von zwei ähnlichen Punktreihen entstandenen Reihe, so müsste, 
eben in Folge der Aehnlichkeit und mit RQcksicht auf die involutorische Lage 
die Gleichung bestehen : 

AA^ _ A^ 
AB^A^B^' 

woraus folgt, dass AB = — A^i ^^^* ^^^ ^^^^^ ^^^y ^^^ ^^^ ^^ ^^^^^ 
Involution vereinigten ähnlichen Reihen immercongruentund entgegen- 
gesetztverlaufend sein mflssen, nachdem die beliebig angenommenen 
sich entsprechenden Strecken AB und A^^B^ gleich gross und entgegengesetzt 
bezeichnet sind. Da nun zwei congruente coigectivische Reihen, welche entgegen- 
gesetzt verlaufen stets zwei Doppelpunkte haben, wovon einer in unendlicher 
Entfernung liegt (Satz 41), so entsteht durch die Vereinigung von zwei congru- 
enten Reihen zu einer Involution, den obigen Erklärungen zufolge, immer eine 
symetrische Involution. Es gilt somit der Satz : 

57. Zwei ähnliche Punktreihen können sich nur dann 
zu einer Involution vereinigen, wenn sie congruent sind 
und entgegengesetzt verlaufen. Sie bilden immer eine 
symetrische Involution. 

Damit ist der scheinbare Widerspruch gehoben, in welchem die Sätze 40 
und 54 stehen. 

58. Sind in einer involu- Sind in einem involutori- 

torischen Punktreihe nur sehen Strahlenbüschel nur 
zwei Paare entsprechender zwei Paare entsprechender 
Punkte gegeben, so ist zu Strahlen gegeben, so ist zu 
jedem fQnften Punkte der ihm jedem fflnften Strahle der ihm 

5* 
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entsprechende sechste an- entsprechende sechste ÜA* 
zweideutig bestimmt. zweideutig bestimmt. 

Heissen die gegebenen Punktpaare ÄA^ and BB^ and wäre C irgend ein 
Pankt, welchem der za ermittelnde Punkt C^ entspricht, so besteht die Gleichung 

{ÄÄ,BC)=(Ä,AB^C,), 

oder 

ÄB^ AC _A^B^ A^C^ 

Ä^B ' A^C AB, ' AC, ' 

A C 
Diese Gleichung zeigt, dass der Werth des Verhältnisses -^7^, welches die 

AC, 

Lage des Punktes C, unzweideutig angibt, durch die zwei Punktpaare AA, BB, 
und den Punkt C vollkommen bestimmt ist. 

Wäre statt des Punktpaares BB, ein Doppelpunkt gegeben, oder wQrde 
man statt der zwei Paare von Punkten AA,, BB, die Lage zweier Doppel- 
punkte kennen, so wäre C, offenbar ebenfalls bestimmt. 

Der auf Strahlenbttschel sich beziehende Satz 58 kann in analoger Weise 
begründet werden. 

Wir wollen nun die Aufgabe lösen : Wenn zwei Paare entsprechender 
Punkte AA,, BB, einer involutorischen Reihe gegeben sind, beliebige andere 
sich entsprecbeude Punkte durch Constrnction zu ermitteln. 

Zieht man einen beliebigen, durch A und A, gehenden Kreis (Fig. 19), 
dann einen zweiten, durch B und B, gehenden, welcher den ersteren schiteidet 
p. ^Q . und verbindet mai^ die erhal- 

tenen Durchschnittspunktc P 
und Q durch eine Gerade, so 
trifft letztere den Träger der 
iDvolutorischen Reibe im Invo- 
lutiouscentrura. Denn ist G der 
Dnrchschnittspunkt von PQ 
mit AA,^, so besteht bekannt- 
lich die Gleichung 

PG .QG = Aa . A,G = BG . B,G, 
woraus folgt, dass G das Oentrum der Involutiou seiu muss. (Satz 17.) 

Construirt man irgend einen dritten Kreis, welcher durch P und Q geht 
und den Träger der Reihe schneidet, so bilden die zwei Schnittpunkte CC^ ein 
Paar sich entsprechender Punkte der involutorischen Reihe, da fflr dieselben die 
Gleichung gilt : 

PG . QG=^ AG . A,G = CG . C,G. 

Wäre demnach C gegeben und man sollte C, bestimmen, so hat man 
einen Kreis zu construiren, welcher durch PQ und Cgebt; derselbe wttrde C, 
enthalten. 
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Aas der Lage des Punktes G gegen die zwei, bcziehangsweiso durch ÄÄ^ 
aod BB^ gehenden Kreise erkennt man sofort, ob die involntorische Reihe 
entgegengesetzt oder einstimmig verläuft, ob sie also Doppelpunkte besitzt oder 
nicht Liegt nämlich G- ausserhalb beider Kreise, so ist die Reihe entgegen- 
gesetzt verlaufend, liegt aber dieser Punkt innerhalb der Kreise, so verläuft die 
Reihe einstimmig. Dies folgt aus dem Satze 49, nachdem A und Ä^ (sowie B 
und B^) auf verschiedenen Seiten von G liegen, wenn G sich innerhalb der 
Kreise befindet, während diese Punkte auf derselben Seite von G liegen müssen, 
wenn letzterer Punkt ausserhalb der Kreise gelegen ist. Man kann daher auch 
sagen : Wenn sich von G aus Tangenten an die Kreise ziehen lassen, so ist die 
involutorische Reihe entgegengesetzt verlaufend, lässt sich keine Tangente 
ziehen, so verläuft die Reihe einstimmig. 

Um für den Fall als die Reihe entgegengesetzt verläuft die Doppclpunkte 
DD' zu bestimmen , hat man nur aus dem Centralpunkte G eine Tangente an 
einen der beiden Kreise zu ziehen und die Entfernung dieses Punktes vom 
Berührungspunkte T auf dem Träger der Reihe von G aus beiderseits aufzu- 
tragen, so dass DG = D'G = TG wird. Zufolge der angegebenen Construction 
ist nämlich 

TG^=.AG . A^G=DG''=D'G\ 
woraus sich ergibt, dass D und D' Doppelpunkte sein müssen. 

Wird durch die drei Punkte PQD oder PQD* ein Kreis gezogeu, so 
berührt derselbe den Träger der Reihe in einem Doppelpunkte D oder D\ Denn 
jeder durch P und Q gehende Kreis schneidcl den Träger dieser Reihe in zwei 
einander entsprechenden Punkten, folglich muss ein Kreis, dessen Durchschnitts- 
punkte coincidiren, der also den genannten Träger berührt, einen Doppelpunkt 
enthalten. 

Aus diesen Untersuchungen ergibt sich auch, dass wenn man mehrere in 
derselben Ebene befindliche Kreise, welche durch zwei gemeinschaftliche 
Punkte PQ gehen, durch irgend eine Gerade schneidet, auf letzterer Geraden 
immer eine involutorische Punktreihe zu Stande kommt. 

Wenn die Strecken, welche von den gegebenen Punkten AA^ und BB^ 
einer involutorischeu Reihe begrenzt sind, sich übergreifen (Fig. 20) , so kann 
zur Bestimmung des Cen- „. 

tralpunktes und irgend 
eines dritten Paares sich 
entsprechender Punkte 
folgende einfache Con- 
struction angewendet 
werden. Man beschreibt 
über AA^ und über BB^ 
je einen Halbkreis und 
fällt aus dem Durchschnittspunkte P derselben eine Senkrechte auf den Träger 
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der Reihe. Wie leicht einzasehen, mnss der Fasspiinkt G letzterer Senkrech- 
ten der Centralpnnkt der Involution sein, da die Gleichung besteht: 
Fa^ = ÄG . Ä^G = BG . B^G, 

Dass G immer zwischen A nnd A^, sowie zwischen B und B^ fällt, bedarf 
keiner weiteren Erklärung. Die Reihe ist also eine einstimmig verlaufende. 
(Satz 49). Man kann daraus schliessen, dass eine involutorische Reihe stets 
einstimmig verläuft, sobald zwei ihrer Strecken, deren jede von einem Paare 
sich entsprechender Punkte begrenzt wird, sich übergreifen , d. h. sobald ein 
Paar entsprcehender Punkte durch ein anderes Paar solcher Punkte getrennt 
wird. Ist hingegen ein Paar entsprechender Punkte durch ein zweites nicht ge- 
trennt, so liegen (wie aus der in Fig. 19 dargestellten Construction zu ersehen 
ist) zwei entsprechende Punkte immer auf derselben Seite vom Centralpunkte 
und die Reihe mnss entgegengesetzt verlaufen. 

Sind somit nur zwei Paare sich entsprechender Punkte einer involutori- 
sehen Reihe gegeben, so kann man sofort entscheiden, ob die Reihe entgegen- 
gesetzt oder einstimmig verläuft. 

Auch fiber die Richtung des Verlaufens involutorischer Strahlenbüschel 
kann kein Zweifel bestehen, sobald nur zwei Paare entsprechender Strahlen 
gegeben sind. Wird nämlich jedes Paar durch das andere getrennt, so verläuft 
der Büschel einstimmig, findet keine Trennung des einen Paares durch das 
andere statt, so ist der Büschel entgegengesetzt verlaufend. Die Richtigkeit 
dieser Behauptung folgt aus den vorhergehenden Betrachtungen, wenn man sich 
die Büschel durch eine beliebige Gerade geschnitten denkt. 

Wäre irgend ein fünfter Punkt G (Fig. 20) der in Rede stehenden Reihe 

gegeben und man hätte jenen Punkt G^ zu ermitteln , welcher dem Punkte C 

entspricht, so verbinde man G mit P und errichte in P eine Senkrechte auf CP; 

die so erhaltene Senkrechte schneidet AA^ im verlangten Punkte (7^, denn es ist 

PG^ = CG . G^G = AG . A^G. 

Aus dieser Construction folgt, dass die Schenkel eines jeden rechten Win- 
kels, dessen Scheitel sich in P befindet und dessen Ebene durch den Träger der 
involutorischen Reihe geht, zwei entsprechende Punkte dieser Reihen enthalten. 
Man kann sich demnach vorstellen jede einstimmig verlaufende invo- 
lutorische Reihe sei durch die Schnittpunkte der Schenkel 
eines rechten Winkels mit einer in der Ebene desselben be- 
findlichen Geraden entstanden, wenn der rechte Winkel am 
seinen Scheitel so gedreht wird, dass er immer in dersel- 
ben Ebene bleibt. 

Hieraus folgt auch, dass es in jeder Ebene, welche eine einstimmig ver- 
laufende involutorische Reihe enthält, zwei zu verschiedenen Seiten der Reihe 
liegende und von ihr gleich weit entfernte Punkte gibt, von denen aus jede durch 
entsprechende Punkte begrenzte Strecke dieser Reihe unter einem rechten 
Seh Winkel erscheint. 
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Da die Schenkel des gedrehten rechten Winkels einen StrahlenbOschel erzeu- 
gen, dessen Schnitte die involntorische Beihe ist, so mass dieser Strahlenbüschel 
selbst involntorisch sein. Nachdem femer in letzterem je zwei sich entsprechender 
Strahlen auf einander senkrecht stehen, so bildet der dnrch Drehung des 
rechten Winkels entstandene Bfischel eine rechtwinklige Involution. (Satz öö). 

Sind zwei Paare entsprechender Strahlen cm^^ und b\ (Fig. 21) eines in- 

volntorischeu Strahlenbüschels gegeben und man wollte die Normalstrahlen 

rs. und r,« bestimmen , so ^. ^^ , 

(Flg. 21.) 
kann man auf folgende Weise 

verfahren. Man construirt jeden 
der beiden gegebenen, zu einer 
Involution vereinigten Büschel 
8 und 8^ für sich, so dass ihre 
Mittelpunkte MM^ nicht coin- 
ddiren, gibt ihnen jedoch eine 
solche Lage , dass sie einen 
Strahl, etwa aa^ entsprechend 
gemein haben, also perspecti- 
visch sind. Die Verbindungs- 
linie der Durchschnittspunkte 
B und B^ zweier Paare sich 
entsprechender Strahlen (b\ 
und b^h) mnss offenbar der 
Trftger einer Punktreihe sein, 

von welcher 8 und 8^ Scheine bilden. Wird nun ein Kreis beschrieben , dessen 
Mittelpunkt o in BB^ liegt , und welcher durch die Punkte M und M^ geht, so 
müssen die Schenkel der entsprechenden rechten Winkel durch die Schnitt- 
punkte des Kreises und der Geraden BB^ gehen. Verbindet man demnach M 
mit einem dieser Schnittpunkte, etwa mit R, so ergibt sich ein Schenkel r jenes 
entsprechenden rechten Winkels, der dem Büschel 8 angehört und man hat 
schliesslich nur noch aus dem Mittelpunkte des gegebenen involutorischen Bü- 
schels einen Strahl zu ziehen, der mit a denselben Winkel einschliesst, welchen 
r mit (M^ bildet um die Aufgabe gelösst zu haben. 

Wenn sich die Winkel, welche von je einem der gegebenen Paare 
entsprechender Strahlen (m^ und 66^ gebildet werden, nicht übergreifen, wenn 
also der involntorische Strahlenbüschel entgegengesetzt verläuft, so sind in 
demselben Doppelstrahlen vorhanden und die Normalstrahlen lassen sich dann 
auch mit Benützung der Doppelstrahlen wie folgt bestimmen. Man schneidet den 
gegebenen Büschel durch eine beliebige Gerade, ermittelt in der als Schnitt 
sich ergebenden involutorischen Reihe die Doppelpunkte, verbindet letztere mit 
dem Mittelpunkte des Büschels, wodurch die Doppelstrahlen erhalten werden, 
und halbirt den Winkel, welcher von den Doppelstrahlen gebildet wird. Die 
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HalbiruDgslinie ist dann offenbar einer der Normalstrahlen, nachdem diese 
Straiilen den Winkel zweier Doppelstrahlen bekanntlich immer halbiren. 

W&re ausser den Strahlen oa^ und bb^ noch ein fOnfter Strahl c gegeben 
and man wollte jenen Strahl c^ bestimmen, welchem c entspricht, so schneidet 
man den gegebenen BQschel durch eine beliebige Gerade und construirt in der 
oben erklärten Weise den Punkt 0^ der inyolntorischen Reihe AA^BB^CC^, 
welche durch den Schnitt des Büschels mit der Geraden zu Stande kommt. 

Nicht selten bildet eine Gerade g den Träger von zwei involutorischen 
Reihen R und R und man hat jene Punkte von g zu ermitteln, welche sowohl 
in B, als auch in R einander entsprechen. Wir wollen nun zeigen, wie man 
solche Punkte bestimmt, und unter welchen Umständen keine reellen derartigen 
Punkte vorhanden sein können. Die Reihe B denken wir uns aus den projecti- 
vischen Reihen r, r^, die Reihe B* aus den projecti vischen Reihen /, /^ gebildet 
und setzen im allgemeinen voraus, dass keine der Reihen, welche B bilden, den 
Reihen, aus welchen B! besteht, projectivisch verwandt sei. 

Bezüglich des Verlaufens von B und S können drei verschiedene Fälle 
eintreten : 

1. beide Reihen verlaufen einstimmig. 

2. Eine Reihe verläuft einstimmig, die andere entgegengesetzt. 

3. Beide Reihen verlaufen entgegengesetzt. 

Im Falle 1 gibt es auf jeder Seite von g einen Punkt P (Fig. 20), in 
welchem sich alle Kreise schneiden, die über den von entsprechenden Punkten 
begrenzten Strecken von B aus einem in g liegenden Mittelpunkte beschrieben 
werden. Für R' existirt ebenfalls zu beiden Seiten von g ein Punkt Py der 
dieselbe Bedeutung bezüglich B! hat, wie P für B, Jener Kreis, welcher durch 
F und P geht und dessen Mittelpunkt in g liegt, schneidet g in zwei Punkten, 
die einander sowohl in By als auch in R entsprechen. 

Nimmt man im Falle 2 an 12 verlaufe einstimmig und B! entgegengesetzt, 
so gibt es für B zu beiden Seiten von g einen Punkt P von der eben erklärten 
Bedeutung. Wird P mit den Punkten von B! durch gerade Linien verbunden, 
so erhält man einen involutorischen Strahlonbflschel, dessen Normalstrahlen die 
Gerade g offenbar in Punkten treffen, welche einander sowohl in By als auch in 
B' entsprechen. 

Im Falle 3 haben beide involutorische Reihen Doppelpunkte, welche BD' 
und dd! heissen mögen. Jene Punkte CG^ von g, welche sowohl DB\ als auch 
dS harmonisch trennen, sind offenbar entsprechende Punkte in beiden Reiben 
B und R. Betrachtet man DU und dd* als zwei Paare entsprechender Punkte 
einer involutorischen Reihe und bestimmt, wie oben erklärt wurde (Fig. 19) die 
Doppelpunkte dieser Reihe, so erhält man die Punkte CC^, Nachdem die 
involutorische Reihe, welche durch DB\ dd* bestimmt wird, nur dann reelle 
Doppelpunkte hat, wenn sie entgegengesetzt verläuft, was immer der Fall 
ist, wenn BB* durch die Punkte d^ nicht getrennt werden, so gibt es immer 
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zwei reelle Punkte CC^, aasser in dem Falle, wenn die Strecken DD' nnd dd^ 
sich theilweise abergreifen. 

FOr zwei concentrisch liegende involntorische Strahlenbttscfael ergeben 
sich analoge Resoltate, wir können somit behaupten : 

59. Zwei auf derselben Zwei concentrische invo- 

Geraden befindliche involn- Intorische StrahlenbOschel 
torische Punktreihen haben haben immer ein gemein- 
immer ein gemeinschaftliches scbaftliches Paar entspre- 
Paar entsprechender Pankte chender Strahlen aasser in 
aasser in deni Falle, wenn dem Falle, wenn die beiden 
beideReihen entgegengesetzt Büschel entgegengesetzt ver- 
verlaafen and die Doppel- laufen nnd dieDoppelstrahlen 
punkte der einen Reihe durch des einen Büschels durch jene 
jene der anderen Reihe ge- des anderen Bttschels getrennt 
trenntwerden. werden. 



f) Ebenenbttschel. Ihre proJeetiTischeu Beziehangen za den ttbrlgen Omndge- 

bllden der ersten Stnfe. 

Die Durchschnittspunkte der Ebenen eines Ebenenbttschcls mit einer 
beliebigen Geraden, welche die Axe des Büschels weder schneidet noch zu ihr 
parallel ist, bilden eine Punktreihe, die man als einen geradlinigen Schnitt des 
BflBchels ansehen kann. Befinden sich eine Punktreihe und ein Ebenenbüschel 
in solcher Lage gegen einander , dass die Reihe einen geradlinigen Schnitt des 
Büschels bildet, so sagt man, dass die beiden Grundgebilde gegen einander 
perspectivisch liegen oder kürzer, dass sie perspectirisch sind. 

Eine Punktreihe B und ein Ebenenbüschel E sind projectivisch verwandt, 
wenn es eine gegen E perspectivisch liegende Punktreihe iS^ gibt, welche mit 
R projectivisch verwandt ist. Sind Ä und Ä^ irgend zwei einander entsprechende 
Punkte der Reihen R und R^ und bezeichnet man durch a jene Ebene des 
Büschels, welche darch Ä^ geht, so werden Ä und aentsprechende 
Elemente der Reibe R und des Büschels genannt. Liegen eine Punktreihe und 
ein ihr projectivisch verwandter Ebenenbüschel nicht perspectivisch, so sagt 
man, dass sie eine schiefe Lage gep:en einander haben. Eine Punktreihe, 
welche gegen einen EbenenbOschel perspectivisch liegt, ist selbstverständlich 
mit dem letzteren immer auch projectivisch verwandt. 

Schneidet man einen Ebenenbüschel durch irgend eine Ebene, welche die 
Axe nicht enthält, so ist der entstehende Schnitt ein Strahlenbüschel, dessen 
Mittelpunkt der Durchschnittspunkt der schneidenden Ebene mit der Axe ist. — 
Wenn ein Strahlenbüschel und ein EbenenbOschel sich in solcher Lage gegen 
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einander befinden, dass der erstere einen ebenen Schnitt des letzteren bildet, 
80 sagt man, dass die beiden Grandgebilde gegen einander perspectivisch 
liegen oder kürzer dass sie perspectivisch sind. 

Ein Ebenen- and ein Strahlenbflschel sind projectivisch verwandt, wenn 
sie durch je eine Gerade *so geschnitten werden können, dass die entstehenden 
Punktreihen projectivisch werden. 

Heissen diese Punktreihen R und R^ und sind Ä und J.^ irgend zwei 
entsprechende Punkte derselben, so nennt man jene Ebene und jenen Strahl, 
welche beziehungsweise durch Ä und Ä^ gehen, entsprechende Elemente 
der beiden Büschel. 

Jeder Strahlenbttschel, der gegen einen Ebenenbflschel perspectivisch 
liegt, ist offenbar mit letzterem projectivisch verwandt. Von einem Ebenen- 
bQschel und einem mit demselben projectivisch verwandten Strahlenbttschel 
sagt man, wenn sie nicht perspectivisch liegen, dass sie sich in schiefer 
Lage gegen einander befinden. 

Ist die einen Ebenenbflschel schneidende Ebene parallel zur Axe des 
letzteren, so entsteht als Schnitt ein Parallelstrahlenbflschel. 

60.Zwei projectivische concentrische Strahlenbttschel, 
welche einen Strahl entsprechend gemein haben und nicht 
in derselben Ebene liegen, bilden ebene Schnitte ein und 
desselben Ebenenbttschels; man sagt daher von solchen 
Strahlenbttscheln auch, dass sie perspectivisch liegen. 

Der Beweis fttr diesen Satz kann wie folgt geftthrt werden. Die beiden 
Strahlenbflschel nennen wir 8 und 8^ und den Strahl, welchen sie entsprechend 
gemein haben, a. Schneidet man sowohl 8, als auch S^ durch je eine zu a 
parallele Gerade, so ergeben sich zwei Punktreihen jR und 22^, welche ähnlich 
sein mflssen , da sie projectivisch sind und ihre unendlich fernen Punkte, 
n&mlich die Durchschnitte der schneidenden Geraden mit a, einander entsprechen. 
Nachdem R und R^^ einen Punkt, und zwar den unendlich fernen, entsprechend 
gemein haben, so liegen sie perspectivisch (Satz 4) und sind daher Schnitte ein 
und desselben Strahlenbttschels S^, dessen Mittelpunkt wir M^ nennen wollen. 
Wie leicht einzusehen enthält jede Ebene, welche durch ein Paar entsprechender 
Strahlen von S und S^ gelegt wird, einen Strahl des Bttschels 8^ und geht somit 
durch M^ ; da jede solche Ebene aber auch durch den gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt M der Strahlenbttschel 8 8^^ geht, so haben alle durch je ein Paar 
entsprechender Strahlen der zuletzt genannton Bflschel gehende Ebenen die 
Verbindungslinie der Punkte M und M^ gemein und bilden somit einen 
Ebenenbflschel. Es erscheint demnach obiger Satz gerechtfertigt. 

61. Wird ein Ebenenbflschel durch beliebige Ebenen 

geschnitten, so liegen je zwei der entsprechenden St ra hie n- 

bflschel gegen einander perspectivisch, sie sind demnach 

alle projectivisch verwandt. Sind die schneidenden Ebenen 
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parallel and schneiden sie die Aze des Ebenenbttschels, in 
endlicher Entfernung so entstehen congraente Strahlen- 
bttschel; sind sie unter sich und zurAxe des Ebenenbüsch eis 
parallel, so entstehen ähnliche Parallelstrahlenbttschel. 

Dass je zwei der sich als Schnitte ergebenden Strahlenbflschel 8 und 8^ 
perspectivisch liegen, ist leicht einzusehen, wenn man daran denkt, dass die 
Ebenen zweier solcher Bflscbel sich im allgemeinen in einer Geraden schneiden 
müssen, deren Dnrcbschuittspnnkte mit den einzelnen Elementen des Ebenen- 
bttschels zugleich die Durchschnittspunkte zweier Strahlen von 8 und 8^ sind. 
Ans dem Umstände aber dass je zwei der sich als Schnitt ergebenden Strahlen- 
bflschel perspectivisch liegen ergibt sich unmittelbar, dass je zwei derselben, 
folglich alle untereinander projectivisch verwandt sein mflssen. 

Uebrigens folgt der obige Satz auch daraus, dass von je zwei der in Rede 
stehenden Strahlenbflschel der eine immer als die Projection des anderen 
betrachtet werden kann. Als Projectionscentrum kann man offenbar jeden in der 
Aze des Ebenenbüschels gelegenen Punkt annehmen. 

Die Behauptung, dass parallele ebene Schnitte eines Ebenenbflschels 
congruente Strahlenbflschel sind, bedarf wohl keines Beweises. — Was 
schliesslich die Entstehung ähnlicher Parallelstrahlenbflschel durch schneidende 
Ebenen anbelangt, welche unter sich und parallel zur Aze des Ebenenbflschels 
sind, so kann der hierauf bezflgliche Theil des obigen Satzes damit gerechtfertigt 
werden, dass man annimmt der Ebenenbflschel, sowie die schneidenden Ebenen 
würden durch irgend eine zur Aze nicht parallele Ebene geschnitten. Der so 
entstehende Strahlenbflschel und die parallelen Ebenen schneiden sich in 
ähnlichen Punktreihen, deren Scheine die fraglichen Parallelstrahlenbflschel 
sind, daher mflssen letztere ebenfalls ähnlich sein. 

62. Wird ein Ebenenbflschel durch beliebige Gerade 
g eschnitten, so sind alle auf diesen Gerad en sich ergebende 
Punktreihen projectivisch verwandt. Sind die schneidenden 
Geradenzuein und dems elben Elemente des Ebenenbflschels 
parallel, so entstehen ähnliche Punktreihen. Treffen sich 
zwei der schneidenden Geraden, so liegen die Punktreihen, 
deren Träger diese Geraden sind, perspectivisch und ihr 
Projectionscentrum befindet sich in der Aze des Ebenen- 
bflschels. 

Um diess einzusehen denke man sich durch jede der Punktreihen eine 
beliebige Ebene gelegt, welche den Ebenenbflschel schneidet. Die als Schnitte 
sichergebenden Strahlenbflschel sind nach Satz 61 projectivisch verwandt, folglich 
mflssen es auch die in Rede stehenden Punktreihen sein, welche gegen sie 
perspectivisch liegen. 

Dass durch schneidende Gerade, welche zu ein und derselben Ebene des 
Ebenenbflschels parallel sind, ähnliche Punktreihen entstehen mflssen, lässt 
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sich wie folgt beweisen. Nennen wir der Kflrze des Aasdmckes wegen E nnd R^ 
die bieden Panktreiben and sind Ä und Ai zwei ibrer Punkte, welche in 
derselben Ebene des Bflschels liegen, so entsprecben sich A and il^. Ist die 
Ebene, in der sich diese zwei Pankte befinden, parallel za B and R^ , so liegen 
Ä and A^ in unendlicher Entfernung und da sie entsprechende Punkte sind, 
so mflssen B und B^ ähnlich sein. 

Der Beweis fttr den letzten Theil des obigen Satzes ergibt sich aus dem 
Umstände, dass der Punkt, in welchem zwei der sich schneidenden Geraden sich 
treffen, ein Punkt sein muss, der den auf beiden Geraden befindlichen Punkt- 
reihen entsprechend gemein ist und dass ferner, wenn man durch beide Gerade 
eine Ebene legt, der entstehende ebene Schnitt ein Strahlenbüschel ist, dessen 
Centrum in der Axe des Ebenen bflschels gelegen sein muss. 

Bezttglich der Schnitte eines Parallel-EbencnbOschels mit Geraden und 
Ebenen gilt der leicht zu beweisende Satz : 

63. Wird ein Parall el-Ebenenbüschel durch beliebige 
Gerade geschnitten, so sind alle entstehenden Punktreihen 
einander ähnlich. Sind die schneidenden Geraden parallel, so 
ergeben sich congruente Reihen. Wird ein solcher Ebenen- 
bOschel durch beliebige Ebenen geschnitten , so sind die 
Schnitte ähnliche Parallel'Strahlenbflschel; sind die schnei- 
denden Ebenen unter einander parallel, so werden letztere 
Bflschel conginent. 

Von einem Ebenenbüsche], der gegen eine Punktreihe, oder einen Strah- 
lenbüschel perspectivisch liegt, sagt man, dass er fflr das betreffende Grundge- 
bilde projicirend sei. Liegen zwei Punktreihen gegen ein und denselben 
Ebenenbflscbel perspectivisch, so kann man jede von ihnen als Projection der 
anderen auffassen. Analoge Beziehungen finden bezüglich zweier Strahlenbü- 
schel statt , welche sich als Schnitte desselben Ebeneubüschels ergeben. Die 
Elemente des letzteren können in beiden Fällen alsprojicirende Ebenen 
betrachtet werden. 

ist ein Strahlenbüschel der Schnitt eines Ebenenbflschels, so sagt man 
auch, dass letzterer ein Schein des ersteren Büschels sei. 

Schneidet man zwei Ebenenbüschel durch je eine Gerade und sind die 
entstehenden Punktreihen prcjectivisch , so sagt man, dass die beiden Bflschel 
projectvisch verwandt sind. 

Heissen die beiden Panktreiben, welche Schnitte der Büschel E und E^ 
sind, beziehungsweise R und R^ und bezeichnet man durch A und A^ irgend 
zwei entsprechende Paukte dieser Reihen, so nennt man die Ebene des Büschels 
E^ welche durch den Pankt A geht, und die durch A^ gehende Ebene des Bfl- 
schels E^ entsprechende Elomente beider Ebencnbüschel. 

Man kann übrigens in zwei Gruadgebilden der ersten Stufe jedem Ele- 
mente des einen ein bestimmtes Element des andern als entsprechend z u w e i- 
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8en abgesehen davon ob die beiden Gebilde projectivisch sind oder nicht. Von 
zwei solchen Gnindgebilden sagt man, dass sie anf einander bezo gen sind. 

Aus der Erklärung über die projectivische Verwandtschaft zweier Ebenen- 
büschel nnd den Sätzen 61, 62 ergibt sich : 

64. Alle geradlinigen nnd ebenen Schnitte beliebig 
vieler projectivischer Ebenenbttschel sind anter einander 
projectivisch verwandt 

Mit Hilfe des Satzes 1 and des letzteren lässt sich folgender die Orand- 
gebilde der ersten Stafe betreffende allgemeine Satz rechtfertigen : 

65. Wenn zwei Grandgebilde der ersten Stafe projec- 
tivisch verwandt sind, so mttssen sie es aach nnter ein- 
ander sein. 

Cm diesen Satz nachzuweisen sollte man strenge genommen alle 18 
Fälle, die er umfasst, besonders betrachten 

Insoferne sich derselbe auf Pnnktreihen and Strahlcnbflschel bezieht, 
warde er bereits erörtert (Satz 1). Da es zu weit führen wUrde alle tlbrigen 
Fälle zu behandeln, so wollen wir nur einige untersuchen, in welchen auch Ebe- 
nenbttschel vorausgesetzt werden. 

Sind z. B. eine Punktreihe B und ein Ebenenbttschel E mit einem Strah- 
lenbttschel S projectivisch, so mttssen anch E und E projectivisch sein. Dies 
lässt sich wie folgt zeigen. Da B und 8 project visch sind, so muss S der Schein 
einer Panktreihe jR^ sein, welche mit E projectivisch ist. Da femer E und 8 
projectivisch sein soUeu, so ist 8 der Schein einer Reihe B,^, welche mit einer 
gegen E perspectivisch liegenden Reihe B^ projectivisch ist. Nachdem nun B^ 
und 122 Schnitte ein und desselben Strahlenbfischels sind, so mttssen sie projec- 
tivisch sein, folglich sind B und £3, also anch B und E projectivisch. 

Uat man zwei Punktreihen B und B^, welche beide mit einem Ebenen- 
bttschel E projectivisch sind und es soll nachgewiesen werden , dass B und B^ 
in Folge dessen auch nnter sich projectivisch sein mttssen, so kann man wie folgt 
verfahren. Da B und E projectivisch sein sollen , so muss E fttr eine Punkt- 
reihe 122 projicirend sein, welche mit B projectivisch ist. Ebenso muss es eine 
gegen E perspectivisch liegende Panktreihe 12, geben, welche mit 12^ projectivisch 
ist, nachdem auch 12| und ^projectivisch sein sollen. Nachdem nunU^undll^ nach 
Satz 62 projectivisch sind, so ist 12 mit 12,, also auch mit 12| projectivisch verwandt. 

Auf ähnliche Art kann man den Beweis fttr alle ttbrigen möglichen Fälle 
darchftthren. 

Schneidet man einen Ebenenbttschel durch eine Ebene, welche senkrecht 
aof der Axe steht and heissen die Schnitte dieser Ebene mit zwei Elementen 
a und ß des Bttschels a and b, so gibt der Winkel ab die Grösse des 
Flächenwinkels aß an. 

Sind Ä nnd B irgend zwei Paukte einer Panktreihe 12, welche mit einem 
Ebenenbttschel projectivisch verwandt ist, und heissen aß die den Punkten AB 
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entsprechenden Ebenen des letzteren , so sagt man , dass die von Ä and B 
begrenzte Strecke and der von a und ß gebildete Flächenwinkei sich ent- 
sprechen. 

Ist ein Strahlenbflscbel 8 mit einem Ebenenbüschel projectivisch verwandt 
and entsprechen den Strahlen a and b des erstcren die Ebenen a and ß des 
letzteren, so nennt man die Winkel ab and aß einander entsprechende 
Winkel. 

Bezeichnen a and ß irgend zwei Ebenen eines Ebenenbflschels und a^ß^ 
die den Ebenen aß entsprechenden Elemente eines zweiten Ebenenbflschels , so 
werden die Fl&chenwinkel aß and a^ß^ entsprechende Winkel genannt. 

Wenn ein Ebenenbflschel durch eine Ebene geschnitten wird , welche aof 
seiner Axe senkrecht steht, so ist jeder Winkel des sich als Schnitt ergebenden 
Strahlenbüschels dem ihm entsprechenden Flächenwiokel des Ebenenbflschels 
gleich. Es muss demnach auch das Doppelverhältniss von vier Strahlen c^d 
des in Rede stehenden Strahlenbflschels dem Doppelverh&ltnisse der diesen 
Strahlen entsprechenden vier EbiBnen aßyd des Ebenenbüschels gleich sein. Nun 
sind aber alle ebenen und geradlinigen Schnitte eines und desselben Ebenenbfl- 
schels unter einander und mit letzterem projectivisch verwandt (Sätze 61 und 
62), es muss also das Doppelverh&ltniss von vier beliebigen Elementen irgend 
einer Pnnktreihe oder eines Strahlenbflschels dem Doppelverh&ltnisse der diesen 
Elementen entsprechenden Ebenen eines Ebenenbflschels gleich sein , wenn 
letzterer mit den genannteu Orundgebilden projectivisch verwandt ist. Aas dem 
Satze 64 und aus den zuletzt angestellten Betrachtungen folgt auch, dass wenn 
zwei Ebenenbflschel projectivisch verwandt sind, das Doppelverh&ltniss von vier 
beliebigen Elementen des einen Bflschels dem Doppelverh&ltnisse der diesen 
Elementen entsprechenden vier Ebenen des anderen Büschels gleich sein muss. 
Es l&sst sich demnach folgender allgemeinere Satz aufstellen : 

66. Sind zwei Grundgebilde der ersten Stufe projec- 
tivisch verwandt, so ist das Doppelverh&ltniss von beliebigen 
vier Elementen des einen Gebildes gleich dem Doppelver- 
h&ltnisse der diesen vier Elementen entsprechenden Elemente 
des anderen Grundgebildes. 

Bezeichnet man also durch ABCD vier beliebige Elemente einer Punkt- 
reihe B, welche mit einem Strahlenbüschel 8 und einem Ebenenbflschel E pro- 
jectivisch verwandt ist, und heissen abcd und a/^^^c^ beziehungsweise die Elemente 
von 8 undE, welche den Tunkten ÄBOD entsprechen, so bestehen die Gleichungen : 

äC ^ AD sin oc ^ sin ad sin ay sin ad 

BC ' IbD sinTc ' sin bd ~ sin ßy ' sin ßd' 
welche man symbolisch auch schreibt: 

{ABCD) = (äbcd) = (aßyd). 

Für zwei projectivisch verwandte Ebenenbüschel E und E^ wflrde die 
Gleichung gelten : 
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(a/?y*)=(a,/J,y,»,) 
wenn aßyd vier beliebige Elemente von E and cL^ßiYiS^ die den genannten 
Elementen entsprechenden des Bttscbels E bezeichnen. 

Der Satz 66 iftsst sich aach amkehren, wodurch sich ergibt: 

67. Ist das Doppelverhältniss von beliebigen vier 
Elementen eines Grundgebildes der ersten Stufe gleich 
dem Doppelverhältnisse der entsprechenden vier Elemente 
eines zweiten solchen Gebildes, so sind die beiden Grund- 
gebilde projectivisch verwandt. 

Bezfiglich der Punktreihe und des Strahlenbflschels wurde dieser Satz 
bereits nachgewiesen (Sätze 3, 6, 9), es erübrigt also noch zu zeigen, dass er 
auch bezüglich eines Ebenenbüschels und irgend eines zweiten Grundgebildes 
der ersten Stufe gilt. Wir beschränken uns darauf, von den mdglichen drei 
Fällen, welche hier eintreten können nur einen zu betrachten, da es nicht 
schwer fSlii die betreffenden Beweise durchzuführen. Nehmen wir z. B. an das 
Doppelverhältniss von vier beliebigen Punkten einer Pnnktreihe B sei gleich 
dem Doppelverhältnisse der vier diesen Punkten entsprechenden Ebenen 
eines Ebenenbüschels E, so mnss jener Strahlenbflschel 8, der zu Stande 
kommt, wenn mau einen gegen die Axe des Bttscbels E senkrechten Schnitt 
fahrt, nach Satz 9 mit B projectivisch verwandt sein. Da femer nach Satz 64 
jeder geradlinige Schnitt des Ebenenbttschels E mit 8 projectivisch verwandt 
ist, so müssen auch B und E projectivisch sein. 

Zwei Ebenenbttschel befinden sich in perspectivischer 
Lage, oder sind perspectivisch, wenn sie gegen ein und 
denselben Strahlenbüschel perspectivisch liegen. Solche 
Ebenenbüschel sind demnach Scheine ein und desselben Strahlenbüschels und 
letzterer bildet einen gemeinsamen Schnitt der ersteren, welcher der 
perspectivische Durchschnitt der zwei Ebenenbüschel genannt wird. 
Aus dieser Erklärung folgt unmittelbar, dass die Axen von zwei perspectivischen 
Ebenenbüscheln sich schneiden mflssen ; der Durcbschnittspunkt befindet sich 
im Mittelpunkte des Strahlenbaschels, dessen Scheine die beiden Ebenen- 
bttschel sind. 

68. Wenn zwei Ebenenbttschel, deren Axen sich 
schneiden, fttr ein und dieselbe Punktreihe projicirend 
sind, so Jiegensie gegen einander perspectivisch. 

Um dies einzusehen, denke man sich durch die Pnnktreihe und den 
Durcbschnittspunkt der Axen eine Ebene gelegt, welche beide Ebenenbüschel 
schneidet. Der mit letzteren sich ergebende Schnitt ist dann offenbar ein 
einziger Strahlenbttscbel, von welchem die Ebenenbüschel Scheine sind, woraus 
folgt, dass diese Büschel gegen einander perspectivisch liegen. 

Wenn die Axen zweier Ebenenbttschel sich schneiden, so kann es sein, 
dass die Ebene des einen Büschels, welche durch beide Axen geht, jener Ebene 
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des andern Büschels entspricht, welche ebenfalls darch beide Axen geht. In 
diesem Falle sagt man, dass die beiden Ebenenbflschel ein Element, nämlich die 
darch beide Axen bestimmte Ebene entsprechend gemein haben. Wie 
leicht einzusehen, mflssen umgekehrt die Axen zweier Ebenenbflschel, welche 
ein Element entsprechend gemein haben sollen, sich schneiden, nachdem sie 
ja beide in diesem Elemente liegen. 

69. Wenn zwei projectivische Ebenenbflschel ein Element 
entsprechend gemein haben, so liegen sie gegen einander 
perspectivisch. 

Denkt man sich die beiden Bflschel durch irgend eine Ebene geschnitten, 
so entstehen zwei Strahlenbflschel 8 und 8^ , welche in derselben Ebene liegen 
und einen Strahl entsprechend gemein haben. Da nun 8 und 8^ demzufolge 
gegen einander perspectivisch liegen müssen, so schneiden sie sich in einer 
Punktreihe. Fflr diese Reihe ist jeder der zwei Ebenenbflschel projicirend, 
folglich befinden sich letztere, da auch ihre Axen sich schneiden nach Satz 68 
in perspectivischer Lage. 

Aus dem Satz 69 geht hervor, dass man zwei projectivische Ebenen- 
bflschel immer dadurch in perspectivische Lage bringen kann , dass man zwei 
ihrer Elemente, welche sich entsprechen, zur Goincidenz bringt 

70. Befinden sich die drei Durchschnittslinien von drei 
Paaren sich entsprechender Elemente zweier proj ec tivischer 
Ebenenbflschel in derselben Ebene, so sind die beiden 
Bflschel gegen einander perspectivisch gelegen. 

Der Beweis fflr diese Behauptung Iftsst sich leicht herstellen, wenn man 
zuerst zeigt, dass die drei Durchschnittslinien, welche wir durch ctbc bezeichnen 
wollen, zufolge der Voraussetzung, dass sie in einer und derselben Ebene liegen, 
sich in einem Punkte schneiden mflssen, der den Axen der beiden Ebenen- 
bflschel gemeinschaftlich angehört. Nennen wir die beiden Ebenenbflschel E und 
E^ und die Elemente von E und JE?, , welche mit den ihnen entsprechenden 
Elementen die Schnitte abc geben, beziehungsweise aßy und ^ißiYi 
Nachdem a in der Ebene a niid b in der Ebene ß gelegen ist und zufolge der 
gemachten Voraussetzung dass a und b sich schneiden sollen, kann dieser 
Durchschnitt nur im Schnitte von a und ß, also in der Axe des Büschels E 
stattfinden. Dasselbe gilt offenbar fflr ac und fflr hc, es mflssen sich daher afi 
und c in ein und demselben Punkte der genannten Axe treffen. Da man ferner 
dieselbe Betrachtung auch bezflglich des Bflschels E^ anstellen kann, so gelangt 
man zu dem Resultate, dass abc sich auch in ein und demselben Punkte der 
Axe von E^ schneiden, woraus folgt, dass die Axen von E und jE7^ im Durcb- 
schnittspunkte von abc zusammentreffen mflssen. 

Schneidet man nun beide Bflschel durch jene Ebene, in welcher sich aibc 
befinden, so erhält man als Schnitte zwei projectivische Strahlenbflschel, welche 
die drei Geraden abc^ also nach Satz 10 alle ihre Elemente entsprechend 
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gemein haben. Die Ebene der Geraden ade schneidet somit E nnd E^ in ein 
und demselben Strahlenbttschel, was nur dann möglich ist, wenn die beiden 
Ebenenbttschel perspectivisch liegen. 

Von zwei Grandgebilden der ersten Stafe, welche nicht perspectivisch 
sind, sagt man, dass sie sich in schiefer Lage gegen einander befinden. 
Zwei Ebenenbfischel liegen demnach schief gegen einander, wenn ihre Axen 
sich nicht schneiden, oder, in dem Falle als ein Zusammentreffen der Axen 
stattfindet, wenn die Ebene, welche durch beide Axen bestimmt wird, den beiden 
Bttscheln nicht entsprechend gemein ist , oder endlich, wenn die Durchschnitts- 
linien von drei Paaren sich entsprechender Ebenen nicht in ein und derselben 
Ebene liegen. 

Wenn zwei Ebenenbfischel drei ihrer Elemente entsprechend gemein 
haben, so haben sie alle ihre Elemente entsprechend gemein, wovon man sich 
leicht ttberzeugen kann, wenn man annimmt, beide Büschel wOrden durch irgend 
eine Ebene geschnitten. Der entstehende Schnitt wäre offenbar ein einziger 
Strahlenbüschel ; denn nimmt man auch an, dass sich zwei Strahlenbfischel 
ergeben, so mflssten dieselben nach Satz 10 identisch sein, da sie drei ihrer 
Elemente, nämlich diejenigen, welche in den drei gemeinschaftlichen Ebenen der 
Ebenenbfischel liegen, entsprechend gemein haben. — Mit Rücksicht auf den 
eben erwähnten Satz lässt sich nun der folgende, allgemeinere aufstellen: 

71. Wenn zwei gleichartige projectivis che Grand- 
gebilde der ersten Stufe drei ihrer Elemente entsprechend 
gemein haben, so haben sie alle ihre Elemente entsprechend 
gemein und sind daher identisch. 

Eine Verallgemeinerung des Satzes 11 ist der nachstehende: 

72. Will man zwei Grundgebilde der ersten Stufe 
projectivisch auf einander beziehen, so kann man in jedem 
derselben drei Elemente beliebig wählen und einander als 
entsprechend zuweisen; jedem vierten Elemente des einen 
Grandgebildes entspricht dann ein durch diese Annahmen 
vollkommen bestimmtes Element des anderen. 

Nachdem dieser Satz, insofeme er sich auf Punktreihen und Strahlen- 
bfischel bezieht, bereits nachgewiesen wurde (Satz 11), so haben wir denselben 
nur mehr für jene Fälle zu rechtfertigen, in welchen eines der zwei Grund- 
gebilde ein Ebenenbfischel ist, oder alle beide Ebenenbüschel sind. Die Beweise 
für diese Fälle lassen sich mit Hilfe des Satzes 11 immer leicht durchführen; 
wir wollen daher nur einen der letzteren betrachten. Sind z. B. drei Ebenen 
aßy eines Ebenenbüschels E^ ein mit E projectivisch verwandter Strahlen- 
büschel S nnd drei Elemente abc des letzteren gegeben, welche den Elementen 
aßy entsprechen sollen, so sind alle Elemente von E vollkommen bestimmt. 
Schneidet man nämlich aßy durch irgend eine Ebene, so erhält man als Schnitt- 
linien drei Strahlen a^h^^c^ eines Strahlenbfiscbels S^, welcher gegen E perspec- 

Btaudigl: Lehrbuch der neueren Geometrie. ß 
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tivisch liegt und mit 8 projectivisch verwandt ist. Da oöe and a^b^c^ sich 
entsprechen, so kann zu jedem beliebigen Strahle d des Bflschels 8 ein Strahl 
d^ des Büschels S^, aber aach nar einer, ermittelt werden, es erscheint 
daher jene Ebene, welche darch den Strahl d^ geht, vollkommen bestimmt. 
Nachdem nan d beliebig gewählt wnrde, so mass aach jedem anderen Strahle 
von 8 eine bestimmte Ebene von E entsprechen, woraus folgt, dass alle Elemente 
von E durch die gemachten Voraussetzungen unzweideutig bestimmt sind. 

73. Wenn zwei Grundgebilde der ersten Stufe so auf ein- 
ander bezogen sind, dass jedem Elemente des einen ein einziges 
Element des anderen entspricht, so sind die beiden Grandge- 
bilde projectivisch verwandt. 

Zunächst wollen wir diesen Satz fttr den Fall nachweisen , in welchem er 
sich auf zwei Punktreihen bezieht. Nennen wir B und B^ die zwei Reihen und 
ÄÄ^^ CC^ irgend zwei Paare sich entsprechender Punkte, so mnss unserer Vor- 
aussetzung zufolge die Gleichung bestehen : 

^C. ^Ci +w^C+n-4iCi=0, « 

da jede Gleichung, aus welcher sich nur ein einziger Werth fflr die Strecke Ä^ C^ 
ergibt, wenn man ÄC als gegeben betrachtet, diese Form hat. 

Ist BB^ ein drittes Paar sich entsprechender Punkte, so kann man in a 

ÄC=AB + BC 
und 

Ä^C^=Ä^B^ +B^C^ 

setzen, wodurch man erhält : 

BC . B^C, +im + Ä^B^) BC+(n'\-AB)B^C^ +ÄB . A^B^ + 

-i-mÄB'\-nÄiB,=0. 
In dieser Gleichung ist die Summe der drei letzten Glieder des links vom 
Gleichheitszeichen stehenden Theiles gleich Null, da B und B^ entsprechende 
Punkte sind ; man hat also : 

BC.B^C^+(m + A^B^)BC'^(n + ÄB)B^C^=0. . . . ß 
Aus a ergibt sich nun 

aus ß 

(n + AB)B,C, ^ in + AB)B,C, ^ 
m + A^B^-^B^C^ m + A^C^ ' 

es ist also 

AG_ n AiC^ 

BC~ n + AB * B^C^' 
Setzt man statt CC^ in letzterer Gleichang irgend ein anderes Paar sich 
entsprechender Punkte DD^ , so ergibt sich : 

AD n AjD^ 

BD^ n + AB B^D^ 
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und dorch Division der beiden zuletzt aufgestellten Gleichungen : 

äC ÄD_A^ A^I>i 
BC ' BD~B,C^ ' R^,' 
oder 

{ÄBCD) = {A^B,C,D,). 

Das DoppelverhSltniss der beliebigen vier Punkte ABCB von R ist somit 
gleich dem Doppelverh&ltnisse der diesen Punkten entsprechenden A^B^C^B^ 
von 1^, woraus folgt, dass R und R^ projectivisch sind. 

Dieses Ergebniss lässt uns schliessen, nachdem man jeden Strahlenbüschel 
als den Schein einer Panktreihe und jeden Ebenenbttschel als den Schein eines 
Strahlenbflschels betrachten kann, dass nicht bloss zwei Panktreihen , sondern 
irgend zwei Grandgebilde der ersten Stufe überhaupt projectivisch verwandt 
sein müssen, wenn jedem Elemente des einen Gebildes ein einziges des anderen 
entspricht. 

74.Zwei ungleichartige projectivische Grundgebilde der 
ersten Stufe liegen perspectivisch, wenn drei Elemente des 
einen Gebildes durch die drei diesen Elementen entspre- 
chenden des anderen Gebildes gehen, oder in ihnen liegen. 

Für die Punktreihe und den Strahlenbüschel wurde der Beweis hiefür 
bereits gegeben (Satz 12). Es erübrigt also noch zu zeigen, dass eine Panktreihe 
oder ein Strahlenbüschel gegen einen projectivisch verwandten Ebenenbüschel 
perspectivisch liegen, wenn drei Ebenen des letzteren durch die drei diesen 
Ebenen entsprechenden Elemente der Reihe, oder des Strahlenbüschels gehen. 
Setzen wir eine Punktreihe R and einen Ebenenbüschel E voraus, so folgt aus 
dem Satze 10, dass der Schnitt de3 Trägers der Reihe mit dem Büschel eine 
mit R identische Punktreihe sein muss und ebenso ergibt sich aus demselben 
Satze, dass für den Fall, in welchem ein Strahlenbüschel S und ein Ebenen- 
büschel E die angegebenen Beziehungen zu einander haben, der Schnitt der 
Ebene des Büschels 8 mit JE7ein Strahlenbüschel ist, dessen sämmtliche Elemente 
mit jenen des Büschels 8 coincidiren. Daraus folgt nun unmittelbar, dass im 
ersteren Falle R und E, im zweiten 8 und E perspectivisch liegen. 

Sowie es in zwei projectivischen Strahlenbüscheln stets entsprechende 
rechte Winkel gibt (Satz 18), so sind auch in zwei projectivischen Ebenen- 
büscheln immer ein Paar entsprechende rechte Flächenwinkel vorhanden. Um 
dies einzusehen braucht man sich nur jeden der zwei Ebenenbüschel durch eine 
auf seiner Axe senkrecht stehende Ebene geschnitten zu denken. Die als 
Schnitte sich ergebenden zwei Strahlenbüschel sind nämlich projectivisch 
verwandt, haben also entsprechende rechte Winkel, folglich müssen auch in den 
Ebenenbüscheln entsprechende rechte Flächenwinkel vorkommen. Auch bezüglich 
eines Ebenenbüschels und eines mit ihm projectivisch verwandten Strahlen- 
bflschels gelten analoge Beziehungen, wir können daher mit Rücksicht auf den 
Satz 18 folgenden aufstellen : 

6* 
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7ö. Zwei projectivische Ebonenbflscbel oder ein Ebenen- 
büscbel and ein mit ihm projectivisch verwandter Strahlen- 
bttschel haben, wenn keiner der Bflschel ein Parallelbflschel 
ist, entweder nur ein Paar oder anendlich viele Paare 
von entsprechenden rechten Winkeln. 

Heissen die senkrecht stehenden Ebenen des einen von zwei projectivischen 
Ebenenbflscheln q and (T, die des anderen, welche den Elementen q and (t entsprechen 
und ebenfalls aaf einander senkrecht stehen, g^ and ff^, so besteht, wie mit 
Hilfe des Satzes 19 leicht nachzuweisen ist, die Gleichung 

tg a^ . tff a^ff^ = tg /?^ . tg ß^(T^ , 
wenn aß und a^ß^ zwei beliebige Paare sich entsprechender Ebenen der beiden 
BOschel sind. 

Mit Hilfe des Satzes 7 lässt sich folgender, insoferne derselbe nicht bereits 
nachgewiesen ist (Satz 4, 7 und 30), einfach begründen: 

76. Zwei projectivisch verwandte Grandgebilde der 
ersten Stufe können im allgemeinen immer in perspectivische 
Lage gebracht werden. 

Um eine Punktreihe gegen einen mit ihr projectivisch verwandten 
Ebenenbüschel in perspectivische Lage zu bringen, schneiden wir letzteren 
durch irgend eine Ebene und bringen die Reihe mit dem sich als Schnitt 
ergebenden Strahlenbüschel in perspectivische Lage (Satz 30). Dann liegt die 
Punktreihe offenbar auch perspectivisch gegen den Ebenenbüschel. 

Dass man einen Strahlenbüschel 8^ und einen mit 8^ projectivisch ver- 
wandten Ebenenbüschel JEJ, wenn keiner der Bttschel ein Parallelbüschel ist 
immer in perspectivische Lage bringen kann geht aus Folgendem hervor. 

Wird E durch eine Ebene geschnitten, welche senkrecht auf seiner Axe 

steht, so ist der entstehende Strahlenbüschel 8 mit 8^ projectivisch verwandt, 

es mnss daher in 8 und 8^^ entsprechende rechte Winkel geben. Bringt man 8 

und 8i dadurch in perspectivische Lage, dass man ein Paar entsprechender 

Schenkel, etwa r und r^ (Fig. 22 a.) der entsprechenden rechten Winkel rs und 

r^s^ coincidiren lässt, so müssen 8 und 8^ Scheine einer Punktreihe E werden, 

welche senkrecht auf rr^ steht, nachdem B gegen den unendlich ferne gelegenen 

p. oo^ Durchschnittspunkt der Strahlen s 

und S| convergirt. Setzen wir voraus, 

a und Oj wären irgend ein Paar sich 

entsprechender Strahlen von 8 und 

8^ , und der spitze Winkel rasei grösser 

als r^a^J so iiegt der Mittelpunkt des 

Büschels 8^ offenbar von E weiter 

entfernt, als jener des Büschels 8, 

woraus man auch schliessen kann, 

dass jeder andere spitze Winkel rb von 
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S grösser sein mnss, als der ihm entsprechende r^b^ im Bflschel /S|. Denkt man 
sich nan den Bflschel S, am E gedreht, so mnss sein Mittelpunkt in zwei ver- 
schiedenen Stellungen von S^ mit der Axe des Ebenenbüschels E zusammen- 
treffen. Für den Fall dieses Zusammentreffens aber liegt St gegen E perspectivisch. 

Damit der Mittelpunkt von S^ durch die angegebene Drehung dieses Bü- 
schels in die Axe von E zu liegen komme , ist es nothwendig, dass er, wie wir 
indirect vorausgesetzt haben, von E entfernter sei, als der Mittelpunkt von S. 
Trifft diese Voraussetzung nicht zu, ist nämlich jeder Winkel ra des Büschels 
S kleiner als der ihm entsprechende r^a, des Büschels 8,, so würde es nicht 
möglich sein auf die angegebene Weise S^ und E in perspectivische Lage zu brin- 
gen, wohl aber gelangen wir zu dem gewünschten Resultate, wenn wir in diesem 
Falle nicht r und r^ , sondern s und s^ (Fig. 22 b.) coincidiren lassen. Man er- 
hält dann als Durchschnitt von 8 und S^ wieder eine Reihe E^ welche senkrecht 
auf S8i steht und der Mittelpunkt von S^ ergibt sich in grösserer Entfernung 
von E, als der Mittelpunkt des Büschels S. Wird 8^ wie im ersten Falle um E 
gedreht , so gelangt sein Mittelpunkt bei zwei verschiedenen Stellungen des 
gedrehten Büschels in die Axe von E und in diesen zwei Stellungen liegt S^ 
gegen E perspectivisch. 

Würde irgend ein Winkel ra=rta^ sein, so wären auch ihre Complemente 
sa und s^a^ einander gleich, die beiden Büschel hätten demnach zwei gleiche 
entsprechende Winkel und müssten nach Satz 32 congruent sein. Dass in die- 
sem Falle S^ gegen E auch in perspectivische Lage gebracht werden kann ist 
selbstverständlich. 

Wie leicht einzusehen schliesst die Ebene des Büschels S^ in den zwei 
verschiedenen perspectivischen Lagen gleiche Winkel mit der Axe von E ein. 
Ist 8^ mit S congruent, so sind diese Winkel rechte und dann gehen die zwei 
SteUungen von 8^ in eine einzige über. 

Dass zwei projectivische Ebenenbüschel im allgemeinen auf unendlich 
viele Arten in perspectivische Lage gebracht werden können, lässt sich wie folgt 
zeigen. Heissen die beiden Büschel E und E^ und schneidet man E^ durch 
irgend eine Ebene, wodurch ein Strahlenbüschel 6\ zu Stande kommt, so kann 
8^, wie so eben erklärt wurde, gegen E in perspectivische Lage gebracht wer- 
den. Denkt man sich mit 8^ zugleich auch E^ verschoben, ohne dass 8^ und J?^ 
ihre gegenseitige Lage ändern, so muss offenbar, wenn 8^ gegen E perspectivisch 
liegt auch zwischen E und E^ dieselbe Beziehung stattfinden, nachdem E und 
E^ dann Scheine ein und desselben Strahlenbüschels S^ sind. Da ferner 8^ ein 
beliebiger ebener Schnitt von E^ ist und für jeden anderen Schnitt E und E^ 
im allgemeinen eine andere perspectivische Lage erhalten , so erscheint die 
oben aufgestellte Behauptung gerechtfertigt. 

Auf einfachere Art können E und E^ dadurch in perspectivische Lage 
gebracht werden, dass man irgend zwei entsprechende Elemente derselben zur 
Coincidenz bringt^ wie oben bereits erklärt wurde. 
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Aehnliche EbeDenbflschel sind solche projectivische Bflschel, 
deren unendlich ferne Elemente sich entsprechen. Demnach können nar Pa- 
rallel-Ebenenbflscbel einander ähnlich sein. 

Zwei Ebenenbflschel, deren Axen in endlicher Entfemang liegen, werden 
congrnent genannt, wenn je zwei einander entsprechende Fl&chenwinkel der- 
selben gleich sind. Zwei Parallel-Ebenenbttschel nennt man congrnent, wenn der 
Abstand von je zwei Ebenen des einen Büschels dem Abstände der entsprechen- 
den Ebenen des anderen gleich ist. 

Harmonische Ebenenbflschel heissen solche Bflschel , welche 
ans vier Elementen aßyd bestehen, deren Doppelverhältniss (aßyd) gleich der 
negativen Einheit ist. Es besteht somit für derartige Büschel die Gleichung 

sin ay sin ad 

sin ßy ' sin ßd ' 

oder 

sin ay sin ad 
sin yß sin ßö* 

Sowie in einem aus den Strahlen abcd bestehenden harmonischen Strah- 
lenbüscfael, für welchen die Gleichung (abcd) = — 1 gilt , gezeigt worden ist, 
dass a und b durch c und d getrennt sind, ebenso kann nachgewiesen werden,- 
dass die Ebenen a und ß durch die Ebenen y und d getrennt sein müssen. Man 
sagt desshalb und mit Rücksiebt auf das harmonische Verhaltniss, dass die 
Ebenen a und /? von den Ebenen ^ und d harmonisch getrennt sind, a 
und/?, sowie ^ und d nennt man auch harmonisch zugeordnete odea 
harmonisch conjugirte Elemente des Ebenenbüschels. 

77. Wird ein harmonischer Ebenenbüschel E durch 
irgend eine Gerade oder eine Ebene geschnitten, so ent- 
steht beziehungsweise eine harmonische Punktreihe E^oder 
ein harmonischer Strahlenbüschel 8 als Schnitt. 

Denn B und 8 sind mit E projectivisch verwandt (Satz 64), folglicA ist 
das Doppelverhältniss ihrer Elemente gleich jenem der Elemente von E, näm- 
lich gleich — 1. 

Aus dem Satze 67 folgt femer : 

78. Alle harmonischen Grundgebilde der ersten Stufe 
Bind unter einander projectivisch verwandt. 

Schneidet man drei beliebige Ebenen aßy eines Ebenenbüschels durch 
irgend eine Gerade und sucht zu den sich ergebenden Schnittpunkten ABC 
einen vierten Punkt D der schneidenden Geraden, welcher so gelegen ist, dass 
ABCD eine harmonische Punktreihe wird, so bilden die Ebenen aßy mit der 
durch D gehenden Ebene des Büschels einen harmonischen Ebenenbüschel. — 
Mit Hilfe des Satzes 77 lässt sich diese Behauptung leicht rechtfertigen. — Da- 
raus foigt auch, dass wenn man beliebig viele schneidende Gerade zieht und in 
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allen eineo Punkt 2) beBtimmt, die sämmtlichen Punkte D in einer einzigen 
Ebene d gelegen sein müssen. Analoge Beziehungen treten ein, wenn man drei 
beliebige Ebenen aßy eines Ebenen bttscbels durch irgend eine Ebene schneidet 
ond zu den drei Strahlen ahc des sich als Schnitt ergebenden Strahlenbflschels 
jenen Strahl d sucht, welcher mit abc einen harmonischen Bttschel bildet. Die 
durch d gehende Ebene d des Ebenenbttschels ist dann auch ein Element eines 
harmonischen Büschels aßyd. Werden aßy durch beliebig viele Ebenen geschnit- 
ten und bestimmt man zu allen sich ergebenden Strahlenbüscheln einen vierten 
Strahl d von der angegebenen Lage, so befinden sich alle diese vierten Strahlen 
in derselben Ebene des Ebehenbüschels. 

Die Construction eines harmonischen Ebeneubflschels , wenn drei seiner 
Elemente gegeben sind, bedarf wohl keiner besonderen Erklärung. Das wesent- 
liche dieser Construction besteht in der bekannten Bestimmung eines vierten 
Elementes einer harmonischen Pnnktreihc oder eines harmonischen Strahlen- 
bflschels. 

Der Analogie wegen, die zwischen harmonischen Strahlen- und Ebenen- 
bflscheln besteht, und um Wiederholungen zu vermelden, wollen wir die letzteren 
nicht weiter untersuchen. 

Zwei Ebenenbüschel, deren Axen coincidiren liegen concentrisch, 
oder wie man auch sagt, sind concentrisch. Schneidet man zwei solche Büschel 
durch irgend eine Gerade, so können die zwei entstehenden conjectivischen 
Punktreihen entweder einstimmig oder entgegengesetzt verlaufen. Im ersteren 
Falle verlaufen die beiden Ebenenbüschel einstimmig im letzteren entge- 
gengesetzt. Zwei entsprechende Elemente concentrischer Ebenen büschel, 
welche zusammenfallen werden Doppelebenen, Haupt ebenen oder 
auch Ordnungselemente genannt Bezüglich des Vorkommens und der 
Lage von Doppelebenen gegen jene Ebenen, welche entsprechende rechte Flä- 
chenwinkel einschliessen, gelten Sätze die den für concentrische Strahlenbüschel 
aufgestellten vollkommen analog sind. Wir unterziehen sie daher keiner speciel- 
len Untersuchung. 

Involutorisch sind zwei concentrische Ebenenbüschel, wenn die nicht 
entsprechenden Ebenen der entsprechenden rechten Flächenwinkel coincidiren. 
Man nennt jene zwei Ebenen, welche dann die letzteren Winkel bilden. Nor- 
malebenen. 

Die unter 49 bis 56 aufgestellten, sich auf Strahlenbüschel beziehenden 
Sätze, sowie der Satz 58 gelten auch für Ebenenbüschel, wenn man in denselben 
flberall statt „Strahlen^ „Ebenen^ setzt. Auch die Aufgabe in einem involuto- 
rischen Ebenenbflschel die Doppel- und Normalebenen zu ermitteln, lässt sich 
sehr leicht auf die für involutorische Strahlenbüschel bereits gelöste, analoge 
Aufgabe zurückführen ; wir betrachten sie daher nicht näher. Besonders anzu- 
führen wäre nur, dass ein involntorischer Ebenenbüschel , in welchem alle 
Paare sich entsprechender Ebenen auf einander senkrecht stehen, eine 
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rechtwinkelige Involution bilden und dass eine solche Involution, wie die 
gleichnamige zweier Strahlenbüschel immer einstimmig verlänft. (Satz 55.) 
Wird ein involutorischer EbenenbOschel dnrch irgend eine Ebene ge- 
schnitten, so entsteht ein involntorischer Strahlenbüschel. Die Normalstrah- 
len des letzteren liegen offenbar nicht immer in den Normalebenen des 
ersteren. Nur dann, wenn die schneidende Ebene senkrecht auf einer der 
Normalebenen steht, ist dies der Fall. 
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Zweiter Abschnitt. 

Ueber die Erzeugnisse zw^eier projectivischer 
Punktreihen und Strahlenbüschel, welche in der- 
selben Ebene liegen. 



a) Erseugruiii^ der Cunren zweiter Classe dureh projeetiylselie Punktreihen. 

Unter einem Erzeugnisse zweier in derselben Ebene befindlicher Pankt- 
reihen versteht man im allgemeinen jene Curve, welche die sämmtlichen Ver- 
bindungslinien von je zwei sich entsprechenden Punkten dieser Reihen berührt. 

Beistehende Fignr 23, in welcher R ond B^ zwei schief liegende projec- 
tivische Pnnktreihen sind, veranschaolicht das Zustandekommen dieser Curve. 
Man nennt letztere in Bezug auf alle Geraden, welche sie bertthrt, die einhül- 
le n d e oder auch u m h ü 1- rpig. 23.) 
1 e n d e Curve. 

Der Kürze des Ausdruckes 
wegen führen wir gleich hier 
ad, dass die Verbindungslinien 
der entsprechenden Punkte 
zweier projectivischer Punkt- 
reihen, welche sich iu dersel- 
ben Ebene befinden, Projec- 
tionsstrahlen genannt wer- 
den und im allgemeinen einen 
Strahlenbüschel zwei- 
ter Ordnung bilden. Die 
bisher betrachteten Strahlen- 
büschel werden im Gegensatze 
zu jenen der zweiten Ordnung, 
Büschel erster Ordnu ng genannt. 

Dass es im allgemeinen immer eine Curve gibt , welche s&mmtliche Projec- 
tionsstrahlen zweier Reihen berührt, folgt ans der gegenseitigen Lage dieser Strah- 
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len. Wir haben bereits ans Satz 17 geschlossen, dassman sich zwei projectivische 
Reihen dnrch gleichzeitige, stetige Bewegung zweier Punkte entstanden denken 
kann, welche in jedem bestimmten Momente ihrer Bewegung entsprechende Punkte 
sind. Hieraus lässt sich weiter schliessen, dass auch die Projectionsstrahlen 
stetig auf einander folgen und daher auf einander folgende Tangenten irgend 
einer Curve bilden. 

Die Träger der erzeugenden Reihen B und B^ (Fig. 23) 
sind ebenfalls Tangenten der umhüllenden Curve. Denn nennen 
wir die beiden Pankte der erzeugenden Reihen, in welchen sich die Träger die- 
ser Reihen schneiden, beziehnngweise E und F^ und die diesen Punkten ent- 
sprechenden E^ und JP, so bilden die Geraden EE^ und JPJ\, als Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte, Tangenten der umhAIlcnden Carve. Nachdem 
nun die Geraden EE^ und FF^ beziehungsweise die Träger von B und B^ sind, 
so erscheint obige Behauptung gerechtfertigt. 

Die Punkte E^ und JP, nämlich jene, welche den im Dnrchschnittspunkte 
der Reihen B und i2, vereinigten Punkten E und F^ entsprechen, sind zugleich 
die Berührungspunkte der Träger dieser Reihen, wie ans fol- 
gender Betrachtung klar wird. Von jedem Punkte der Reihe B können an die 
umhüllende Curve zwei Tangenten gezogen werden, nämlich die Gerade, welche 
den Träger von B bildet, und jene, welche den in B angenommenen Punkt mit 
seinem entsprechenden in B^ verbindet. Der Punkt F ist der einzige in B, von 
welchem aus sich keine zwei gesonderten , wohl aber zwei coincidirende Tan- 
genten ziehen lassen, denn hier fällt der Träger von B mit dem aus F gezogenen 
Projectionsstrahle zusammen . Verbindet man die Berührungspunkte von zwei 
aas einem beliebigen Punkte von B gezogenen Tangenten, so erhält man eine 
Berührungssehne der umhüllenden Curve. Diese Sehne erhält für die aus F 
gezogenen zwei Tangenten, welche coincidiren, die Länge gleich Null, und da 
bekanntlich in einem solchen Falle der Dnrchschnittspunkt der zwei Tangenten 
mit den Berührungspunkten zusammenfällt, so mnss F der Berührungapunkt des 
Trägers von B sein. — Dass E^ der Berührungspunkt des Trägers von B^ ist, 
lässt sich auf dieselbe Art nachweisen. 

An die umhüllende Curve können aus keinem Punk te mehr 
als zwei Tangenten gezogen werden. Denn verbindet man irgend einen 
Punkt P mit sämmtlichen Punkten von B und J2j, so entstehen zwei projec- 
tivische concentrische Strahlenbüschel, welche bekanntlich nicht mehr als 
zwei Doppelstrahlen enthalten. Da nun offenbar nur Doppelstrahlen In diesem 
Falle durch zwei entsprechende Punkte von B und B^ gehen, also Tangenten 
bilden können, so erscheint obige Behauptung gerechtfertigt. 

Der eben nachgewiesenen Eigenschaft wegen nennt man jede durch zwei 
projectivische Punktreihen erzengte Curve eine Curve zweiter Classe.*) 

*) Im allgemeinen heisst eine Curve, an welche sich ans keinem Punkte mehr 
als n Tangenten ziehen lassen, eine Curve nter Classe. 
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Sind in den erzeugenden Reiben B und E^ (Fig. 24.) drei Paare entspre- 
chender Ponkte ÄÄ^, BB^, CC^ gegeben, so ist nach Satz 11 jedes vierte Paar 
entsprechender Punkte DD^ nnzweidentig bestimmt. Es ist somit ancb jeder 
vierte Projectionsstrahl vollkommen bestimmt, sobald die Träger der erzeugen- 
den Reihen und noch drei Strahlen ÄÄ^, BB^, CC^ angenommen wurden. Be- 
zeichnen wir die genannten vier Strahlen, entsprechend den Punkten von B und 

(Fig. 24.) 



jßj, durch welche sie geben, durch a2)cJ und die Schnittpunkte des Strahles d 
mit a und b beziehungsweise durch M und ilf^, so schneiden sich die Verbin- 
dungslinien der Punkte 0, M und (7^, M^ in einem Punkte der Geraden A^B, 
wie aus Folgendem hervorgeht. Denkt man sich M mit ABCD und M^ mit 
A^B^C^D^ durch gerade Linien verbunden, so bilden diese Linien zwei pro- 
jectiviscbe Strahlenbflschel erster Ordnung, welche den Strahl d entsprechend 
gemein haben, also Scheine ein und derselben Punktreihe sein mOssen. Der Trä- 
ger dieser Reihe ist die Verbindungslinie der Punkte A^ und B, in welchen sich 
beziehungsweise die entsprechenden Strahlen MA^ -^fj^j und MB.M^B^ treffen; 
es liegt also auch der Durchschnittspunkt der sich entsprechenden Strahlen 
üfCund M^C^ in A^B, wie behauptet wurde. Da der Strahl d des Bflschels 
zweiter Ordnung ein ganz beliebiger ist, so gilt fQr jeden anderen Strahl dieses 
Boscheis dasselbe, was wir bezüglich d nachgewiesen haben. Die Geraden MC 
und M^C^ schneiden sich nämlich stets in einem Punkte der Geraden A^B, 
wenn M und M^ die Durchschnittspunkte irgend eines Strahles mit a und 6 
bezeichnen. 

Aus dieser Untersuchung geht hervor, dass man einen Strahl d, wenn R 
und 2?i und drei Strahlen abc gegeben sind, auch auf folgende Art erhält: Man 
nimmt irgend einen Punkt üf in a an, verbindet denselben mit G durch eine Ge- 
rade, welche A^B im Punkte schneidet und zieht die Gerade OC^ ; letztere 
schneidet den Strahl a im Punkte M^ der mit M verbunden einen vierten Strahl 
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des Büschels zweiter Ordnung gibt. Wird M im Punkte Ä angenommen, so fal- 
len und jSfj mit B zusammen, wählt man M in Äj^, so coincidirt M^ mit B^ ; 
man erkennt hieraus ebenfalls, dass die Träger der erzeugenden Reihen R und 
Rj Tangenten der erzeugten Gurve sind. 

Denkt man sich R, R^ sowie die Strahlen o&c gegeben und mit Bentttzung 
der in ^^ gelegenen Punkte alle Obrigen Strahlen d des Baschels zweiter 
Ordnung bestimmt, so bildet die Gesammtheit der Punkte eine Punktreihe, 
deren Träger A^B ist und alle Verbindungslinien der Punkte mit G und O, 
sind Strahlen zweier BOschel erster Ordnung, welche ihre Mittelpunkte in C und 
Cj haben. Diese zwei Bttschel liegen gegen einander perspectivisch, da sie Scheine 
derselben, auf ^i,^ befindlichen Punktreihe sind; sie mttssen daher auch projec- 
tivisch verwandt sein. Die Punktreihen, welche sich auf a und b als Schnitte 
der beiden Bttschel ergeben , sind demnach ebenfalls projectivisch und da die 
Elemente dieser Reihen auch als Durchschnittspunkte aller Strahlen d mit a 
und b aufgefasst werden können so folgt, dass a und 6 durch die Gesammtheit 
aller Obrigen Strahlen des Bflschels zweiter Ordnung in zwei projectivischen 
Punktreihen geschnitten werden. Dasselbe lässt sich nun offenbar bezQglich eines 
beliebigen anderen Paares von Strahlen ebenfalls nachweisen, da a und b will- 
kttrlich angenommen wurden, wir können somit den Satz aufstellen : 

1. Je zwei Strahlen eines Büschels zweiter Ordnung wer- 
den von allen übrigen Strahlen desselben in zwei projectivi- 
schen Punktreihen geschnitten. 

Da jeder Strahl eines Büschels zweiter Ordnung eine Tangente der um- 
hüllenden Gurve des letzteren ist , so kann dieser Satz auch in folgender Weise 
ausgedrückt werden: Je zwei Tangenten einer Gurve zweiter Glasse 
werden durch alle übrigen Tangenten dieser Gurve in zwei pro- 
jectivischen Pnnktreihen geschnitten. 

Daraus geht nun hervor, dass man statt der Puuktreihen R und R^ 
(Fig. 24) irgend zwei andere, auf zwei Projectionsstrahlen befindliche Reihen 
als erzeugende Reihen jener Gurve betrachten kann, welche durch R und R^^ 
bestimmt wird. Letztere Reihen nehmen also keine bevorzugte Stellung ein; 
ihre Träger sind eben auch nur Strahlen des Büschels zweiter Ordnung. 

Nachdem sämmtliche Strahlen des Büschels zweiter Ordnung sich bestim- 
men lassen, sobald die Träger von R und R^ und drei beliebige Strahlen abc 
gegeben sind, so folgt der Satz : 

2. Eine Gurve zweiter Glasse ist durch fünf ihrer 
Tangenten vollkommen bestimmt. 

Die Strahlen c^cd bilden mit den Trägern der Reihen R und R^^ ein 
Sechseck, welches der Gurve zweiter Glasse umschrieben ist. Wie oben bewiesen 
wurde, schneiden sich die Verbindungslinien der gegenüberliegenden Ecken 
dieses Sechseckes (nämlich solcher Ecken, zwischen welchen beiderseits drei 
Seiten liegen) in ein und demselben Punkte 0. Die Reihenfolge der Seiten des 
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Sechseckes ist eine ganz beliebige, da in dieser Beziehung keine bestimmte 
Yoraussetzong gemacht wurde. Wir können somit den Satz aufstellen : 

3. Die Verbindungslinien der gegenüberliegenden Ecken 
eines Sechseckes, welches einer Onrve zweiter Glasse 
umschrieben ist, schneiden sich in ein und demselben'Pnnkte, 
wie man auch die Reihenfolge der Seiten des Sechseckes 
w & h 1 1. 

Dieser Satz wurde von Brianchon zuerst aufgestellt (1806) und wird 
daher der Brianchon'sche Satz genannt. 

Ans obigen (an die Fig. 24 geknüpften) Betrachtungen folgt auch, dass 
einem Sechsecke immer eine Curve zweiter Glasse eingeschrieben werden kann, 
wenn die Verbindungslinien der gegenflberliegenden Ecken sich in ein und 
demselben Punkte schneiden. 

Es wurde bereits gezeigt, dass man ans jedem Punkte einer beliebigen 
Geraden t, welche eine Gurre zweiter Glasse berührt (z. B. des Trägers der 
Reihe B Fig. 23) noch eine zweite von t verschiedene oder mit t coincidirende 
Tangente an letztere Gurve ziehen kann. Ausser den Punkten, durch welche 
sich eine oder zwei Tangenten an eine Gurve zweiter Glasse ziehen lassen, gibt 
es auch solche in der Ebene einer jeden Gurve dieser Art, aus denen sich keine 
reelle Tangente ziehen lässt. Es sind dies Punkte, durch welche kein Strahl des 
Boscheis zweiter Ordnung geht und von denen man sagt, dass sie innerhalb 
der Gurve zweiter Glasse liegen, im Gegensatze zu den in irgend einem Strahle 
dieses Büschels gelegenen Punkten, welche man ausserhalb liegende Punkte 
nennt, wenn sie nicht der Gurve selbst angehören. Wir können daher sagen: 
Von einem in der Ebene einer Gurve zweiter Glasse befindlichen Punkte kann 
man zwei gesonderte, zwei coincidirende, oder keine reellen 
Tangenten an diese Gurve ziehen, je nachdem der Punkt ausserhalb, in der 
Gurve, oder innerhalb derselben liegt. 

Der Fall , in welchem von einem Punkte P sich keine reellen Tangenten 
ziehen lassen, entspricht dengenigen, wo die beiden Strahlenbüschel, welche 
ihren Mittelpunkt in P haben und Scheine der erzeugenden Reihen M und M^ 
der Gurve zweiter Glasse sind, nur iroagin&re Doppelstrahlen besitzen. Diese 
Doppelstrahlen können nämlich, da sie auch Strahlen des Büschels zweiter 
Ordnung sind, als Tangenten, und zwar als imaginäre Tangenten der 
Gurve betrachtet werden. Berücksichtigt man daher das Vorhandensein der 
letzteren, sowie den Umstand, dass durch jeden Punkt einer Gurve zweiter 
Glasse eigentlich zwei coincidirende Tangenten gehen, wie bereits erklärt wurde, 
so lässt sich behaupten, dass von jedem beliebigen Punkte der Ebene einer 
Gurve zweiter Glasse zwei Tangenten an diese gezogen werden können. 
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b) Enengimg der Curren zweiter Ordnniig dureh projeetiTkehe 
Strahlenbttsehel. 

Die Gesamrotbeit aller Durchscbnittspankte von je einem Paare sieb 
entsprechender Strahlen zweier projectiviscber Strahl enbflschel, welche sich in 
derselben Ebene befinden, bilden im allgemeinen eine Carve, die man ein 
Erzeugniss oder aach den Durchschnitt der beiden Strahlen- 
bttsehel nennt 

Fig. 25 veranschaalicht die Entstehung einer solchen Cnrye. 
Aas dem Satze 19. haben wir bereits geschlossen, dass man sich zwei 
projectivische Strahlenbfischel immer dnrch die gleichzeitige, stetige Drebong 
zweier Geraden entstanden denken kann, welche in jedem bestimmten Momente 
ihrer Drehung entsprechende Strahlen beider Bflschel bilden. Daraus folgt, dass 
wenn die eine Gerade ihre Lage nur unendlich wenig ändert, auch die andere 
sich um unendlich wenig weiter dreht. Es müssen also auch die Durchschnitts- 
punkte zweier Paare sich entsprechender Strahlen, wenn diese Paare sich 

unendlich nahe liegen, ebenfalls unendlich 
^ ^^' wenig von einander entfernt sein, daher bilden 

die Durchschnittspunkte aller Paare entspre- 
chender Strahlen eine stetige Aufeinanderfolge 
von Punkten, nämlich, wie wir behauptet 
haben, eine Gurve. 

Die Mittlpunkte Jtf und M^ der 

erzeugenden Strahlenbttsehel S 

und 8^ rottssen auch der Gurve 

angehören, denn die Gerade jSfitf,, als 

Strahl des Bttschels Si betrachtet, schneidet 

den ihr entsprechenden Strahl des Bttschels 

8 in 3f, und auch M^ ist der Durchschnittspunkt zweier entsprechender 

Strahlen , nämlich der Geraden MM^ , als Strahl des Bttschels S betrachtet 

und des diesem Strahle entsprechenden des Bttschels 8^. 

Bezeichnet Ä irgend einen Punkt der erzeugten Cnrve und denkt man 
sich die Strahlen MÄ und M^Ä so gedreht, dass ihr Durchschnitt Ä sich stets 
in der Gurve befindet, wobei MÄ und MiA immer entsprechende Strahlen 
bleiben, so ist jeder dieser Strahlen eine Secante der in Rede stehenden Gurve, 
wenn Ä nicht mit M oder M^ zusammenfällt. Goincidirt Ä mit üf, so geht die 
Secante MÄ in eine Tangente ttber, deren Berührungspunkt M ist. Sie bildet 
dann offenbar jenen Strahl von 8 der dem Strahle M^Ä, oder was hier dasselbe 
ist, dem Strahle M^M des Bttschels 8^ entspricht. Fällt Ä mit M^ zusammen, 
so geht die Secante M^Ä in eine Tangente ttber, welcher als Strahl des 
Bttschels S, betrachtet, der Strahl üfZbfj des Bttschels 8 entspricht. Daraus 
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ergibt dch also: Die in den Mittelponkten der beiden Bttschel 
8 und iS, an den Darchschnitt der letzteren gezogenen 
Tangenten sind jene Strahlen von S ond S^j welche der 
Yerbindnngslinie der Mittelpunkte entsprechen, wenn 
man diese Linie einmal als Strahl des Bflschels S,, dann 
als Strahl des BOschels 8 betrachtet 

Eine dorch zwei projeetivische S t r ah 1 e n bfl s ch el 
erzeugte Garve wird von keiner Geraden in mehr als 
zwei Punkten geschnitten. Selbstverständlich kann eine Gerade, 
welche nicht in der Ebene der Curve gelegen ist, höchstens einen Pankt mit 
der Corve gemein haben, da letztere eben ist Liegt die Gerade in der Ganren- 
ebene selbst, so schneidet sie die erzeugenden Strahlenbüschel in zwei 
conjectivischen Punktreihen, welche bekanntlich nicht mehr als zwei Doppel- 
punkte haben können. Diese Punkte gehören der Gurve an, da sich in ihnen 
zwei entsprechende Strahlen der beiden Büschel schneiden ; sie sind also die 
Durchschnittspunkte der Geraden mit der Gurve. Daher erscheint obige 
Behauptung gerechtfertigt 

Der eben nachgewiesenen Eigenschaft wegen heisst man jede durch zwei 
projeetivische Strahlenbüschel erzeugte Gurve eineGurvezweiterOrdnnn g.*) 

Sind die Mittelpunkte „. 

M und M^ (Fig. 26) der '^' 

beiden, eine Gurve zweiter 
Ordnung erzeugenden Strah- 
lenhüsehel iSund i8|, sowie 
drei beliebige andere Punkte 
ABC dieser Gurve gegeben, 
so ist letztere voll- 
kommen bestimmt, da 
in den zwei Büscheln 8 und 
8^ dann drei Paare sich ent- 
sprechender Strahlen, n&m- 
lich die Verbindungslinien 
der Punkte M und M^ mit 

A, B und C gegeben erscheinen, also nach Satz 11 das ganze Strahlensystem 
von 8 und 8^ bestimmt ist. 

Nehmen wir nun an D sei ein beliebiger sechster Punkt der Gurve, woraus 
folgt, dass dem Strahle MD der Strahl M^B entspricht, und verbinden wir 
A und B mit dem Punkte D durch gerade Linien, so schneidet BB den Büschel 
Sin einer Punktreihe JS, welche jener Reihe R^ projectivisch verwandt ist, die 



♦) Im allgemeinen wird eine Curve, welche von keiner Geraden in mehr als n 
Pankten geschnitten wird, eine Curve nter Ordnung genannt 
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sich als Schnitt der Geraden AD mit dem BOschel 8^ ergibt. Nachdem R and 
jßj den Pnnkt D entsprechend gemein haben, so liegen sie perspecdviscb, es 
mflssen sich daher die säromtlichen Verbindungslinien entsprechender Pankte 
dieser Reihen in einem einzigen Pankte schneiden. Ist a der Schnittpankt der 
Geraden MA and BD, ferner ß der Schnittpankt von M^B and AD, so 
entspricht dem Pankt Ain R^ der Pankt a in i^ and dem Pankte B in R der 
Pankt ß in R^, es sind demnach Aa and Bß^ oder was dasselbe ist, MA and 
M^B Yerbindangsllnien entsprechender Pankte von R and R^. Der Darch- 
schnittspankt M^ von MA and M^B ist somit jener Pankt, in welchem sich 
s&mmtliche Verbindungslinien entsprechender Punkte von R und R^ schneiden, 
n&mlich der Mittelpunkt eines Strahlenbttschels 8^, von welchem R und R^ 
Schnitte bilden. Nennen wir / den Schnittpankt von MO und BD und y^ den 
Schnittpankt von M^C und ÄD, so sind y ond y^ entsprechende Pankte von R 
and JSj, da der Strahl MC des BQschels 8 dem Strahle Jtf^C des Büschels S^ 
entspricht. Verbindet man y und y^ durch eine Gerade, so muss dieselbe darch 
M^ gehen, da sie einen Strahl des Büschels Sq bildet. Wir schliessen daraus, 
dass, wie auch der sechste Punkt D der Gurve zweiter Ordnung gelegen sein 
mag, die Durchschnittspunkte y, M^ und y^ der gegenüberliegenden Seiten des 
Sechseckes MADBM^ C, nämlich solcher Seiten, zwischen welchen beiderseits 
zwei andere Seiten liegen, sich stets in einer Geraden befinden. 

Daraus ergibt sich folgende Construction zur Bestimmung irgend eines 
sechsten Punktes D der Curve zweiter Ordnung, wenn die Punkte MM^AB und 
O gegeben sind. Man zieht aus ^i eine beliebige Gerade, welche M^C in y^ 
schneidet, verbindet y^ mit M^ und den Schnittpunkt y von M^yi und MC mit B, 
Der Durchschnittspunkt von Ay^ mit By ist dann ein Punkt der Curve 
zweiter Ordnung. 

Aus dieser Construction ist auch zu ersehen, dass die Mittelpunkte M und 
Ifj der erzeugenden Strahlenbüschel Punkte der Curve zweiter Ordnung sein 
müssen, denn zieht man statt der Geraden Ay^ die Gerade AM oder AM^ und 
führt die eben erklärte Construction durch, so erhält man beziehungsweise M 
oder Ml als einen Punkt der Corve. 

Denkt man sich unendlich viele Punkte D in der Curve zweiter Ordnung 
mit A und B verbanden, so ergeben sich unendlich viele Paare sich entspre- 
chender Punkte y und y^, welche alle beziehungsweise in MC und üf^O liegen 
und auf diesen Geraden zwei Punktreihen bilden. Letztere Reihen müssen 
projectiviscli verwandt sein, da sie Schnitte dos Büschels 8^ sind, es wird also 
anch der Strahlenbüschel, welcher durch die Verbindungslinien sämmtlicher 
Punkte y mit B entsteht, jenem Strahlenbüschel projectivisch verwandt sein, 
dessen Strahlen die Verbindungslinien aller Punkte y^ mit A bilden. Diese zwei 
Strablenbüschel, deren Mittelpunkte die beliebig angenommenen Pankte A und 
B der Curve zweiter Ordnung sind, schneiden sich in Punkten D derselben 
Curve zweiter Ordnung, welche den Schnitt von 8 und 8^ bildet. Daraus folgt : 
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4. Die Verbindangsiinieii sämmtlicher Punkte einer 
Carve zweiter Ordnnng mit irgend zwei Punkten derselben 
Gorve bilden zwei projectivische Strahlenbflschel. 

Eine Corve zweiter Ordnnng kann demnach immer als Erzengniss zweier 
projectivischer StrahlenbQschel betrachtet werden, deren Mittelpunkt irgend 
zwei Punkte dieser Gurye sind. Die Punkte M und ilf, erscheinen also den 
übrigen Curvenpunkten gegenüber durch nichts ausgezeichnet, da je zwei 
beliebige andere , z. B. ^ und B , Fig. 26, der letzteren als Mittelpunkte 
von Strahlenbttscheln betrachtet werden können , deren Er/euguiss dieselbe 
Curve zweiter Ordnung ist. 

Da beliebig viele Punkte einer Curve zweiter Ordnung sich, wie oben 
gezeigt wurde, unzweideutig bestimmen lassen, sobald fünf Punkte (MM^ABC) 
derselben gegeben sind, so folgt: 

5. Eine Curve zweiter Ordnung ist durch fünf ihrer 
Punkte vollkommen bestimmt. 

Die sechs Verbindungslinien von je zwei aufeinander folgenden von den 
sechs Punkten MADBM^ C bilden ein der Curve zweiter Ordnung einge- 
schriebenes Sechseck. Bezüglich desselben wurde bereits nachgewiesen, dass die 
Durchschnittspunkte yM^y^ von je zwei einander gegenüberliegenden Seiten, 
nämlich solchen, zwischen welchen beiderseits noch zwei andere Seiten liegen, 
sich in ein und derselben Geraden befinden. Die Reihenfolge der Ecken des 
Sechseckes ist eine ganz beliebige, da wir in dieser Beziehung keine bestimmte 
Voraussetzung gemacht haben. Es gilt daher folgender Satz : 

6. Die Durchschnittspunkte der gegenüberliegenden 
Seiten eines Sechseckes, das einer Curve zweiter Ordnung 
eingeschrieben ist, liegen in ein und derselben Geraden, 
wie man auch die Reihenfolge der Ecken des Sechseckes 
wählt. 

Dieser wichtige Satz wurde von Pascal (1623 — 1662) zuerst aufgestellt, 
daher nennt man ihn den PascaTschen Satz. 

Aus den obigen (an die Fig. 26 geknüpften) Untersuchungen geht auch 
hervor, dass einem Sechsecke sich immer eine Curve zweiter Ordnung 
umschreiben lässt, sobald die Durchschnittspunkte der gegenüberliegenden 
Seiten sich in ein und derselben Geraden befinden. Durch fünf Eckpunkte 
MABM^ C ist nämlich die Curve bestimmt und durch den sechsten Punkt D 
mnss sie gehen, da AJ) und BD entsprechende Strahlen von zwei erzeugenden 
Büscheln sind, deren Mittelpunkte wir uns in A und B denken. 

Dass die Erzeugnisse zweier projectivischer Strahlenbüschel von keiner Ge- 
raden in mehr als zwei Punkten geschnitten werden , haben wir damit begründet, 
dass zwei conjectivische Punktreihen, welche durch den Schnitt der beiden erzeugen- 
den Büschel mit irgend einer in ihrer Ebene gelegenen Geraden entstehen, höch- 
stens zwei reelle Doppelpunkte haben können. Nachdem in solchen Reihen auch coin- 

Standigl: Lehrbncli der neueren Geometrie. 7 
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cidirende and imaginäre Doppelpunkte möglich sind, so kann eine Onrve zweiter 
Ordnung von einer Geraden auch in zwei coincidirenden, oder in 
zwei imaginären Punkten geschnitten werden. Mit Berflcksichtignng 
der coincidirenden und imaginären Schnittpunkte kann man demnach sagen, dass 
eine Curvc zweiter Ordnung von einer in ihrer Ebene liegenden Geraden immer 
in zwei Punkten geschnitten wird. 



e) Beweise fttr die IdentitSt der Curven zweiter Classe mit jenen zweiter 

Ordnung. 

In Fig. 27 seien B und i^ zwei eine Gurve zweiter Glasse erzeugende 
Punktreihen und ÄÄ^, BB^ zwei Paare entsprechender Punkte der letzteren, 
woraus folgt, dass die Geraden AA^ und BB^ Tangenten der erzeugten Curvc 
sind. Die Träger von 72 und R^ bilden mit den Geraden AA^ und BB^ ein 
Viereck, welches der Curve zweiter Classe umschrieben ist. Die Berührungs- 
punkte der Seiten AB^ BB^, ^i^i ^^^ A^ dieses Viereckes seien beziehungs- 
weise ETF^ und M. 

Es wurde bereits gezeigt, dass jede Tangente, welche aus einem Punkte 
einer Curve zweiter Classe an letztere gezogen werden kann, eigentlich zwei 
coincidirende Tangenten bildet und dass man sich als Durchschnittspunkt 
(Fig. 27.) solcher coincidirender Tangenten ihren Be- 

rührungspunkt zu denken hat. Wir können 
daher annehmen, dass die Tangente AA^, 
sowie BB^ aus je zwei Tangenten bestehen, 
die sich beziehungsweise in Jf und T schneiden. 
Das Viereck ABB^A^ kann somit als ein der 
Curve zweiter Classe umschriebenes Sechseck 
betrachtet werden, in welchem die Berührungs- 
punkte M und T Eckpunkte sind, es müssen 
sich also dem Brianchon'schen Satze (Satz 
2» zweiter Abschnitt) zufolge die Verbindungs- 
linien der gegenüberliegenden Ecken AB^, 
A^^Bnn^ MT in ein und demselben Punkte 
schneiden. Betrachten wir die Berührungs- 
punkte E und F^ als Eckpunkte eines der Curve zweiter Classe umschriebenen 
Sechseckes AEBB^F^A^ und wenden auf dasselbe den Brianchon'schen Satz 
an, so zeigt sich dass auch die Verbindungslinie der Punkte E und jP, durch 
den Punkt gehen muss. Daraus folgt, dass umgekehrt der Durchschnittspunkt 
der Geraden AB^ und A^B immer in der Geraden EF^ gelegen ist, welche 
Lage auch die Tangenten AA^ und BB^ haben mögen. 

Denken wir uns nun die Geraden AB^ AA^ und A^ B^ unbeweglich, 
während die Gerade BB^ sich so bewegen soll, dass sie in jeder Lage eine 
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Tangente der Oarve zweiter Classe bildet. Der Bertthrnngspankt T der 
beweglichen Geraden wird dann nach nnd nach mit allen Onrvenpankten 
znsammenfollen nnd die sftmmtlichen Verbindungslinien des Punktes M mit 
allen Punkten T werden einen StrahlenbOschel bilden, den wir durch 8 bezeichnen 
wollen. Einen zweiten Strahlenbfischel 1^ kann man sich durch die sämmtlichen 
Verbindungslinien ÄB^ entstanden denken ; derselbe liegt gegen 8 perspec- 
tivisch, da sowohl fif, als auch ff Scheine der auf EF^^ durch die Punkte 
gebildeten Punktreihe sind. 8 und ff mflssen somit projectivisch verwandt sein« 
woraus folgt, dass 8 auch mit B^, welche Reihe als ein Schnitt des Büschels ff 
betrachtet werden kann, projectivisch ist und daraus ergibt sich endlich, dass 8 
sowohl mit B^ als auch mit B^ projectivisch verwandt sein muss. 

Nachdem die Tangente ÄÄ^ ganz beliebig gewählt wurde, so gilt 
bezflglich jeder anderen Tangente dasselbe, was wir fflr AÄ^ nachgewiesen 
haben, nämlich dass die Verbindungslinien des BerQhrungspunktes (üf) mit 
allen Bertthrungspunkten (T) der beweglichen Tangente BB^ einen Strahlen- 
bttschel bilden, welcher mit B und B^ projectivisch ist. 

Nehmen wir nun an, ausser dem Punkte M der Curve zweiter Classe, sei 
noch irgend ein zweiter Cnrvenpunkt M^ mit allen Punkten T verbunden 
worden, so haben wir zwei Strahlenbüschel 8 und iS,, deren Mittelpunkte M und 
M^ sind. Diese beiden Büschel mflssen projectivisch sein, da jeder derselben, 
wie soeben bewiesen wurde, mit B und B^ projectivisch ist. Es lässt sich nun 
zeigen, dass je zwei Strahlen von 8 und 8^, die sich in einem Curvenpunkte T 
schneiden , entsprechende Strahlen sind. Der Strahl MT entspricht nämlich dem 
Punkte B^ der Reihe B^ und dies ist offenbar auch dann der Fall, wenn man 
sich M an die Stelle üf^ denkt. Daraus geht nun hervor, dass die durch B und 
B^ erzeugte Curve zweiter Classe immer auch als ein Erzeugniss zweier 
projectivischer Strahlenbüschel erhalten werden kann. Es ist somit jede 
Cnrve zweiter Classe auch eine Curve zweiter Ordnung. 

Aus dieser Untersuchung folgt auch der Satz : 

7. Die Punktreihen B und B^, welche auf irgend zwei 
festen Tangenten einer Curve zweiter Classe durch eine 
dritte bewegliche Tangente ^entstehen, sind jenem Strahlen- 
büschel 8 projectivisch verwandt, der durch alle Ver- 
bindungslinien irgend eines festen Punktes dieser Curve 
mit den Berührungspunkten von t gebildet wird. Entspre- 
chende Elemente von 22, 22, nnd 8 sind solche, welche sich 
für ein und dieselbe Lage von t ergeben. 

Wir wollen nun zeigen, dass jede Curve zweiter Ordnung auch eine Curve 
zweiter Classe ist. 

M und M^ (Fig. 28) seien die Mittelpunkte zweier eine Curve zweiter 
Ordnung erzengender Strahlenbüschel 8 und 8^ ; ferner nehmen wir an, Ä und 
B wären irgend zwei beliebige Punkte dieser Curve. In Ä und B sei je eine 

7* 
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Tangente an die Garve gezogen und jede dieser Tangenten denken wir ans als 
eine Secante, deren zwei Durchschnittspnnkte einander anendlich nahe liegen. 

Letzterer Yoraassetzang ge- 
(Fig. 28.) jjjjgg bilden die genannten 

Tangenten mit den Tier Gera- 
den MÄ, M^A, MB and MiB 
ein der Gurve eingeschriebenes 
Sechseck. Die gegenflberliegeu- 
deu Seiten desselben sind MÄ, 
M^B, dann MB^ M^Ä und die 
beiden in A and B gezogenen 
Tangenten ; es liegen somit 
die Durcbschuittspunkte C, E 
und F dieser Linien dem 
. Satze 6 dieses Abschnittes 
zufolge in ein und derselben 
Geraden. 

SindüfD und M^D die 
beziehungsweise in itf und M^ an die Gurve zweiter Ordnung gezogenen Tangeu- 
ten, so liegt der Punkt 2>, in welchem sich MD und M^D schneiden, ebenfalls 
in jener Geraden, die durch C, E and F bestimmt wird, denn die sechs Geraden 
MA, M^A, MB, M^B, MD, M^D bilden auch ein der Gurve zweiter Ordnung 
eingeschriebenes Sechdeck, es müssen daher C, D und JEJ, also auch F sich in 
ein und derselben Geraden befinden. 

Stellen wir uns nun vor, der Punkt A verändere seine Lage in der Gorve. 
Die Folge dieser Aenderung ist, dass auch die Linien JtfA, M^A und AF ihre 
Lage ändern, während die Geraden MB, M^B and die in Jf, B und M^ gezo- 
genen Tangenten in Ruhe bleiben. Von den vier Punkten C, D, E und F bleibt 
somit nur D an derselben Stelle, während C in der Geraden M^B und F in der 
im Punkte B gezogenen Tangente seinen Ort verändert. Jedenfalls aber liegen 
C, D und F immer in ein und derselben Geraden. 

Wenn nun der Punkt A sich so bewegt, dass er stets in der Gurve bleibt, 
so bildet jede Gerade MA einen Strahl des Bttschels 8 and alle Punkte C 
gehören einer Punktreihe R an, welche durch den Schnitt des BQschels 8 mit 
der Geraden M^B entsteht. Ebenso bilden alle Geraden DC einen Strahlen- 
bQschel S' dessen Mittelpunkt D ist, und welcher gegen 8 perspectivisch liegt, 
nachdem 8 und ff Scheine der Reihe B! sind. Die sämmtlichen Punkte F, wo 
alle in den verschiedenen Lagen von J. an die Gurve gezogenen Tangenten AF 
jene Gerade schneiden, welche die Gurve in B berührt, bilden ferner eine Punkt- 
reihe, die wir B nennen wollen. Diese Reihe kann als ein Schnitt des Strahlen- 
bQschels S mit der in B gezogenen Tangente betrachtet werden, es sind somit 
B und B! Schnitte ein und desselben StrahlenbQschels, folglich massen sie 
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projecüvisch sein. Da non 8 gegen B^ perspectivisch liegt, so sind 8 and R, also 
aach 5j and R projectivisch verwandt. 

Der Panki B warde in der Carve beliebig gew&hlt, daher mnss fQr jede 
in irgend einem andern Oarvenpnnkte gezogene Tangente dasselbe gelten , was 
wir ftlr die in B berührende Gerade nachgewiesen haben. Es lässt sich somit 
behaopten, dass die Dnrchschnittsponkte irgend einer von dem Träger der Reihe 
R verschiedenen Tangente mit den sAmmtlichen Lagen der beweglichen Tangente 
AF ebenüalls eine Ponktreihe i^^ bilden, welche sowohl mit 5, als anch mit 5, 
projectivisch ist Daraas folgt, dass E and R^ anter sich projectivisch sein 
mflssen nnd nachdem die bewegliche Tangente ÄF in jeder ihrer Lagen ent- 
sprechende Punkte von R ond 2?^ verbindet, da der Pankt F der Reihe jß, also 
aoch der Durchschnitt von ÄF mit R^ immer dem Strahle MÄ des BOschels 8 
entspricht, so kann die in Rede stehende Carve aacb als ein Erzengniss zweier 
projectivischer Reihen R and R^ betrachtet werden. Es ist daher jede 
Carve zweiter Ordnung aach eine Carve zweiter Classe. 

Aas dem umstände, dass jede Carve zweiter Classe eine Carve zweiter 
Ordnung and umgekehrt jede Carve zweiter Ordnung eine Carve zweiter Classe 
ist, folgt, dass diese beiden Curvengattongen identisch sind. 



(Fig. 29.) 



d) Beweise für die IdentitXt der Curven zweiter Ordnung nnd Classe mit den 

Kegelsehnittslinien. 

Devor wir unsere Untersuchangen über die Erzeugnisse projectivischer 
Pnnktreihen und StrahlenbOschel, welche in derselben Ebene liegen, fortsetzen, 
wollen wir nachweisen, dass diese Erzeugnisse mit den Kegelsehnittslinien iden- 
tisch sind. Um den Beweis dafür herzustellen, zeigen wir, dass durch jedes solche 
Erzeugniss sich immer eine Kegelfl&che zweiten Grades legen lässt. 

In Figur 29 seien R und R^ die eine Curve zweiter Classe erzeugenden 
Punktreiben. Der Durchschnittspunkt der letzteren heisse Ä und der Berührungs- 
punkt des Trägers von R mit der erzeug- 
ten Curve sei B, Wir construiren nun in 
der Curven ebeneeinen Kreis von beliebigem 
Halbmesser, welcher den Träger von R, 
also auch die Curve zweiter Classe , im 
Punkte jB berührt. Von irgend einem Punkte 
der Reihe J2, etwa von D aus, ziehen wir 
sodann eine Tangente an die Curve zweiter 
Classe und eine zweite Tangente an den 
Kreis. Der Durchschnittspunkt der ersteren 
Tangente mit dem Träger von R^ sei D^ 
und der Durchschnitt der zweiten Tangente 
mit einer aus A ebenfalls an den Kreis 
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gezogenen Tangente heisse D,. Fttr jeden in B gewählten Pankt D erhftlt 
man dnrch diese Gonstruction ein Paar solcher Durchschnittsponkte D^ nnd D^. 
Sämmtliche Punkte DundD^ bilden die erzeugenden Reihen i^ond 22|, wAhrend 
durch die Punkte D^ eine neue Reihe entsteht, welche wir B^ nennen wollen. 

£8 lässt sich nun leicht zeigen, dass B und B^, also auch B^ und B^ pro- 
jectivisch verwandt sind. Der Kreis bat nämlich, sowie jede Gurve zweiter 
Classe überhaupt, die Eigenschaft, dass die Durchschnittspunkte zweier beliebiger 
Tangenten mit allen übrigen Tangenten der Gurve zwei projectiviscbe Punkt- 
reihen bilden. 

um dies nachzuweisen, betrachten wir die Figur 30. — t und t^ seien 
Tangenten, welche einen Kreis in den beliebig gewählten Punkten M und M^^ 
berühren. Ä , B und G nennen wir ferner drei andere beliebige Punkte des 

Kreises und a, ß, r> ^^ ßu Vx ^^ 
^ ^* *' Durchschnitte von i und *, mit den 

in ^, ^ und G gezogenen Tangenten. 
Verbindet man die Punkte a, ß und 
y mit dem Mittelpunkte üf^ des Krei- 
ses, so bilden die so erhaltenen Ge- 
raden einen Strahlenbüschel S^^ wel- 
cher jenem Büschel B congruent ist, 
der durch die Verbindungslinien des 
Punktes M mit A, B und G gebildet 
wird, denn die Strahlen von £f, näm- 
lich die Sehnen MA, MB, JlfC7 stehen 
beziehungsweise senkrecht auf den 
Geraden M^a, M^ß, M^y. Da nun 
der aus den Sebnen M^A, M^B und 
M^G gebildete Strahlenbüschel 8^ 
dem Büschel 8 congruent ist, nach- 
dem die auf gleichen Bögen aufstehenden Umfangswinkel AMB und AM^B, 
sowie PiEfC7 und PlfjC einander gleich sind, so ist 8^ auch jenem Strahlen - 
büschel 8^ congruent, der entsteht, wenn man M^ mit a^, ß^ und y^ verbindet, 
oder, was dasselbe ist, von M^ auf die Sebnen M^A, M^B und itf^O Senkrechte 
fällt. Die auf den Tangenten t und f, sich ergebenden Pnnktreiben aßy und 
^i/^i/i ^^^^ somit Schnitte zweier congruenter, also auch projectivisch verwand- 
ter Strahlenbüscbel 8^ und S3, daher müssen diese Reihen ebenfalls projectivisch 
verwandt sein. Für irgend ein anderes Paar von Tangenten gilt offenbar das- 
selbe, was für die beliebig gewählten Tangenten t und t^ bewiesen wurde, es 
erscheint somit obige Behauptung gerechtfertigt — Zu bemerken ist noch, 
dass je zwei entsprechende Punkte der auf t und t^ liegenden Reihen, 
z. B. a nnd a^, wie leicht einzusehen, sich in ein und derselben Tangente 
befinden« 
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In Figur 29 sind AB and ÄD^ Tangenten eines Kreises, welche von einer 
dritten DD^ geschnitten werden, es bilden also , dem Vorherc^ehenden zufolge, 
alle Punkte D und D^ zwei projectivische Punktreiheu E und i^^ ^^ ^^^" ^ 
und E^ projectiviscb sind, so müssen es auch E^ und E^ sein. 

Nachdem D^ und D^ entsprechende Punkte von E^ und E^ sind, so folgt, 
dass diese Reihen den Punkt Ä entsprechend gemein haben, wie leicht einzu- 
sehen ist, wenn man sich den Punkt D im Berührungspunkte B gewählt denkt. Die 
beiden Reiben liegen also perspectivisch und alle Verbindungslinien D^D^ ent- 
sprechender Punkte müssen sich in einem einzigen Punkte schneiden. Dies wird 
auch dann der Fall sein , wenn der Träger von E^ sammt dem Kreise durch 
Drehung um AB in irgend eine andere Lage gegen E^ gebracht wird, denn 
durch eine solche Drehung verlieren E^ und E^ ihre perspectivische Lage nicht. 
Den Durchschnittspunkt aller Verbindungslinien entsprechender Punkte von E^ 
und E^ nach geschehener Drehung denken wir uns nun als ein Projectionscen- 
trum, von welchem aus der Kreis auf die Ebene der Curve zweiter Classe pro- 
jicirt wird, oder anders aufgefasst, als die Spitze eines Kegels, dessen Basis der 
gedrehte Kreis ist. Jede Tangente DD^ projicirt sich dann offenbar als eine 
Tangente DD^ der Curve zweiter Classe, woraus folgt, dass die Projection des 
Kreises auf der£bene der genannten Curve mit dieser Curve identisch seinmuss. 
Es kann demnach jede Curve zweiter Classe als die Projection eines Kreises auf 
einer Ebene betrachtet werden. Jede solche Curve ist also ein Kegelschnitt. 

Da wir bereits die Identität der Curven zweiter Ordnung mit jenen zweiter 
Classe nachgewiesen haben, so folgt ohne weiteren Beweis , dass die Curven 
zweiter Ordnung ebenfalls Kegelschnittslinien sein müssen. Indess wollen wir 
letzteres noch besonders begründen. 

In Figur 31 seien M und M^ die Mittelpunkte zweier eine Curve zweiter 

(Fig. 31.) 
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OrdDQDg erzeugender Strahlenbüschel 8 and S^^ von welchen wir der Einfach- 
heit wegen nar die Strahlen al>c und a^b^c^ betrachten wollen. Die Durchschnitts- 
paukte von bb^ und cc^ nennen wir beziehungsweise B und C. Der Strahl a sei 
die Tangente der Carve zweiter Ordnnng im Punkte M; der ihm entsprechende 
ist dann, dieser Voraussetzung zufolge wie bekannt die Gerade MM^. Wir con- 
stmiren nun einen Kreis von beliebigem Halbmesser, welcher die Tangente a, 
also auch die Curve zweiter Ordnung in M berührt, und nennen die Durch- 
schnitte von MM^, b und c mit diesem Kreise beziehungsweise M^y B^ und C^. 
Die Verbindungslinien des Punktes M^ mit M, B^ und C^ bilden dann einen 
Strablenbüschel S^^ welcher dem Büschel S congruent ist, nachdem alle Winkel 
in S^ den entsprechenden Winkeln inSalsümfangswinkeldes Kreises, welche auf 
gleichen Bögen aufstehen, gleiche Grösse haben. iSfund S^ sind daher auch projec- 
tivisch verwandt und da S und S^ projectivisch sind, so müssen es auch 8^ und 8^ sein. 
Da ferner 8^ und 8^ die Strahlen a^ und a^ entsprechend gemein haben, so liegen sie 
perspectivisch, folglich liegen die Durchschnittspunkte aßy . . . aller entsprechen- 
den Strahlen dieser beiden Büschel in ein und derselben Geraden g, — Der 
Punkt TT, in welchem sich die Geraden BG und B^C^ treffen , liegt auch in der 
Geraden g^ wie aus dem Satze 15 hervorgeht, wenn man die Geraden MM^, 
MG und MB als Träger dreier Punktreihen MM^M^, MC^C, MB^B betrachtet, 
welche don Punkt M entsprechend gemein haben. Diese drei Reihen sind näm* 
lieh projectivisch verwandt, da jede derselben die Projection einer anderen von 
ihnen für eines der Projection scentra ß, y oder Trist, es müssen also /9, y und n, 
dem Satze zufolge in derselben Geraden liegen. 

Wir denken uns nun den Kreis sammt dem Dreiecke M^ B,^ G^ durch Drehung 
um g in irgend eine andere Lage gebracht. Verbindet man nach geschehener Drehung 
die Punkte M^ und M^, G und G^, sowie B und B^, so werden sich diese drei 
Verbindungslinien in ein und demselben Punkte des Raumes schneiden, denn 
letzterer Punkt ist offenbar der Durchschnittspunkt jener drei Ebenen, welche 
durch die sich in ß, y und n schneidenden Geraden Bß, B^ß, dann M^y, M^y 
und Gn, G^ti gelegt werden können. 

Denkt man sich diesen Punkt als Projectionscentrum — oder als Spitze 
eines Kegels, dessen Basis der gedrehte Kreis ist — so wird die Projection 
dieses Kreises auf der Ebene der Curve zweiter Or^lnung mit letzterer Curve 
zusammenfallen, denn die projicirenden Geraden sind eben keine anderen, als 
die Verbindungslinien der Puokte M^M^, GG^, BB^ , es ist somit nach- 
gewiesen, dass jede Curve zweiter Ordnung als Projection eines Kreises be- 
trachtet werden kann. Jede solche Curve ist also eine Kegelschnittslinie. 



e) Ueber die Erzeugung der versehiedenen Arten von Kegelsehnittslinien. 

Wird eine Kegelfläche zweiten Grades von einer Ebene geschnitten, so ist 
der entstehende Schnitt bekanntlich eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je 
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nachdem die schneidende Ebene zn keiner, zu einer oder zu zwei geradlinigen 
Erzeugenden der Kegelfläcbe parallel ist. Diese drei Gattnngen von Kegel- 
schnitten unterscheiden sich demnach wesentlich dadurch, dass die Ellipse keinen, 
die Parabel einen und die Hyperbel zwei unendlich entfernte Punkte besitzt. 

Da alle unendlich fernen Punkte einer Ebene in ein und derselben Gera- 
den liegen, wie wir gleich zeigen werden, so kann man auch sagen , ein Kegel- 
schnitt ist eine Ellipse , Parabel oder Hyperbel, je nachdem er mit der in seiner 
Ebene liegenden unendlich fernen Geraden keinen, einen oder zwei Punkte 
gemein hat. Im zweiten Falle wird die Gurve von dieser Geraden berflhrt, da jede 
Gerade eine Tangente eines Kegelschnittes ist, wenn sie in der Ebene desselben 
liegt und ihn nur in einem Punkte trifft. — Dass die unendlich fernen Punkte 
einer Ebene in einer einzigen Geraden liegen mttssen, geht daraus hervor, dass 
jede Gerade nur einen unendlich fernen Punkt hat. Wflrden n&mlich die unend- 
lich fernen Punkte einer Ebene sich in einer Gurve befinden , so könnte nicht 
jede Gerade der Ebene diese Gurve nur in einem einzigen Punkte 
schneiden , es müsste also Gerade geben, welche mehr als einen unendlich fernen 
Punkt hätten. 

Da aus jedem in der Ebene einer Gurve zweiter Glasse, ausserhalb der 
letzteren gelegenen Punkte zwei Tangenten an dieselbe gezogen werden kön- 
nen, so ist es möglich an die Ellipse nach allen Richtungen ihrer Ebene zwei 
parallele Tangenten zu ziehen, denn je zwei solche Tangenten gehen von einem 
Punkte der unendlich fernen Geraden aus, deren sttmmtliche Punkte ausserhalb 
der Ellipse liegen. An die Parabel können nach keiner Richtung zwei parallele 
Tangenten gezogen werden, denn zwei solche Tangenten mflssten sich in einem 
Punkte der unendlich fernen Geraden treffen, und da diese selbst Tangente der 
Parabel ist, so hätte letztere drei von demselben Punkte ausgehende Tangenten, 
was bei Curven zweiter Glasse nicht möglich ist. Bei der Hyperbel liegt ein 
Theil der unendlich fernen Geraden ausserhalb, der andere innerhalb der Gurve ; 
es können daher nicht nach allen, sondern nur nach solchen Richtungen, welche 
gegen Punkte des ausserhalb liegenden Tbeilcs convergiren, zwei parallele Tan- 
genten an die Hyperbel gezogen werden. Nach jener Richtung, welche durch 
einen der zwei Durchschnittspanktc der unendlich fernen Geraden mit d'T Hyper- 
bel bestimmt wird, kann nur eine einzige Tangente an die genannte Gurve gezo- 
gen werden, weil diese zwei unendlich fernen Punkte in der Curvc selbst liegen, 
also die Berflhrungspunkte bilden. Die zwei gegen die genannten Durchschnitts- 
punkte convergirenden Tangenten werden die Asymptoten der Hyperbel 
genannt. 

Wir wollen nun die Bedingungen aufstellen , unter welchen sich eine 
Ellipse , eine Parabel oder eine Hyperbel als Erzeugniss zweier projectivischer 
Punktreihen oder Strahlenbflschel ergibt. 

Wenn als Erzeugniss zweier projectivischer Punktreihen eine Parabel zu 
Stande kommen soll , so muss die unendlich ferne Gerade der Ebene dieser 
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Reiben die YerbindnDgslinie zweier entsprechender Punkte bilden, da die nnend- 
lich ferne Gerade eine Tangente der Parabel sein mass. Dies ist nur dann möglich, 
wenn die anendlich fernen Punkte der zwei Reiben sich entsprechen , woraus 
folgt, dass eine Parabel nur durch zwei ähnliche Punktreihen 
entstehen kann. Daraus ergibt sich auch, dass je zwei be- 
liebige Tangenten einer Parabel durch alle Übrigen Tan- 
genten dieser Curve immer in zwei ähnlichen Punktreihen 
geschnittenwerden. 

Sind die zwei erzeugenden, ähnlichen Punktreihen zu einander parallel, so 
liegen sie perspectivisch , weil sie dann ihren unendlich fernen Punkt entspre- 
chend gemein haben. Die Parabel geht in diesem Falle in eine Gerade Ober, 
nämlich in die Verbindungslinie des Pröjectionscentrums beider Reihen mit dem 
unendlich fernen Punkte der letzteren. Dieser unendlich ferne Punkt gehört 
auch der Parabel an, weil er der ScbRiftpunkt der Träger beider Reihen ist, 
und sich selbst entspricht, also der Berührungspunkt der erzeugten Curve mit 
den Trägern der erzeugenden Reihen sein muss. 

Aus dem Umstände , dass die Parabel in eine Gerade Übergeht, sobald 
man zw^i parallele erzeugende Reiben annimmt, folgt ebenfalls, dass es nicht 
möglich ist, an eino Parabel zwei zu einander parallele Tangenten zu ziehen. 
Sind die erzeugenden Reihen einander nicht ähnlich, so kann durch sie, 
wie aus dem Vorhergehenden sich ergibt, nur eine Ellipse oder H^'perbei ent- 
stehen. Unter welchen Umständen die eine oder die andere dieser Gnrven 
erzeugt wird, wollen wir nun untersuchen. 

Es seien B und JRj (Fig. 32) die zwei erzeugenden Reihen ; Ä, B^ nennen 
wir die im Durchschnitte ihrer Träger vereinigten Punkte, A^^ B, nämlich die 

entsprechenden von A und 
B^j sind demnach die Be- 
rührungspunkte der Träger 
von JB und Äj ; endlich heis- 
scn wir C und C^ irgend ein 
drittes Paar sich entspre- 
chender Punkte. Die Trä- 
ger der erzeugenden Reihen 
bilden mit der Tangente CCj, 
deren Berührungspunkt wir 
T nennen wollen , ein dem 
Kegelschnitte umschriebe- 
nes Dreieck , für welches 
sich mit Hilfe des Brianchon'schen Satzes leicht nachweisen lässt, dass die 
Geraden AT, GA^ und C^^B, nämlich die Verbindungslinien der Ecken mit den 
Berührungspunkten der gegenüberliegenden Seiten, sich in ein und demselben 
Punkte schneiden müssen. Betrachtet man jede Dreiecksseite als zwei coin- 
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cidirende Gerade, die sich in dem Berahnrngspankte derselben Seite schneiden, 
so geht das Dreieck in ein dem Kegelschnitte umschriebenes Sechseck Ober, 
auf welches der Brian chon'sche Satz Anwendung findet. Gegenüberliegende 
Ecken dieses Sechseckes sind dann immer ein Berflhrungspunkt einer Dreiecks- 
seite und die der letzteren gegenOberliegende Ecke des Dreieckes. 

Verbindet man die Berahrungspnnkte Ä^^ und B der Träger von R und 
J?i und bezeichnet den Durchschnitt dieser Berfihrungssehne und der Tangente 
OCj mit iS» so bilden die vier Punkte CTC^S eine harmonische Punkt* 
reihe, wie leicht einzusehen , wenn man berflcksichtigt, dass C und C^ die 
Durchschnittspunkte der gegenüberliegenden Seiten des Viereckes AÄ^ OB und 
8, T die Durchschnitte der Diagonalen dieses Viereckes mit der Geraden CC^ 
sind. (Satz 37). Die Punkte C und C,, sowie 8 und T bilden conjugirte Punkte 
der harmonischen Reihe, daher rückt 8 in unendliche Entfernung, wenn T die 
endliche Strecke CC^ halbirt und umgekehrt müsste jSf in der Mitte 
zwischen Ound C^ liegen, wenn der Berührungspunkt T sich 
in unendlicher Entfernung befinden soll. 

Wir betrachten nun zunächst den Fall, in welchem die Träger der erzeu- 
genden Reihen B und B^ (Fig. 33) zu einander parallel sind. Gr und & seien 
die Gegenpunkte dieser Reihen, also zugleich die rpig. 33.) 

Berührungspunkte ihrer Träger mit dem Kegel- 
schnitt, nachdem die den Punkten G und G' ent- 
sprechenden unendlich fernen Punkte sich im 
Durchschnitte von B und B^ befinden. CC^ wäre 
irgend eine Tangente, deren Durchschnitt mit der 
Berflhnmgssehne G& wir 8 nennen wollen. Der 
Berührungspunkt dieser Tangente heisse T 
Dem Vorhergehenden zufolge bilden dann die 
vier Punkte 8CTG^ eine harmonische Reihe. 

Es fragt sich nun , unter welchen 

umständen der Berührungspunkt T in unend- 

liehe Entfernung gelangt. Ffir diesen Fall ist nämlich der Kegelschnitt 
eine Hyperbel, während dann, wenn T für jede Lage von C, in endlicher 
Entfernung bleibt, die erzeugte Gurve eine Ellipse sein muss. Da S und T 
conjugirte harmonische Punkte sind, so kann T nur dann in unendliche Ent- 
fernung kommen, wenn 8 der Halbirungspunkt der Strecke CC,, also auch der 
Strecke GG' wird. Dann liegen C und C^ auf verschiedenen Seiten der 
Geraden GG^, woraus leicht zu ersehen ist, dass B und 1^^ für diesen Fall 
einstimmig verlaufend sein müssen. — Dieselbe Unterscheidung, welche wir bei 
coivjectiviscben Reihen bezüglich ihres Verlaufens gemacht haben, können 
nämlich auch für Reihen, deren Träger parallel sind gemacht werden. — Wenn 
es nun eine Lage von CG^ gibt, für welche der Punkt 8 mit dem üalbirungs- 
pnnkte Jlf der Strecke GG' zusammenfällt, so muss es noch eine zweite Lage 
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CC^ gebeo, fOr welche dasselbe stattfindet. Dies wird klar, wenn man sich M 
als MittelpQDkt zweier Strablenbüschel denkt, wovon der eine gegen i^, der 
andere gegen ^, perspectiviscb liegt. Gebt nämlich die Gerade CC^ durch M, 
so bildet sie einen Doppelstrahl der zwei concentrischen Strahlenbflschel and 
da solche Bfischel im allgemeinen zwei Doppelstrablen besitzen, so mass es anch 
noch eine zweite Verbindnngslinie entsprechender Ponkte CC^ geben, fOr 
welche If in GG^ liegt. Diese zwei Verbindungslinien, welche durch Jf gehen, 
sind die Asymptoten der durch R und R^ erzeugten Hyperbel, nachdem ihre 
Bertthrungspunkte T sich in unendlicher Entfernung befinden. Daraus folgt nun, 
dass sobald R und JR, nicht ähnlich sind und einstimmig 
▼ erlaufen, die erzeugte Gurve immer eine Hyperbel ist. 

Wenn R und R^ entgegengesetzt verlaufen, so liegen je zwei entsprechende 
Punkte C und C, , wie man sich leicht aberzeugen kann, immer auf derselben 
Seite der Geraden QG\ Der Durchschnittspunkt iS befindet sich dann stets 
ausserhalb der endlichen Strecke C0|, also der BerOhrungspunkt T stets 
innerhalb derselben, nachdem S und T durch C und Cj harmonisch getrennt 
werden. Aus dieser Betrachtung folgt , dass T für entgegengesetzt verlaufende 
Reihen niemals in unendliche Entfernung gelangen kann ; wir schli^ssen also, 
dass wenn R und R^ nicht ähnlich sind und entgegengesetzt 
verlaufen, die erzeugte Gurve immer eine Ellipse sein muss. 

Der allgemeine Fall, in welchem die erzeugenden Reihen R und R^ 

(Fig. 34) nicht parallel sind, lässt sich leicht auf den soeben untersuchten 

„. « . , zurttckfflhren. 

(Flg. 34.) 

Die Gegenpunkto der 

beiden Reihen nennen wir 
G und G\ die im Durch- 
schnitte der Träger von R 
und JB| vereinigten Punkte 
der letzteren seien A und 
B^ and der dem Punkte A 
entsprechende, also der Be- 
rOhrungspunkt des Trägers 
von i2 sei J^. Durch diese 
Annahmen sind drei Paare 
sich entsprechender Punkte 
von R und R^ bestimmt, nämlich die Gegenpnnkte mit den ihnen entsprechenden 
unendlich fernen Punkten und das Paar AA^, es kann daher dem Satze 11 
zufolge kein viertes Paar solcher Punkte beliebig gewählt werden. Der 
BerOhrungspunkt B des Trägers von R ist demnach aus den Angaben zu 
ermitteln. Derselbe wird durch Benützung des Brianchon'schen Satzes leicht 
in folgender Weise gefunden : Man zieht aus G eine Parallele zu R^ und aus G' 
eine Parallele zu ü, verbindet den Durchschnittspankt E dieser Parallelen mit 
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Ä, ebenso O mit Ä^, wodarch sich im Schnitte von ÄE mit A^G der Pnnkt 
ergibt , welchen man endlich noch mit G' verbindet. Die Gerade &0 trifft dann 
den Träger von B im Punkte B, Die aus G und G' gezogenen Parallelen bilden 
nämlich zwei Projectionsstrahlen, da sie entsprechende Punkte verbinden, sie 
sind demnach Tangenten des Kegelschnittes und können als Seiten eines dem 
letzteren umschriebenen Sechseckes ABGEG*A^ betrachtet werden, bei welchem 
sich die Verbindungslinien der gegenflberiiegenden Ecken AEy A^G und BG* in 
ein und demselben Punkte schneiden. 

Die Punkte ABOA^ bilden ein Viereck, dessen gegenüberliegende Seiten 
sich in den Punkten G und G' treffen. Die Diagonale AO dieses Viereckes, 
welche mit der Diagonale des dem Kegelschnitte umschriebenen Parallelo- 
grummes AG EG' coincidirt , trifft die Gerade GG' in ihrem Halbirnngspunkte 
itf, nämlicü dem Mittelpunkte des genannten Parallelogrammes. Da nun die 
Punkte G, My G* und der Durchschnitt der zweiten Diagonale A^B des Viereckes 
mit G& nach Satz 37 eine harmonische Reibe bilden, so muss^^^mit der 
Diagonale QG* des umschriebenen Parallelogrammes parallel 
sein, nachdem der dem Halbiruugspunkte M harmonisch conjugirto Punkt, 
nämlich der Durchschnitt von A^B und GG* sich in uneuJHclier Entfernung 
befindet. Es gilt also der Satz : 

8. Die Verbindungslinie der Berührungspunkte zweier 
Reihen B und B^^ welche einen Kegelschnitt erzeugen, ist 
immer parallel zur Verbindungslinie der Gegenpunkte 
dieser Reihen. 

Diesem Satze zufolge ergibt sich B einfach im Durchschnitte der aus A^ 
zn GG' gezogenen Parallelen mit dem Träger von B, Wir schliessen daraus, 
dass der Berührungspunkt von B^ sich innerhalb oder 
ausserhalb der endlichen Strecke AG befindet, je nachdem 
der Berührungspunkt von 1^ innerhalb oder ausserhalb der 
endlichen Strecke AG' liegt. 

Als Träger von Reihen, welche den fraglichen Kegelschnitt erzeugen, 
können wir auch die Geraden AG und GE betrachten. Diese beiden Reihen 
nennen wir beziehungsweise J9 und B^ ; ihre Gegenpunkte sind die Eckpunkte 
A und J^des dem Kegelschnitte umschriebenen Parallelogrammes. Denn die 
Tangente AG' verbindet den Pnnkt A \n B mit dem unendlich fernen Punkte 
in B^ und die Tangente EG' den Punkt E mit dem unendlich fernen Punkte in 
B, es müssen somit die beiden unendlich fernen Punkte den Punkten A und E 
entsprechen. Der Berührungspunkt C des Trägers von B^ ergibt sich nach Satz 8, 
2. Abschnitt im Durchschnitte einer aus B zur Verbindungslinie der Gegenpunkte 
AE gezogenen Parallelen mit diesem Träger. Ebenso erhält man den Berührungs- 
punkt D der Geraden EG'xm Durchschnitte einer aus C zu GG'^ oder aus A. zu 
AE gezogenen Parallelen mit der Geraden EG'. Die vier Berührungs- 
punkte A^BCD der Seiten des umschriebenen Parallelo- 
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grammes bilden also die Ecken eines Paralleiogrammes, 
dessen Seiten zu den Diagonalen des umschriebenen 
parallel sind. Dass beide Parallelogramme einen gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt haben, bedarf wohl keines Beweises. 

Die parallelen Reihen B^ und R^ lassen uns nun leicht erkennen, ob die 
durch sie erzeugte Gnrve eine Ellipse oder eine Hyperbel ist. Wir wissen bereits, 
dass erstere oder letztere Curve zu Stande kommt, je nachdem B^ und R^ 
entgegengesetzt oder einstimmig verlaufen. Die genannten Reihen verlaufen 
immer entgegengesetzt, sobald Ä^ zwischen Ä und G' liegt, denn in Folge dessen 
befindet sich auch B zwischen Ä und (?, und ebenso zwischen G und E; die 
einander entsprechenden Punkte Ä und G liegen also dann auf derselben Seite 
der Verbindungslinie der Oegenpunkte Ä^C, woraus wir schliessen können, dass 
JBj und 22^ entgegengesetzt verlaufen. Es lässt sich demnach folgender Satz 
aufstellen : 

9.Die durch zwei schief gegeneinander gelegene, nicht 
ähnliche Reihen erzeugte Curve ist entweder eine Ellipse 
oder eine Hyperbel, je nachdem die Punkte Ä^, B^ welche 
dem Durchschnitte A der Träger beider Reihen entsprechen, 
zwischen A und den Gegenpunkten &, G* liegen, oder sich 
ausserhalb der Strecken ^G^ und ^(7' befinden. 

Die Gattung des erzeugten Kegelschnittes hängt also nur von der Lage 
der Gegenpunkte und der Berührungspunkte der erzengenden Reihen gegen den 
Durchschnittspunkt der letzteren ab, nicht aber etwa von der Grösse des 
Winkels, den die Träger der Reihen einschliessen. Daraus folgt, dass wenn 
man die Reihen durch Drehen um ihren Schnittpunkt in eine andere gegen- 
seitige Lage bringt, die erzeugte Curve ihre Gattung nicht ändert. Dies kann 
jedoch der Fall sein , wenn man die Reihen derart verschiebt, dass die im 
Durchschnitte ihrer Träger vereinigten Punkte andere werden. Gelangt 
durch eine solche Verschiebung der Gegenpunkt einer der zwei Reihen in 
den Durchschnitt beider Reihen , so bildet der Träger der anderen Reihe 
eine Asymptote, denn der Berflhrungspunkt des Trägers der letzteren Reihe 
liegt dann in nnendlicher Entfernung nachdem derselbe dem im Durchschnitte 
beider Reihen befindlichen Gegenpnnkte entspricht. Befinden sich demnach beide 
Gegenpunkte im Durchschnitte der zwei Reihen, so sind beide Träger 
Asymptoten, und umgekehrt liegen bei zwei projectivischen Reihen, welche 
durch den Durchschnitt alier Tangenten einer Hyperbel mit den Asymptoten 
zu Stande kommen, die Gegenpnnkte im Durchschnitte der beiden Asymptoten. 

Befinden sich die beiden erzeugenden Reihen in perspecttvischer Lage, 
so geht der erzeugte Kegelschnitt in zwei Punkte Aber. 
Diese Punkte sind das Projectionscentrum und der Punkt, welchen die Reihen 
entsprechend gemein haben. Der letztere Punkt muss nämlich auch zum 
Erzeugnisse der Reihen gehören, weil er in beiden Reihen dem Schnittpunkte 
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der Träger entspricht (mit welchem er coincidirt) also den Berührangspankt 
der erzengten Gurve mit den Trägem bildet. 

In dem specielien Falle, wenn eine der erzengenden Pnnktreihen nar ans 
einem einzigen Pankte besteht, ist aach der erzeugte Kegelschnitt nur ein 
einzigerPnnkt. — Dass eine Panktreihe aach nor ans einem Pankte 
bestehen kann sieht man leicht ein, wenn man sich einen Strahlenbflschel dnrch 
eine Gerade geschnitten denkt, welche durch den Mittelpunkt des Bflschels geht. 

Wir gehen nun zar Untersachung der Bedingungen Ober, anter weichen 
eine Ellipse, eine Parabel oder eine Hyperbel durch zwei in derselben Ebene 
befindliche projectivische Strahlenbüschel entstehen. Um feststellen zu können, 
ob zwei solche BOschel 8 und 8^ entgegengesetzt oder einstimmig yerlaafen, 
denken wir uns den einen derselben parallel zu sich selbst, also derartig in 
seiner £bene verschoben, dass die Richtung seiner Strahlen nicht geändert 
wird, bis die beiden Bflschel concentrisch werden. Je nachdem die so erhaltenen 
concentrischen Büschel dann entgegengesetzt oder einstimmig verlaufen, sind 
auch die ursprünglichen Büschel entgegengesetzt oder einstimmig verlaufend. 
Die Art des Yerlaufens zweier einen Kegelschnitt erzeugender Strahlenbflschel 
bietet uns ein Mittel dar, die Gattung dieses Kegelschnittes in einfacher Weise 
zu erkennen, ohne dass man nöthig hätte, die Gurve selbst zu construiren. Vor 
allem ist klar, dass die erzeugte Curve nur dann eine Parabel oder Hyperbel 
sein kann, wenn in den beiden Strahlenbüscheln 8 und S^ ein oder zwei Paare 
von parallelen, sich entsprechenden Strahlen vorkommen, weil die Gurve nur 
dann unendlich ferne Punkte besitzt. Solche parallele Strahlen werden, wenn 
man 8 und 8^ auf die angegebene Weise in concentrische Lage bringt, offenbar 
Doppelstrahlen bilden; das zu Stande kommen von Kegelschnittslinien mit 
unendlich fernen Punkten hängt somit davon ab, dass die beiden concentrischen 
Strahlenbflschel Doppelstrahlen haben. Sind keine Doppelstrahlen vorhanden, 
so wird die Gurve eine Ellipse, weil es dann in 8 und 8^ kein Paar von 
parallelen, sich entsprechenden Strahlen, also auch keine unendlich fernen 
Gurvenpunkte geben kann. Mit Rücksicht auf diese Umstände und darauf, dass 
in zwei entgegengesetzt verlaufenden, concentrischen Strahlenbüscheln immer 
zwei getrennte, reelle Doppelstrahlen vorhanden sind (Satz 44), können wir 
nun behaupten : 

10. Zwei in derselben Ebene befindliche schief gegen 
einander gelegene projectivische Strahlenbflschel erzeugen 
immer eine Hyperbel, wenn sie entgegengesetzt verlaufen. 

Die Asymptoten der erzeugten Hyperbel sind parallel zu den Doppel- 
strahlen der in concentrische Lage gebrachten Bflschel, ihre Richtung kann 
somit leicht gefanden werden. 

Wird von zwei entgegengesetzt verlaufenden Strahlenbflscheln der 
eine am seinen Mittelpunkt beliebig gedreht, ohne dass er dabei aus seiner 
Ebene heraus tritt, so bleibt die durch beide Bflschel erzeugte Gurve nach 
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obigem Satze stets eioe Hyperbel. Werden bei dieser Drehung die entsprechenden 
Schenkel der entsprechenden rechten Winkel zu einander parallel, liegen also 
die unendlich fernen Punkte in zwei anf einander senkrechten Richtungen, so 
bilden die Asymptoten rechte Winkel und die Hyperbel ist dann eine gleich- 
seitige. Zwei beliebige entgegengesetzt verlaufende projec- 
tivische Strahlenbflschel können daher immer in solche 
Lagen gebracht werden, dass sie eine gleichseitige Hyper- 
bel erzeugen. Man braucht dieselben nur so zu drehen, dass die 
entsprechenden S.thenkel ihrer entsprechenden rechten Winkel zu einander 
parallel werden. — Wenn die beiden Büschel durch Drehung des einen in 
perspectivische Lage kommen, so gebt die Hyperbel in zwei gerade 
Linien Über. Die eine dieser Geraden ist der geradlinige Durchschnitt der 
erzeugenden Strahlenbüschel, die zweite Gerade ist die Verbindungslinie der 
Mittelpunkte dieser Büschel. Letztere Gerade gehört nämlich auch dem 
Erzengnisse der Büschel an, nachdem jedes solche £rzengniss bekanntlich durch 
die Mittelpunkte der erzeugenden Büschel hindurchgeht. Besteht einer der 
beiden erzengenden Büschel nur aus einem einzigen Strahle, so ist auch der 
erzeugte Kegelschnitt nur eine einzige Gerade. — Dass es Strahlen- 
bflschel geben kann, welche nur aus einem Strahle, bestehen, sieht man ein, 
wenn man sich eine Pnnktreihe aus irgend einem Punkte derselben proji- 
drt denkt. 

In dem Falle, wenn die zwei Strahlenbüschel congruent 
und entgegengesetzt verlaufend sind, ist die erzeugte 
Hyperbel immer gleichseitig. Derartige Büschel haben nämlich, eben 
weil sie entgegengesetzt verlaufen, immer zwei Paare von sich entsprechenden 
parallelen Strahlen und diese Strablenpaare bilden rechte Winkel. Letzteres ist 
leicht einzusehen, wenn man bedenkt, dass die Doppelstrahlen in zwei 
congruenten, entgegengesetzt verlaufenden Strahlenbüscheln immer auf einander 
senkrecht stehen müssen ; denn coincidiren in solchen Büscheln zwei entspre- 
chende Strahlen , so coincidiren auch die auf ersteren senkrecht stehenden in 
Folge der Gongruenz der Büschel. Dieses zweite coincidirende Strahlenpaar 
bildet aber zugleich den zweiten Doppelstrahl, da es in zwei concentrischen 
Strahlenbüscheln nicht mehr als zwei Doppelstrahlen geben kann, wenn die 
beiden Büschel nicht identisch sind. 

Wenn die zwei erzeugenden Büschel S und jS| einstimmig verlaufen 
und man verschiebt den einen parallel zu sich selbst in seiner Ebene bis die 
zwei Büschel concentrisch werden, so haben sie nach Satz 47 entweder zwei 
gesonderte reelle oder zwei coincidirende reelle , oder zwei imaginäre Doppel- 
strahlen, je nachdem der Winkel rS|, welcher von den sich nicht entsprechenden 
Schenkeln der entsprechenden rechten Winkel gebildet wird, grösser, gleich, 
oder kleiner als der Winkel nm ist. — Durch mm bezeichnen wir bekanntlich 
jenen Winkel in dem einen Büschel, dessen entsprechender m^n^ im andern 
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Bttsdiel dieselbe Grösse hat und so gelegen ist, dass er vom Strahle r, und m^n^^ 
^om Strahle s^ halbirt wird. — Die Strahlen, welche sich zn Doppelstrahlen 
vereinigten, werden , wenn man 8 nnd 8^ in ihre ursprüngliche gegenseitige 
Lage bringt, zn einander parallel, schneiden sich also in anendlich fernen 
Punkten. Wir können somit behaupten : 

11. Zwei in derselben Ebene befindliche, schief gegen 
einander gelegene projectivische Strahlenbflschel, welche 
einstimmig verlaufen, erzeugen entweder eine Hyperbel, 
eine Parabel, oder eine Ellipse, je nachdem der Winkel 
r5j, welcher von den Richtungen der sich nicht entspre- 
chenden Schenkel der entsprechenden rechten Winkel 
gebildet wird, grösser, gleich, oder kleiner ist, als der 
Winkel mn. 

Dreht man einen der zwei erzengenden einstimmig verlaufenden Baschel 
um seinen Mittelpunkt, ohne dass er dabei aus seiner Ebene heraustritt, so 
ändert sich je nach der gegenseitigen Lage der beiden Büschel die Gattaug des 
dnrch sie erzengten Kegelschnittes. Oelaogen die Baschel durch diese Drehung 
in eine solche Lage, dass die Strahlen m und m^ parallel werden , so schliesson 
die Richtungen der Strahlen r nnd s^ einen Winkel ein, welcher dem Winkel mn 
gleich ist nnd die erzeugte Curve muss dann obigem Satze zufolge eine Parabel 
werden. Der unendlich ferne Punkt derselben liegt in der Richtung der Strahlen 
m und m^^. Dreht man den einen Büschel in solchem Sinne weiter , dass der 
Winkel rs^ grösser als mn wird, so bleibt die erzeugte Curve so lange eine 
Hyperbel, bis die Strahlen n und n, zn einander parallel werden, in welchem 
Falle die Hyperbel in eine Parabel flbergeht, deren unendlich ferner Punkt sich 
in der Richtung der Strahlen n und n^ befindet. Bei weiterer Drehung wird der 
spitze, von r und s^ gebildete Winkel kleiner als mn^ dann gibt es in den beiden 
Büscheln kein einziges Paar von parallelen sich entsprechenden Strahlen und der 
erzeugte Kegelschnitt geht in eine Ellipse über. Erst wenn durch weiteres Dre- 
hen m und 9»! nochmals parallel werden, erhalt man statt elliptischen Kegel- 
schnitten wieder die Parabel. Bei einer vollen Umdrehung des einen Büschels 
ist demnach nur in zwei verschiedenen Lagen desselben die erzeugte Curve eine 
Parabel, in unzähligen andern Lagen entsteht eine Hyperbel oder eine Ellipse. 
Der Fall, in welchem eine Parabel erzeugt wird, bildet den Uebergang zu jenen 
zwei Arten der gegenseitigen Stellung beider Büschel die das Zustandekommen 
einer Ellipse nnd einer Hyperbel bedingen. 

Werden bei der in Rede stehenden Drehung des einen Büschels die ent- 
sprechenden Schenkel der entsprechenden rechten Winkel, also r und r^, sowie 
s und Sj zu einander parallel, so ist der erzeugte Kegelschnitt eine gleich^ 
seitige Hyperbel. Kommen die beiden Büschel in perspectivische La^e, 
so wird ihr Erzengniss ein Linienpaar, welches aus dem Durchschnitte der Bü- 
schel und der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte besteht. 

Staadigl: Lehrbach dor neaeren O^ometrio. 8 
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Sind die beiden einstimmig verlanfenden Bfiscbel congrnent so haben sie, 
wie ans dem Satze 46 leicht gefolgert werden kann, entweder kein einziges 
Paar von parallelen sich entsprechenden Strahlen, oder es mttssen alle entspre- 
chenden Strahlen parallel sein. Im ersteren Falle gehört demnach die erzeogte 
Gnrve zor Gattung der elliptischen Kegelschnitte, and zwar ist sie ein Kreis, 
wofar der Nachweis sich daraas ergibt, dass alle Peripheriewinkel eines Kreises, 
welche aaf demselben Bogen anfstehen, gleiche Grösse haben. Im zweiten Falle 
besteht das Erzeaguiss aas der Geraden, welche die Mittelpunkte beider Strah- 
lenbflschel verbindet and der anendlich fernen Geraden, in welcher die Darch- 
schnittspankte sämmtlicher Paare von parallelen Strahlen liegen. — Bezüglich 
des Kreises bemerken wir noch, dass derselbe nur dareh einstimmig ver- 
laufende congraente Strahlenbflschel erzeugt werden kann; denn zwei 
sich entsprechende Winkel der erzeagenden Bflschel werden zu Peripherie- 
winkeln , welche aaf gleichen Bögen aufstehen , sie müssen also einander 
gleich sein. 

Der Zusammenhang, welcher zwischen den Doppelstrahlen der beiden, in 
concen Irische Lage gebrachten erzeagenden Strahlenbascheln und den Asymp- 
toten der erzeugten Curve besteht, lässt uns die Annahme imaginärer 
Asymptoten gerechtfertigt erscheinen. Haben nämlich die concentrischen 
Büschel imaginäre Doppelstrahlen, so sind auch die Asymptoten, da sie in jedem 
Falle zu den Doppelstrahlen parallel sind, imaginär. Nachdem nun stets, wenn 
die Doppelstrahlen imaginär werden, die erzeugte Curve eme Ellipse wird, so ist 
man berechtigt anzunehmen, dass jede Ellipse ein Paar von imagi- 
nären Asymptoten besitzt — Der Fall, in welchem durch die beiden 
Büschel eine Parabel erzeugt wird , zeichnet sich dadurch aus, dass die zwei 
Doppelstrahlen der in concentrische Lage gebrachten Büschel coinddiren. Diese 
Doppelstrahlen sind reell ; die Asymptoten einer Parabel müssen demnach eben- 
falls reell sein, da aber die Parabel nur einen unendlich fernen Punkt besitzt, 
und in diesem Punkte von der unendlich fernen Geraden ihrer Ebene berührt 
wird, so sind die beiden Asymptoten mit der unendlich fernen Geraden identisch. 



f) Tersebledenef die Kegelschnitte betreiffende Sätze und Aufgaben. 

Die Resultate unserer bisherigen Untersuchungen über die Kegelschnitte 
gestatten uns eine grosse Zahl von Sätzen, welche sich auf diese Gurven bezie- 
hen und anscheinend schwierig nachzuweisen sind, meist sehr einfach zu begrün- 
den, sowie auch verschiedene, die Kegelschnitte betreffende Aufgaben mit Leich- 
tigkeit zu lösen. Wir wollen in Folgendem nur solche Sätze und Aufgaben 
betrachten, denen eine grössere Wichtigkeit zukommt, und welche sich auf Kegel- 
schnitte im Allgemeinen beziehen. 

Vor allem untersuchen wir die Sätze 3 und 6 dieses Abschnittes, nämlich 
den Brianchon'schen und PascaPschen Satz, vorzugsweise rficksichtlich 
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ihrer Specialitftten, etwas näher. Wir wiederholen diese Sätze in veränderter 
Form nnd stellen sie einander gegenüber um auf ihre Analogie aafmerksam zn 
machen. 

Werden sechs Punkte eines Ke- Werden sechs Tangenten eines 

gelschnittes in irgend einer Reihenfolge Kegelschnittes in irgend einer Reihen- 
zn einem Sechsecke verbanden, so lie- folge za einem Sechsseit zusammenge- 
gen die drei Schnittpankte der gegen-^ fasst, so schneiden sich die drei Yer- 
fiberliegenden Seiten des Sechseckes bindungslinien der gegenttberliegenden 
in ein und derselben Geraden. Ecken des Sechseckes in ein und dem- 

(Pascal.) selben Pnnkte. (B r i a n c h o n.) 

Als ersten der sechs Punkte ÄBCDEF (Satz links) kann man jeden 
beliebigen, z. B. Ä wählen nnd erhält, indem man die Reihenfolge der fibrigen 
fünf Punkte so oft als möglich verändert, 1. 2, 3. 4. 5 = 120 Buchstaben- 
gruppen, welche eben so vielen Sechsecken entsprechen. Unter letzteren sind 
offenbar alle möglichen Sechsecke enthalten, deren Eckpunkte die genannten 
Punkte sein können. Je zwei solche Sechsecke (z. B. AOBDFE und AEFDBG)^ 
bei welchen die Punkte B bis F in umgekehrter Ordnung auf einander folgen, 
sind aber identisch, wir können also, indem wir die sechs Punkte durch gerade 
Linien in beliebiger Reihenfolge mit einander verbinden nur 60 verschiedene 
Sechsecke erhalten. 

Der Efirze wegen nennt man ein Sechseck, das einem Kegelschnitte ein- 
geschrieben ist, ein PascaTsches Sechseck und jede Gerade, in welcher 
die Durchschnittspunkte der drei Paare von gegenfiberliegenden Seiten eines 
solchen Sechseckes liegen, eine PascaTsche Linie. 

Bezüglich des Brian che naschen Satzes könnten ganz analoge Betrach- 
tungen angestellt werden, wodurch sich ergeben wfirde, dass es möglich ist sechs 
Tangenten eines Kegelschnittes auf 60 verschiedene Arten zu einem dem Kegel- 
schnitte umschriebenen Sechsecke zusammenfassen. 

Wir haben bereits bemerkt, dass die in Rede stehenden zwei Sätze auch, 
umgekehrt werden können. Der Pascal'sche gibt uns dann ein einfaches Mit- 
tel an die Hand, folgende Aufgaben /pj- 35 x 
zu lösen : 

Beliebig viele Punkte 
eines Kegelschnittes sollen 
ermittelt werden, wenn fünf 
Punkte desselben ABCDE 
(Fig. 35) gegeben sind. 

Man zieht durch einen der fünf 
Pnnkte, z. B. E, eine beliebige Ge- 
rade EF^ betrachtet dieselbe als 
Seite eines Sechseckes , von welchem 
die gegebenen fflnf Punkte Eckpunkte 

8* 
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sind and sacht mit Hilfe des PascaPschen Satzes jene Sechseckseite ÄF, 
deren Schnitt F mit EF ein Oarvenpankt ist. ÄF ergabt sich, wenn man die 
Schnittpunkte G und H der gegenaberliegenden Seitenpaare AB , DE and BC, 
EF durch eine Gerade verbindet, den Oarchschnittspnnkt J der letzteren Ge- 
raden mit der Seite CD ermittelt und die Gerade JA zieht. EF wird dann von 
JA in einem sechsten Punkte F des Kegelschnittes getroffen. 

Mit Hilfe des Brianchon*schen Satzes lässt sich ebenso einfach die 
Aufgabe lösen : 

Beliebig viele Tangenten eines Kegelschnittes sollen 
ermittelt werden, wenn fünf Tangenten desselben oicde (Fig. 36) 
gegeben sind. 

Man wählt in einer der fünf Tangenten , z. B. in e, einen Punkt E, 

betrachtet denselben als Eckpunkt eines dem Kegelschnitte umschriebenen 

.^. „g Sechseckes, von welchem fünf Seiten 

die gegebenen Tangenten sind, und 

bestimmt den sechsten Eckpunkt F, 

nämlich einen zweiten Punkt, der 

durch E gehenden Tangente, Dies 

geschieht, indem man die zwei Paare 

I gegenüberliegender Ecken A^ D und 

B, J? durch Gerade verbindet, deren 

Durchschnittspunkt wir nennen 

wollen, und die Gerade CO zieht. Die 

Tangente a und CO treffen sicli dann 

in einem Punkte JP, welcher in der 

durch E gehenden Tangente liegt; 

es ist somit die Verbindungslinie der Punkte E und F eine sechste Tangente 

des Kegelschnittes. 

Bemerkenswerth ist , dass wenn bei einer bestimmten Reibenfolge der 
Eckpunkteeines PascaTschen Sechseckes sich angeuaae, oder über die Zeichen- 
fläche hinausfallende Schnitte der gegenüberliegenden Seiten ergeben, oft mit 
Vortheil eine andere Reihenfolge der Ecken gewählt werden kann, wenn der 
PascaTsche Satz benützt wird, um einen sechsten Punkt eines Kegelschnittes 
zu bestimmen. — Bei der Ermittlung einer sechsten Tangente mit Hilfe des Bri- 
anchou'schen Satzes ist die Reihenfolge der als Sechseckseiten betrachteten 
Tangenten auf die Genauigkeit und leichtere Durchführbarkeit der Gonstraction 
ebenfalls von Einfluss. 

Liegen zwei Eckpunkte eines PascaPschen Sechseckes einander onend- 
lich nahe, so geht die Seite, welche durch dieselben bestimmt wird, in eine 
Tangente des Kegelschnittes, und das Sechseck in ein dem Kegelschnitte ein- 
geschriebenes Fünfeck über Wir können somit den Satz aufstellen : 
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12. Sind ÄBCDE (Fig. 37) fflnf Paukte eines Kegei- 
schuittes, 80 liegt der Scboittpankt H der den Kegelschnitt 
in Ä bertthrenden Tangente mit CD in jener Geraden FG-, 
welchediezweiDarcbscbnittB- _^ o^. 

ponkte der Geraden AB, DE 
und BC, ÄE verbindet. 

Mit Hilfe dieses Satzes lässt sieb 
die Aufgabe sebr leicbt lösen : 

Fttnf Punkte eincsKegcl- 
scbnittes sind gegeben, essoli 
die Tangente in irgend einem 
dieser Punkte construirt wer- 
den. 

Will man z. B. die Tangente in A 
(Fig. 37) ermitteln, wenn ausser A nocb vier andere Punkte BCDE des Kegel- 
schnittes gegeben sind , so hat man die Punkte F und G , in welchen sich 
beziehungsweise die Geraden AB, DE und BG , AE schneiden , durch eine Ge- 
rade zu verbinden, den Durch seh nittspunkt H von CD und FG zu bestimmen 
und die Gerade AHy welche die verlangte Tangente ist, zu ziehen. 

Auch die Lösung der folgenden Aufgabe ergibt sich durch Bentitzting des 
obigen Satzes in einfacher Weise : 

Vier Punkte ABCD (Fig. 37) eines Kegelschnittes, und 
die Tangente in einem derselben, etwa in A, sind gegeben, 
es sollen beliebig viele andere Punkte des Kegelschnittes 
ermittelt werden. 

DasB der Kegelschnitt durch diese Angaben vollkommen bestimmt ist, 
leuchtet ein , sobald mau sich erinnert, dass ein Bertihrungspunkt einer Tan- 
gente eigentlich zwei coincidirende Curvenpunkte repräsentirt, nachdem jede 
Tangente als eine Sekante aufgefasst werden kann, deren Durchschnittspunkte 
zusammenfallen. Da nun ausser dem Bertlhrungspunkte der gegebenen Tangente 
noch drei andere Curvenpunkte gegeben sind, so ist der Kegelschnitt nach Satz 
5, 2. Abschnitt vollkommen bestimmt. 

Um noch einen Punkt E des Kegelschnittes zu finden, ziehen wir durch 
D eine beliebige Gerade DE , betrachten dieselbe als Seite eines dem Kegel- 
schnitte eingeschriebenen Sechseckes, von welchem die Tangeute in A, die Ge- 
raden AB^ BC und CD ebenfalls Seiten sind, und bestimmen durch Anwendung 
obigen Satzes die sechste Seite AE. Diese schneidet die Gerade DE in einem 
Punkte E des Kegelschnittes. 

Fallen zwei Seiten eines Sechseckes, das einem Kegelschnitte umschrieben 
ist, zusammen, so geht das Sechseck in ein Fünfeck über, auf welches der 6 r i- 
ancbon'sche Satz ebenfalls Anwendung findet. Als Durchschnittspunkt der 
zwei zusammenfallenden Seiten muss dann der Berührungspunkt dieser Seiten 
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aDgesehen werden ; denn läsfit man zwei Tangenten einer Cnrve so lange an der 
Cnrve fortgleiten, bis sie mit einander coincidiren , so werden schliesslich die 
zwei Berfihrangspankte und der Dnrchscbnittspankt beider Tangenten in einem 
einzigen auf der Caryo gelegenenen Pnnkte zasammentreffen. Mit Rücksicht auf 
diesen Umstand können wir somit behaopten : 

13. Ist ÄBCDG (Fig. 36) ein Fünfeck, welches einem 
Kegelschnitte umschrieben ist, so liegt der Berflhrangs- 
pankt T der Seite AG- in der Verbindungslinie des dieser 
Seite gegenfiberliegendcn Eckpunktes C mit dem Dnrch- 
schnittspunktc M der Diagonalen AD und BG. 

Dieser Satz kann zur Lösung der Aufgabe benützt werden : 

Fünf Tangenten eines Kegelschnittes sind gegeben, es 
soll der Berührungspunkt irgend einer derselben ermittelt 
werden. 

Wären z. B. die Tangenten abcde (Fig. 36) gegeben und man wollte den 
Berührungspunkt von a finden , so hätte man dem Satze zufolge die Diagonalen 
AD und BG des von den Tangenten gebildeten Fünfeckes zu ziehen und ihren 
Durchschnittspunkt M mit dem Eckpunkte C zu vorbinden ; der Schnittpunkt 
von MC und a wäre dann der gesuchte Berührungspunkt. 

Durch Anwendung des Satzes 13 lässt sich auch die folgende Aufgabe 
leicht lösen : 

Vier Tangenten abcd (Fig. 36) eines Kegelschnittes und 
der Berührungspunkt T einer derselben, etwa von a, sind 
gegeben, es sollen beliebig viele andere Tangenten des Kegel- 
schnittes ermittelt werden. 

Durch die Angabe von vier Tangenten und des Berührungspunktes einer 
derselben ist der Kegelschnitt vollkommen bestimmt, nachdem die Tangente, 
deren Berührungspunkt gegeben ist, als zwei coincidirende Tangenten anfgefasst 
werden kann, welche sich im gegebenen Berührungspunkte schneiden. Es 
erscheinen somit eigentlich fünf Tangenten des Kegelschnittes gegeben, wodurch 
derselbe vollkommen bestimmt wird. 

Die Ermittlung irgend einer anderen Tangente kann, mit Berücksichtigung 
obigen Satzes, auf folgende Weise geschehen : Man wählt in d einen beliebigen 
Punkt D, verbindet denselben mit dem Durchschnittspnnkte A von a und 5, zieht 
ferner die Verbindungslinie des Punktes T mit dem Dnrchschnittspunkte der 
Tangenten c und d, und verbindet endlich den Schnittpunkt M der Geraden AD 
und CT mit dem Punkte B, in welchem sich h und c schneiden. Die Gerade BM 
trifft dann die Tangente a in einem Punkte G, welcher der ans D an den Kegel- 
schnitt gezogenen Tangente e angehört Um diese Tangente zu erhalten hat man 
also nur die Punkte D und G durch eine Gerade zu verbinden. 

Coincidiren zwei Paare von Eckpunkten eines Pascal'schen Sechseckes, 
so geht dieses in ein dem Kegelschnitte eingeschriebenes Viereck über. Als 
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Seiten, welche zwei coincidirende Ponkte verbioden, müssen dann die Tangenten 
in diesen Punkten betrachtet werden. Nimmt man an, dass die coincidirenden 
Pnnkte an gegenüberliegenden Ecken des Viereckes vorhanden sind, so lässt sich 
demnach behaupten : Die Dnrchschnittsponkte E and F der Gegenseiten eines 
einem Kegelschnitte eingeschriebenen Viereckes ÄBCD (Fig. 38) und die Durch- 

(Fig. 38.) 



schnittspankte G nnd H der Tangenten, welche den Kegelschnitt in den gegenüber- 
liegenden Ecken dieser Viereckes berühren , liegen in ein nnd derselben Geraden. 

Da die Reihenfolge der Eckpunkte eines PascaTschen Sechseckes 
beliebig gew&hlt werden kann, ohne dass hiedurch die Giltigkeit des PascaT- 
schen Satzes aufgehoben würde, so ist es auch gestattet, die Reihenfolge ÄBDG 
der Eckpunkte des Viereckes vorauszusetzen. Dann sind die Tangenten in Ä 
nnd i>, die Seiten AB und DC, sowie die Diagonalen AC nnd BD Gegenseiten 
des Sechseckes, woraus sich ergibt, dass auch die Durchschnittspunkte J, F 
und JT dieser Gegenseiten in ein und derselben Geraden liegen müssen. Betrachtet 
man die Tangenten in B und C als Gegenseiten, so ergibt sich, dass auch der 
Durchschnittspunkt L derselben in der Geraden FK liegt. 

Vi^ird ilDJ^C als das eingeschriebene Viereck angesehen, so kann man 
ans dem P a s c a Tschen Satze ferner schliessen, dass der Dnrchschnittspunkt M 
der Tangenten in A und B und der Durchschnittspunkt N der Tangenten in C 
und D der Verbindungslinie der Punkte E nnd K angehören. — Mit Rücksicht 
auf den Umstand, dass die Tangenten in A, B, C und D ein dorn Kegelschnitte 
umschriebenes Viereck bilden, können wir nun folgenden Satz aufstellen : 

14. Ist ein Viereck ABCD (Fig. 38) einem Kegelschnitte 
eingeschrieben und ein zw eites JilfX^, dessen Seiten den 
Kegelschnitt in den Eckpunkten des ersteren Viereckes be- 
rühren, umschrieben, so liegen die Dnrchschnittspankte EFGH 
der Gegenseiten beider Vierecke in ein und derselben Ge- 
raden, ferner schneiden sich die Diagonalen beider Vierecke 
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in demselbeD Punkte K and endlich gebt jede Diagonale des 
amschriebenen Viereckes durch die Schnittpunkte je zweier 
Gegenseiten des eingeschriebenen. 

Eine bemerkenswerthe Specialität dieses Satzes ergibt sich , wenn man 
eines der beiden Vierecke in ein Parallelogramm übergehen Iftsst Man findet 
dann folgendes : 

Die BcrQhruugspunkte der Seiten eines einem Kegel- 
schnitte umschriebenen Parallelogrammes bilden die Eck- 
punkte eines zweiten P arallelogrammes, dessen Mittelpunkt 
mit jenem des ersteren zusammenfällt und dessen Seiten 
den Diagonalen des ersteren parallel sind. (Siehe Fig. 34.) 

Von besonderem Interesse ist der specielle Fall, wenn die Diagonalen des 
eingeschriebenen Viereckes durch die Schnittpunkte je zweier Gegenseiten des 
umschriebenen Viereckes gehen. Nach Satz 37 bilden die Punkte EFGH SMch 
in dem allgemeinen Falle eine harmonische Pnnktreihe ; gehen nun die Diago- 
nalen des eingeschriebenen Viereckes durch die Schnittpunkte 6r und H der 
Gegenseiten des umschriebenen, so ist demzufolge der Strahlenbflschel, welcher 
aus den vier durch K gehenden Diagonalen beider Vierecke besteht, ein harmo- 
nischer. Daraus ist zu ersehen, dass auf jeder der vier Tangenten, welche Seiten 
des umschriebenen Viereckes bilden, harmonische Pnnktreihen zu 
Stande kommen ; der Berührungspunkt einer jeden solchen Tangente und die 
Schnittpunkte derselben mit den übrigen drei Tangenten sind die Elemente 
dieser Reihen. So z. B. würden die Punkte MAJO eine harmonische Reihe 
bilden, wenn die Diagonale BD durch G ginge. Denn es mttsste dann die zweite 
Diagonale AC des eingeschriebenen Viereckes (nach Satz 37) durch den Punkt 
H gehen, weil er der vierte harmonische Punkt zu E, F und G ist; der aus den 
Geraden KM^ KA, KJ und KG bestehende Strahlenbflschel wftre demnach 
harmonisch und ebenso die Punktreihe MAJG^ welche als ein Schnitt dieses 
Büschels mit der Tangente in A betrachtet werden kann. In gleicher Weise 
lässt sich begründen, dass auch auf den Tangenten in B, C und D harmonische 
Pnnktreihen zu Stande kommen, deren Elemente der Berührungspunkt und die 
Schnittpunkte der betreffenden Tangente mit den drei flbrigen sind. — Nach 
Satz 1, 2. Abschnitt werden je zwei Tangenten eines Kegelschnittes von den 
übrigen Tangenten in projectivischen Punktreihen geschnitten; daraus ergibt 
sich, dass wenn die Punktreihe, welche auf der einen dieser zwei Tangenten zu 
Stande kommt, harmonisch ist, auch die auf der zweiten entstehende Pnnkt- 
reihe harmonisch sein muss. Denken wir uns nun ausser den vier, das um- 
schriebene Viereck bildenden Tangenten noch eine beliebige fünfte Tangente 
des Kegelschnittes gezogen, so folgt ans der eben gemachten Bemerkung, dass 
diese fünfte Tangente von den vier anderen ebenfalls in einer harmonischen 
Punktreihe geschnitten wird, wie leicht einzusehen ist, wenn man sich erinnert, 
dass der Berührungspunkt einer jeden Tangente als der Schnittpunkt zweier 



Digitized by 



Google 



betreffende Sätze und Aufgaben. 121 

coinddirender Tangenten aofgefasst werden kann. Die Seiten desnm- 
schriebenen Viereckes JMLN schneiden somit jede beliebige 
Tangente des Kegelschnittes in einer harmonischen Punkt« 
reihe, wenn die Diagonalen des eingeschriebenen Viereckes 
ÄBCD durch die Schnittpunkte Q and H der Gegenseiten des 
ersteren Viereckes gehen. 

Vier Tangenten eines Kegelschnittes, welche die Eigenschaft haben, dass 
sie jede beliebige fflnfte Tangente in einer harmonischen Panktreihe schneiden, 
nennt man harmonische Tangenten and den Kegelschnitt in Bezog auf 
das von solchen vier Tangenten gebildete Viereck den eingeschriebenen 
harmonischen Kegelschnitt 

Die Berflbrangspankte von vier harmonischen Tangenten zeichnen sich 
durch die Eigenschaft aus, dass die vier Verbindungslinien derselben mit irgend 
einem Punkte des Kegelschnittes einen harmonischen Strahlenbflschel bilden. 
Nehmen wir an, dass in Fig. 38 die Diagonalen BD und ÄC beziehungsweise 
durch G und H gehen , so ist der Strahlenbflschel AG, AD, AC, AB ein 
harmonischer, da er als ein Schein der harmonischen Reihe QEHF betrachtet 
werden kann. Ein Gleiches Iftsst sich fllr die Bflschel, deren Mittelpunkte B, C 
und D sind, nachweisen. Denken wir uns nun irgend einen fflnften Punkt des 
Kegelschnittes mit A, B, C und D durch Gerade verbanden, so bilden diese 
Verbindungslinien nach Satz 4, 2. Abschnitt einen Strahlenbflschel, welcher den 
erwfthnten harmonischen Bflscheln projectivisch verwandt ist , er muss demnach 
eben&Us harmonisch sein. Die Verbindungslinien der Eckpunkte des 
eingeschriebenen Viereckes ABGD mit irgend einem beliebigen 
Punkte des Kegelschnittes bilden also einen harmonischen 
Strahlenbflschel, wenn die Diagonalen dieses Viereckes durch 
die Schnittpunkte und ITder Gegenseiten des umschriebenen 
Viereckes JMLN gehen. 

Vier Punkte eines Kegelschnittes, welche eine solche Lage gegen einander 
haben, dass die Verbindungslinien derselben mit irgend einem fflnften Punkte 
des K^ielschnittes einen harmonischen Strahlenbflschel bilden, nennt man in 
Bezug aaf den Kegelschnitt harmonische Punkte und den Kegelschnitt 
in Bezug auf das durch vier harmonische Punkte bestimmte Viereck, den 
umschriebenen harmonischen Kegelschnitt. 

Die Lösung folgender Aufgaben ist nun, auf Grundlage der vorausgehenden 
ErklArungen, leicht zu finden : 

Es soll zu irgend drei Es soll zu irgend drei 

gegebenen Tangenten eibc gegebenen Punkten ^^0 eines 
eines Kegelschnittes die Kegelschnittes der vierte 
vierte harmonische bestimmt harmonische bestimmt werden, 
werden. 

Eine Auflösung der Aufgabe links ist folgende : 
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Man yerbindet den Dorchschoittspankt der beiden TangeDten a ond b mit 
dem BerQhraugspankte von c and consirnirt im zweiten Darchschnittspankte 
dieser Verbindnngslinie mit dem Kegelschnitte eine Tangente an letzteren. Die 
so erhaltene Tangente ist dann eine vierte harmonische za den drei gegebenen, 
nachdem das von den vier Tangenten gebildete umschriebene Viereck die 
Eigenschaft hat, dass die Diagonalen dos Viereckes, welches durch die 
Berflhrungspankte bestimmt wird, gegen die Schnittpunkte der Gegenseiten 
des ersteren convergiren. 

Wird statt des Durchschnittspunktes von a und b joner der Tangenten 
a und e mit den Berührungspunkte der dritten gegebenen Tangente verbunden, 
so ergibt sich im zweiten Durchschnitte dieser Verbindungslinie mit dem Kegel- 
schnitte der Berflhrnngspunkt einer Tangente, welche ebenfalls die vierte 
harmonische zu ab und c ist. Eine dritte Auflösung resultirt, wenn man den 
Schnittpunkt von b und c mit dem BerOhrungspunkte von a verbindet. Es gibt 
demnach drei Auflösungen der obigen Aufgabe, also drei Tangenten des 
gegebenen Kegelschnittes, deren jede eine vierte harmonische zu den drei 
gegebenen ist. 

Werden vier harmonische Tangenten aJ>cd von einer beliebigen fttnften 
Tangente des Kegelschnittes beziehungsweise in den Punkten Jl^CJD geschnitten 
und sind Ä und C, sowie B und D einander zugeordnete Punkte, so nennt man 
a und c, sowie b und d einander zugeordnete oder conjngirte 
harmonische Tangenten. 

Wie leicht einzusehen, werden bei obigen drei Auflösungen der in Rede 
stehenden Aufgabe einmal a und b, dann a und c, endlich b und e einander 
zugeordnet ; man kann daher auch sagen, dass die eine oder die andere dieser 
Auflösungen sich ergibt, je nachdem man a und 6, a und c, oder b und e als 
einander zugeordnete Tangenten betrachtet. 

Die Aufgabe rechts wird gelöst, indem man in zweien von den gegebenen 
drei Punkten die Tangenten zieht und den Durchschnitt der letzteren mit dem 
dritten gegebenen Punkte verbindet; der zweite Schnittpunkt der so erhaltenen 
Verbindungslinie mit dem Kegelschnitte ist dann der gesuchte vierte harmonische 
Punkt Auch hier sind drei Auflösungen möglich, da je nachdem man die 
Tangenten in Ä und B, in Ä und C, oder in B und zieht, verschiedene 
vierte harmonische Punkte sich ergeben. Man nennt im ersteren Falle Ä und B, 
im zweiten Ä und 0, im dritten B und einander zugeordnete oder conjugirte 
harmonische Punkte des Kegelschnittes. 

Ohne weitere Begründung dürften nun auch die folgenden zwei Sätze 
leicht einzusehen sein : 

Der Durchschnittspnnkt Die Verbindungslinie von 

von je zwei einander zuge- je zwei einander zugeordnet 
ordneten harmonischen Tan- ten harmonischen Punkten 
genten eines Kegelschnittes eines Kegelschnittes und die 
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and die Berflhrangspankte in den zwei flbrigen harmoni- 
der zwei übrigen harmonischen s<;hen Punkten gezogenen 
Tangenten liegen in ein und Tangenten schneiden sich in 
derselben Geraden. ein und demselben Punkte. 

Ist ein Viereck gegeben, dessen Seiten wir abcd nennen wollen, und es 
wäre ein demselben eingeschriebener harmonischer Kegelschnitt zn coDstmiren, 
so bestimmen wir zunächst die Berflhmngspnnkte ABCD der Seiten dieses 
Viereckes, indem wir den Durchschnitt seiner Diagonalen mit den zwei Schnitt- 
punkten der Gegenseiten verbinden. Diese Verbindungslinien sclmeiden abcd in 
den Bertthrungspunkten ABCD. Man hat nun vier Tangenten des zu 
constrnirenden Kegelschnittes mit ihren Bertthrungspunkten und kann auf die 
bereits erklärte Weise beliebig viele andere Punkte und Tangenten desselben 
ermitteln. — Nachdem es gestattet ist a und b, a und o, oder auch b und c als 
Gegenseiten zu betrachten, so kann man durch die angegebene Construction 
drei, aber auch nicht mehr, von einander verschiedene 
harmonische Kegelschnitte, welche demselben Vierecke 
eingeschrieben sind, erhalten. 

Wenn einem gegebenen Vierecke ABCD ein harmonischer Kegelschnitt 
umschrieben werden soll, so verbindet man die zwei Durchschnittspunkte der 
Gegenseiten durch eine Gerade, bestimmt die zwei Durchschnittspunkte dieser 
Geraden mit den beiden Diagonalen und verbindet letztere Punkte mit den 
Ecken des gegebenen Viereckes. Die so erhaltenen Verbindungslinien , selbst- 
verständlich jene, welche nicht Diagonalen sind, bilden ein dem zn constrnirenden 
Kegelschnitte umschriebenes Viereck , dessen Seiten den Kegelschnitt in ABCD 
berahren.Der letztere erscheint somit durch vier Tangenten und dieBertthrungs- 
punkte derselben bestimmt — Da man entweder A und B oder A und C, oder 
auch B und G als gegenflberliegende Ecken des gegebenen Viereckes betrachten 
kann, und jede dieser Annahmen einem andern Kegelschnitte entspricht, so hat die in 
Rede stehende Aufgabe ebenfalls drei Aufl(^sungen. Die zwei zuletzt betrachteten 
Aufgaben kann man demnach in folgender Form geben: 

Es sollen die drei einem Es sollen die drei einem 

gegebenen Vierecke einge- gegebenen Vierecke um- 
schriebenen harmonischen schriebenen harmonischen 
Kegelschnitte constrnirt Kegelschnitte construirt 
werden. werden. 

Wir haben, um zu den Sätzen und Aufgaben ttber die einem Kegelschnitte 
umschriebenen und eingeschriebenen Vierecke zu gelangen, den PascaFschen 
Satz als Ausgangspunkt gewählt Dieselben Resultate wflrden sich auch ergehen 
haben, wenn wir vom Brianchon'schen Satze ausgegangen wären. Es erscheint 
daher aberflflssig, den speciellen Fall zu betrachten, in welchem bei einem 
Sechsecke, das einem Kegelschnitte umschrieben ist, zwei Paare von Seiten 
coinddiren. 



Digitized by 



Google 



124 Zweüer Äbadmitt, Versd^iedene, die KegdaehniUe 

Nimmt man an, dass bei einem Pascal'sclfen Sechsecke drei Paare von 
Eckpunkten zusammenfallen, so geht letzteres in ein dem Kegelschnitte 
eingeschriebenes Dreieck ttber. Die Seiten des Sechseckes werden dann von den 
Seiten des eingeschriebenen Dreieckes and den in den Eckpunkten dieses 
Dreieckes gezogenen Tangenten gebildet. Mit Bitcksicht auf den Pascarschen 
Satz kann man demnach behaopten : 

15. Ist ein Dreieck einem Kegelschnitte eingeschrieben, 
so liegen die drei Durchschnittspunkte seiner Seiten mit 
den in den gegenüberliegenden Ecken gezogenen Tangenten 
auf ein und derselben Geraden. 

Coinddiren drei Paare von Seiten eines Sechseckes, das einem Kegel- 
schnitte eingeschrieben ist, so geht dieses Sechseck in ein dem Kegelschnitte 
umschriebenes Dreieck ttber. — Wir haben diesen Fall bereits betrachtet (siehe 
Fig. 32) und von dem hierauf bezaglichen Satze Gebrauch gemacht, welcher lautet : 

16. Ist ein Dreieck einem Kegelschnitte umschrieben, 
so schneiden sich die Verbindungslinien seiner Ecken 
mit den Berflhrungspnnkten der gegenfiberliegenden Seiten 
in ein und demselben Punkte. 

Wie man mit Benützung der letzteren zwei Sätze die folgenden Aufgaben 
löst, bedarf wohl keiner weiteren Erklärung: 

Zwei Tangenten mit ihren Zwei Tangenten mit ihren 

Berührungspunkten und ein Berührungspunkten nnd eine 
dritter Punkt eines Kegel- dritte Tangente eines Kegel- 
schnittes sind gegeben es Schnittes sind gegeben, es 
soll die Tangente in dem soll der Berührungspunkt 
gegebenen dritten Punkte der gegebenen dritten Tan- 
bestimmt werden. gente bestimmt werden. 

Es wurden oben die Aufgaben gelöst: Wenn fünf Punkte oder Tangenten 
eines Kegelschnittes gegeben sind, beliebig viele andere Punkte beziehungsweise 
Tangenten desselben zu construiren. Nimmt man an, dass bei der ersteren dieser 
Aufgaben zwei Paare der gegebenen Punkte, bei der letzteren zwei Paare der 
gegebenen Tangenten coincidiren, so kann man die in Bede stehenden Aufgaben 
wie folgt, ausdrücken : 

Zwei Tangenten mit ihren Zwei Tangenten mit ihren 

Berührungspunkten und ein Berührungspunkten und eine 
dritter Punkt eines Kegel- dritte Tangente eines Kegel- 
schnittes sind gegeben, es Schnittes sind gegeben, es 
sollen beliebig viele andere sollen beliebig viele andere 
Punkte des letzteren bestimmt Tangenten des letzteren be- 
werden. stimmt werden. 

Die Lösung dieser Aufgaben kann ganz in derselben Weise geschehen, 
wie wir die allgemeinen Aufgaben gelöst haben, deren specielle Fälle sie sind. 
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Es dOrfte daher nicht nöthig sein, die betreffenden Gonstmctionen besonder a 
%n erklAren. 

Die Sfttze nnd Aufgaben, welche in diesem Kapitel bisher betrachtet 
worden, fanden alle ihre Begrflndang, beziehangsweise Lösung, in dem 
Pascarschen und Brian chon'schen Satze. Wir gehen nun zn anderen Sätzen 
nnd Aufgaben ttber, bei welchen die Entstehung der Kegelschnitte durch 
projectivische Punktreihen und Strahlenbflschel vorzugsweise in Betracht 
kommt. 

17« Sind zwei Dreiecke Sind zwei Dreiecke einem 

einem Kegelschnitte einge- Kegelschnitte umschrieben, 
schrieben, so sind sie zu- so sind sie zugleich einem 
gleich einem andern Kegel- anderen Kegelschnitte ein- 
schnitte umschrieben. geschrieben. 

In Fig. 39 seien ABC und DEF zwei beliebige einem Kegelschnitte 
eingeschriebene Dreiecke. Die Verbindungslinien des Punktes A mit ECB und 
F bilden einen Strahlenbaschel S, welcher dem ^ 

Bflschel 8^ projectivisch verwandt ist, der von 
den Verbindungslinien des Punktes D mit 
ECB und F gebildet wird. Die Punküeihe B, 
welche als Schnitt von 8 mit der Dreieckscito 
EF zu Stande Kömmt und jene Reihe B^y in 
der die Seite BC den Bflschel 8^ schneidet, 
sind demnach ebenfalls projectivisch. Da nun 
die Verbindungslinien der entsprechenden 
Punkte dieser zwei Reihen zugleich Dreieck- 
seiten sind, so mflssen letztere Tangenten 
eines und desselben Kegelschnittes sein. 

Der Beweis fflr den Satz rechts kann wie folgt geführt werden : 

Die vier Tangenten AB, AC, DE DF schneiden nach Satz 1 die 
Tangenten EF und BC in zwei projectivischen Punktreihen B und i2,, somit 
sind die zwei Strahlenbflschel, welche entstehen, wenn man die Punkte von 
B mit A und Jene von JS, mit D verbindet, ebenfalls projectivisch, woraus folgt, 
dass die Punkte A und A sowie die vier Durchschnitte BCEF von je zwei 
sich entsprechenden Strahlen, nämlich die Eckpunkte der umschriebenen 
Dreiecke, in einem Kegelschnitte liegen mflssen. 

Mit Hilfe des einen oder des anderen dieser Sätze lässt sich nun der 
folgende leicht nachweisen : 

18. Haben zwei Kegelschnitte eine solche Lage, dass 
dem einen ein Dreieck umschrieben werden kann, welches 
zugleich dem anderen eingeschrieben ist, so gibt es 
unendlich viele Dreiecke, welche dieselbe Bedingung 
erfflllen. Jeder Punkt des umschriebenen Kegelschnittes, 
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welcher aasserhalb des eingeschriebenen liegt, kann nämlich 
Eckpunkt eines solchen Dreieckes sein. 

Ist ABC (Fig. 39) ein die angegebene Bedingong erflxllendes Dreieck 
and man zieht ans irgend einem Ponkte D des nmschriebenen Kegelschnittes 
K zwei Tangenten DE und DF an den eingeschriebenen IT^, so bilden der 
Pnnkt D und die Durchschnittsponkte E nnd F der zwei Tangenten mit K die 
Eckpunkte eines zweiten Dreieckes, welchem nach Satz 17 ein Kegelschnitt 
eingeschrieben werden kann , der auch dem Dreiecke ABC eingeschrieben ist 
Dieser Kegelschnitt kann kein anderer sein als X^ , nachdem derselbe durch 
fünf Tangenten von fj, n&mlich die Seiten des Dreieckes ABC und die 
Geraden DE nnd DF vollkommen bestimmt erscheint. — Dass jene Punkte 
von K^ welche innerhalb K^ liegen, keine Eckpunkte eines Dreieckes bilden 
können, dessen Seiten IT, berühren, ist selbstverständlich. 

Zwei wichtige Sätze, welche ihre Begründung ebenfalls in den Eigen- 
schaften projectivischer Pnnktreihen und Strahlenbflschel finden, sind folgende : 
19. Wenn ein Viereck Wenn ein Viereck einem 

einem Kegelschnitte einge- Kegelschnitte umschrieben ist, 
schrieben ist, so steht das so steht das Product der 
Product der Entfernungen Entfernungen irgend einer 
irgend eines Punktes der Curve Tangente der Curve von zwei 
von zwei gegenttberliegenden gegenflberliegenQen Ecken des 
Seiten des Viereckes zum Viereckes zum Producte der 
Producte der Entfernungen Entfernungen derselben Tan- 
desselben Punktes von den gente von den beiden andern 
beiden andern Seiten in Ecken in einem constanten 
einem constanten Verhält- Verhältnisse, 
n isse.*) 

Der Satz links lässt sich wie folgt nachweisen : Die Ecken des einge- 
schriebenen Viereckes seien ABCD und P heisse irgend ein Punkt des Kegel- 
schnittes. Verbindet man den Pnnkt A mit B, C, D und P durch gerade Linien, 
so entsteht ein Strahlenbüschel mit dem Mittelpunkte A, welcher jenem 
Büschel projectivisch verwandt ist, dessen Mittelpunkt sich in C befindet und 
der von der Tangente in C und den Geraden CB, CD^ OP gebildet wird. Für 
diese beiden Strahlenbflschel besteht, wenn man die Tangente in C durch CT 
bezeichnet, die Gleichung : 

sin BAP sin BAC _ sin BCP sin BCT 
sin DAP ' sin DAC ~ sin DCP ' sin DCT ' 
aus welcher sich ergibt : 

sin BAP . sin DCP _ sin DAC . sin DCT 
sin DAP . sin BCP ~ sin BAC . sin BCT ' 



*) Dieser Satz wurde zuerst von Pappus (gegen Ende des 4. Jahrhundert 
n. Chr.) aufgestellt und wird desshalb der Satz des Pappus genannt. 
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Da Dan —. — jr-rp gleich dem Yerh&ltiiisse der Perpendikel ist, welche 

man von P anf die Seiten AB nnd AD fiUlen kann, nnd -; — =r^=:=r gleich dem 

sin HUJP 

Yerhftltnisse der von P auf die Seiten CD nnd BC geftlUen Perpendikel, so gibt 

der Theü links vom Gleichheitszeichen an, in welchem Verhältnisse das Prodnct 

der Entfemangen des Punktes P von AB und DC zu dem Prodncte der Ent- 

femnngen desselben Pnnktes von den Seiten AD and BC steht. Nachdem ferner 

der Werth des Theiles rechts vom Gleichheitszeichen eine von der Lage 

des Punktes P anabhängige constante Grösse hat , so erscheint obiger Satz 

gerechtfertigt. 

Um den Satz rechts zn begrflnden, nehmen wir ein einem Kegelschnitte 
amschriebenes Viereck ABCD and irgend eine Tangente t des ersteren an. 
Der Schnittpunkt der gegenQberliegenden Seiten AB und CD heisse JEJ, der 
Berflhmngspunkt von CD sei F und die Schnit^unkte von AB und CD mit 
der Tangente i nennen wir bezieAngsweise P und Q. 

Auf den Seiten AB und OH kommen durch den Schnitt derselben mit 
den Tangenten SC, CD und i zwei projectivische Ponktreihen zu Stande, 
nämlich die Reihen ABPE und IfCQF. Es gilt somit die Gleichung: 

AF AE DQ DF 
BP' BE^ CQ ' CF' 
aus welcher folgt: 

AP . CQ BE . CF 
BP . DQ^ AE. DF 

AP 
Da — gleich dem Verhältnisse der Entfernungen der Punkte A und B 

CO 
von der Tangente t ist nnd ^ das Verhältniss der Entfernungen der Punkte 

C und D von derselben Tangente i angibt, so kann aus letzterer Gleichung 
obiger Satz (rechts) gefolgert werden, nachdem der Theil rechts vom Gleich* 
heitszeichen einen von der Lage der Tangente t unabhängigen Werth hat 

Aus den Sätzen 19 ergeben sich einige andere — deren Aufstellung uns 
wohl zu weit fähren würde — wenn man ein oder zwei Paare von Ecken des 
eingeschriebenen, beziehungsweise von Seiten des umschriebenen Viereckes 
coinddiren lässt. 

20. Wenn ein Viereck Wenn ein Viereck einem 

einem Kegelschnitte ein^e- Kegelschnitte umschrieben 
schrieben ist, so bilden die ist, so bilden die Verbindungs- 
Durchschnittspnnkte irgend linien irgend eines in der 
einer in der Ebene des Ebene des Kegelschnittes 
Kegelschnittes gelegenen gelegenen Punktes mit den 
Geraden mit den Seiten des Ecken des Viereckes und 
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Viereckes and die Darch- die Tangenten, welche Yon 
schnittspankte derselben Oe- demselben Punkte an den 
raden mit dem Kegelschnitte Kegelschnitt gezogen werden 
eine involatorische Pnnkt- können, einen involatorischen 
reihe. Entsprechende Punkte StrahlenbüscheL Entspre- 
der letzteren sind die zwei chende Strahlen des letzteren 
Darchschnittspankte mit dem sind die zwei Tangenten, 
Kegelschnitte, sowie je zwei sowie je zwei Oerade, welche 
Punkte, welche sich in gegen- gegenflberliegende Ecken ver- 
aberliegenden Seiten befin- binden, 
den.*) 

Das eingeschriebene Viereck sei aßyd (Fig. 40) und die schneidende 
Gerade heisse g. Die Schnittpnnkte yon g mit dem Kegelschnitte nennen wir 

B, B^y jene mit den Seiten 
^^^- ^'^ aß, ßy, yd and ad beziehungs- 

weise A, C, Äy und Cj. 

Wio leicht einzasehen 
sind die PuDktrcihen ABC^B^ 
und CBÄ^B^ projectivisch, 
nachdem sie Schnitte der Ge- 
raden g mit den zwei projec- 
tivischenStrahlenbüscheln sind, 
welche darch die Verbindangs- 
linien der Pankte a and y mit 
den Carvenpunkten ßBÖB^ 
gebildet werden ; man hat also : 

{ÄBC^B^) = (CBA^Bi). 

Betrachtet man die Punkte ß und S als Mittelpunkte von Strahlenbascheln, 
deren Strahlen durch die Canrenpunkte aByB^ gehen, so kann man sich leicht 
ttberzeagen, dass die Gleichung besteht : 

{ABCB^) = {C^BA^B,) 





Es ist somit : 










AC^ ABt _ CA^ 


CBi 


' 




BC^ ' BB, ~ BAi 


■ BBt 


1 und 








1 




AC _ AB, C^A, 
BC ' BB^ B\ ■ 


C,B, 
BB, 



*) Desargues stellte dieses Theorem zaerst auf, dasselbe wird daher der 
Satz des Desargues genannt. 
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Dividirt man die zweite dieser Gleichangeo darch die erste, so ergibt sich : 
AC , AC, _C^ C,B, 

BC ' BC\ ~ CA^ '' CB^ ' 
oder 

A.Ky ^O« ^|C/« ^j C/ 

BC • ßC\ ^Ib'C^ ' B,C 

Aqs der symbolischen Forui 

{ABCC^) = {A,B,C\C] 
der zaletzt aufgestellten Gleichung ist leicht zu erkennen, dass die sechs Punkte 
ABC A^B^C^ in der That eine Involution bilden. Die Punktreihe ABCC^ 
ist nttmiich, wie aus dieser Gleichung und dorn Satze 3, 1. Abschnitt, folgt, der 
Reihe j1,^,(7jC projectivisch verwandt und beide Reihen haben eine solche 
Lage, dass der Punkt C dem Punkte C^ entspricht, ob man C als Punkt 
der einen oder der andern Reihe betrachtet, woraus sich nach Satz öl, 
1. Abschnitt, ergibt, dass die zwei Reihen involutorisch liegen. Entsprechende 
Punkte dieser Involution sind A und A^ , B und B^ , sowie C und C, . Obiger 
Satz links erscheint somit gerechtfertigt. 

Selbstverständlich gilt derselbe auch fttr die Vierecke ayßd und aydß, 
deren Seiten aus den Diagonalen und zwei gegenflberliegenden Seiten des 
zuerst betrachteten Viereckes gebildet werden. In dem Vierecke aydß sind 
aß, yd und ay,ß3 zwei Paare gegenüberiiegeoder Seiten. Heissen D nnd D^ die 
Schnittpunkte der zuletzt genannten Seiten mit g^ so bilden j1^^, BB^ und DD, 
obigem Satze zufolge drei Paare entsprechender Punkte einer involutorisch en 
Reihe, diese Reihe ist, wie aus Satz 58, 1. Abschnitt, geschlossen werden kann, 
mit der durch die Pnnktpaarc AA^, BB^, CC^ bestimmten involutorischcn Reihe 
identisch, es bilden also auch die Schnittpunkte der Diagonalen 
des eingeschriebenen Viereckes aßyd ein Paar sich entspre- 
chender Punkte der in obigem Satze (links) erwähnten 
involutorischcn Reihe. 

Mit Hilfe des Satzes 20 (links) ist man auch im Stande beliebig viele 
Punkte eines Kegelschnittes zu bestimmen, wenn fünf Punkte desselben gegeben 
sind. Man zeichnet ein Viereck, dessen Ecken vier der gegebenen Punkte bilden 
und zieht ans dem fflnften Punkte eine beliebige Gerade; der zweite Durch- 
schnitt dieser Geraden mit dem Kegelschnitte erscheint nach Satz 58, 
1. Abschnitt, durch die tlbrigen Punkte der involutorischcn Reihe bestimmt, 
welche obigem Satze zufolge auf der in Rede stehenden Geraden liegen, und 
kann durch eine einfache Gonstruction ermittelt werden. 

Trifft g den Kegelschnitt nicht, so werden zwei sich entsprechende Punkte 
der Involution, nämlich die Schnittpunkte von ^ mit der Curve, imaginär. 

fiertthrt die Gerade g den Kegelschnitt so coiucidiren 
die Schnittpunkte B und B^ nndbilden einen Doppelpunkt 
der Involution. Daraus ergibt sich eine Lösung der folgenden Aufgabe : 

ständig 1: Lehrbuch d«r neueren Oeomeirie. 9 
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Einen Kegelschnitt zn constrniren, wenn Tier Pnnkte 
desselben ond eine Tangente, welche dnrch keinen dieser 
Pnnkte gebt, gegeben sind 

Der Berflhmngspnnkt der gegebenen Tangente ist nimlich einer der 
zwei Doppelpunkte jener involntoriscben Pnnktreihe, in welcher die Tangente 
von den Seiten des Viereckes geschnitten wird, dessen Eckpunkte die gegebenen 
vier Pnokte bilden. Da eine involntorische Beihe dnrch swei Paare sich 
entsprechender Pnnkte vollkommen bestimmt wird, so lassen sich die beiden 
Doppelpunkte aus den Angaben unzweidentig ermitteln. Der Umstand, dass in 
einstimmig verlaufenden in volu torischen Reihen keine Doppelpnokte vorhanden 
sind, in entgegengesetzt verlaufenden aber stets zwei Doppelpunkte vorkommen 
beweist, dass obige Bedingungen entweder von keinem oder 
von zwei verschiedenen Kegelschnitten erfallt werden. 
Denn verläuft die auf der gegebenen Tangente entstehende Beihe einstimmig, 
so hat erstere keinen reellen Berahrnngspnnkt, es gibt also umgekehrt keinen 
reellen Kegelschnitt, welcher der Aufgabe entsprechen wflrde, verläuft jedoch 
die erwähnte Beihe entgegengesetzt, so ergeben sich immer zwei reelle 
Berflhmngspnnkte, woraus zu schliessen ist, dass dann zwei verschiedene 
Kegelschnitte die gestellten Anforderungen erfüllen« 

Nachdem der Beweis fOr den obigen Satz rechts in analoger Weise 
gegeben werden kann, wie jener fftr den Satz links, so unterlassen wir es, 
denselben durchzuführen. Wir bemerken nur, dass auch die Yer- 
bindungslinion des beliebig gewählten Punktes mit den 
zwei Schnittpunkten der gegenttberliegenden Seiten des 
nmschriebenen Viereckes ein Paar sich entsprechender 
Strahlen des in diesem Satze erwähnten involutorischen 
Büschels sind. Man flberzengt sich hievon leicht, wenn man berücksichtigt, 
dass der in Rede stehende Satz nicht nur für ein umschriebenes Viereck gilt, 
dessen Seiten dbcd sind (und so aufeinander folgen, wie sie genannt wurden), 
sondern anch für das Viereck acdb. 

Liegt der Punkt, von welchem ans gegen die Ecken des umschriebenen 
Viereckes Gerade gezogen sind, innerhalb des Kegelschnittes, so werden zwei 
Strahlen des involntorischen Büschels, der sich dem Satze rechts zufolge ergibt, 
imaginär. Es sind dies jene Strahlen, welche den Kegelschnitt tangiren. Ist der 
Mittelpunkt des involutorischen Büschels ein Punkt des Kegelschnittes, so 
coincidiren die zwei Strahlen, welche Tangenten des Kegelschnittes sind und 
bilden einen Doppclstrahl der Involution. Dieses Ergcbniss führt uns 
zur Lösung folgender Aufgabe: 

Ein Kegelschnitt soll constrnirt werden, wenn vier 
Tangenten und ein Punkt desselben, welcher in keiner 
dieser Tangenten liegt, gegeben sind. 
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Die TftDgente in dem gegebenen Punkte ist einer der zwei Doppelstrahlen 
jenes involatorischen Bflschels, dessen Strahlen die Verbindungslinien des 
gegebenen Panktes mit den Ecken des von den gegebenen Tangenten gebildeten 
Viereckes sind. Nach Satz 58, 1. Abschnitt, werden die zwei Doppelstrahlen durch 
die flbrigen bekannten Strahlen des in Rede stehenden Büschels vollkommen 
bestimmt. Aus dem umstände jedoch, dass wenn der involutorische Baschel 
einstimmig verläuft, keine reellen Doppelstrahlen vorhanden sind und im Falle 
er entgegengesetzt verl&uft, stets zwei reelle Doppelstrahlen vorkommen, folgt, 
dass die Bedingungen obiger Aufgabe entweder von 
keinem Kegelschnitte oder von zwei verschiedenen Kegel- 
schnitten erfüllt werden. 

Coincidiren zwei Eckpunkte des dem Kegelschnitte eingeschriebenen 
Viereckes, und zwei Seiten des umschriebenen, so kann man obige Sätze in 
folgender Weise ausdrOcken : 

21. Wenn ein Dreieck Wenn ein Dreieck einem 
einem Kegelschnitte einge- Kegelschnitte umschrieben 
schrieben ist, so bilden die ist, so bilden die Verbindnngs- 
Durchschnittspunkte irgend linien irgend eines Punktes 
einer in der Ebene des der Ebene desKegelschnittes 
Kegelschnittes gelegenen mit den Ecken des Dreieckes 
Oeraden mit den Seiten des und mit dem Berflhrnngs- 
Dreieckes, mit der in einem punkte einer beliebigen 
beliebigen Eckpunkte gezo* Dreieckseite, ferner die aus 
genen Tangente und mit dem demselben Punkte gezogenen 
Kegelschnitte eine involu- Tangenten einen involutori- 
torische Punktreihe. Ent- sehen Strahlenbaschel Ent- 
sprechende Punkte der sprechende Strahlen des 
letzteren sind die zwei letzteren sind die zwei 
Durchschnittspunkte mit dem Tangenten, die Verbindnngs- 
Kegelschni tte, die Durch- linien mit den Endpunkten 
schnitte der zwei Dreieck* jener Seite, in welcher der 
Seiten, welche sich im Be- erwähnte Berührungspunkt 
rührungspunkte der erwähnten liegt, und die zwei flbrigen 
Tangente treffen, und die Verbindungslinien. 

zwei flbrigen Schnittpunkte. 

Nimmt man an, dass in dem eingeschriebenen Vierecke (Satz 20) zwei 
Paare von Ecken, in dem umschriebenen zwei Paare von Seiten coincidiren, so 
ergeben sich folgende Sätze : 

22. Wenn ein Winkel Wenn ein Winkel einem 
einem Kegelschnitte nmschrie- Kegelschnitte umschrieben 
ben ist, so bilden die Durch- ist, so bilden die Verbindnngs- 
schnittspunkte irgend einer linien irgend eines Punktes 

9* 

Digitized by LjOOQIC 



132 Zweiter Äbaeknitt. Verschiedene, die iegeUchniiie 

in der Ebene des Kegel- der Ebene des Kegelschnittes 
Schnittes gelegenen Geraden mit den Berflbrangspunkten 
mit den Schenkeln des der Schenkel und mit dem 
Winkels, mit der Verbindnngs- Scheitel des Winkels, ferner 
linie der Berahrnngspunkte die ans demselben Punkte 
der Schenkel and mit dem gezogenen Tangenten einen 
Kegelschnitte eine involnto- i n v ol n torische n Strahlen- 
rische Pnnktreihe. Entspre- büscheL Entsprechende Strah- 
chende Punkte der letzteren len des letzteren sind die zwei 
sind die Schnittpunkte mit Tangenten and jene Strahlen, 
der Curve und die in den welche durch die Beruhrangs- 
Schenkeln gelegenen, während punkte der Schenkel gehen, 
der Durchschnitt mit der während die durch den Scheitel 
erwähnten Verbindungslinie gehende Verbindungslinie 
einen Doppelpunkt bildet, einen Doppelstrahl bildet. 

Aus diesen Sätzen lassen sich die Auflösungen nachstehender Aufgaben 
leicht folgern: 

Ein Kegelschnitt soll Ein Kegelschnitt soll 

construirt werden, wenn zwei construirt werden, wenn zwei 
Tangenten und drei Punkte Punkte und drei Tangenten 
desselben, welche ausserhalb desselben, welche durch keinen 
den zwei Tangenten liegen, der drei Punkte gehen, bekannt 
bekannt sind. sind. 

Heissen jp, q (Fig. 41) die Tangenten und Ä, B, die gegebenen drei 

Punkte, so verbindet mau, um die Aufgabe links zu lösen, Ä mit £, welche 

(Fig.) 41. Verbindungslinie p, q in 

zwei Punkten M und N 
schneidet, und ermittelt 
die Doppelpunkte Dund 
D' der durch die vier 
Punkte A, B, M, N be- 
stimmten involutorischen 
Reihe. D, ebenso wie D' 
gehört, dann, dem obigen 
Satze zufolge, einer Ge- 
raden an, welche die 
Berahrungspunkte der 
Tangenten p und q ver- 
bindet. Um einen zweiten 
Pankt einer solchen Ge- 
raden zu erhalten ver- 
bindet man Ä mit C, welche Verbindungslinie p^ q in den Punkten P und Q 
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trüft, und ermittelt die Doppelpunkte J and ^ der involatorischen Reihe 
ÄCPQ. Der Punkt J gehört nun ebenfalls, sowie auch J' einer Geraden an, 
welche die Bertthrangspunkte von p und q verbindet; jede von den vier Geraden 
D^i DJ'^ D'J, D'J' mass demnach durch die Berührungspunkte von p und q 
mit einem Kegelschnitte gehen, welcher die Bedingungen der Aufgabe erfüllt. — 
Man könnte meinen, dass es ausser den genannten vier Geraden noch andere 
geben müsse, welche die Berührungspunkte von p und g verbinden, nachdem 
man auch in der auf BC zu Stande kommenden involutorischen Reihe Doppel- 
punkte erhält. Indess zeigt eine einfache Betrachtung, dass jeder dieser Doppel- 
punkte einer der vier Geraden angehört Man braucht sich nur zu erinnern, dass 
durch die Doppelpunkte einer jeden involutorischen Reibe je zwei sich 
entsprechende Punkte harmonisch getrennt werden (Satz 56, 1. Abschnitt), dass 
ferner zwei harmonische Reihen stets projectivisch verwandt sind und dass 
endlich je zwei von den sich auf AB, AG und BG ergebenden harmonischen 
Reihen perspectivisch liegen. — Wir deuten diese Beziehungen nur au, da uns 
die vollständige Durchführung des betreffenden Beweises, welcher übrigens 
keine Schwierigkeiten bietet, wohl zu weit führen würde. 

Um die obige A.ufgabe rechts zu lösen, verbindet man den Dnrchschnitts- 
punkt 8 zweier von den drei gegebenen Tangenten a, b, c, etwa a und b mit den 
gegebenen zwei Punkten P und Q, und ermittelt die Doppelstrahlen d^ d* des 
durch a, 6, SP, SQ bestimmten involutorischen Büschels. Jeder dieser Doi>i)el- 
strahlen geht nach obigem Satze durch einen Punkt , in welchem sich die in P 
und Q berührenden Tangenten treffen. Wählt man statt a und b zwei andere 
Tangenten, etwa a und c, verbindet ihren Durchschnittspnnkt 8' mit P und Q, 
und ermittelt die Doppelstrahlen öd' des durch o, o, ffP, ^Q gebildeten involuto- 
rischen Strahlenbüschels, so hat man vier Gerade (2, cT , <^, ^, welche in ihren 
Durchschnitten vier Punkte bestimmen, derenjeder als Schnittpunkt der in P und Q 
berührenden Tangenten betrachtet werden kann. Sind diese Tangenten ermittelt, 
so ist die in Rede stehende Aufgabe auf eine bereits früher gelöste zurückgeführt. 

Liegen zwei Punkte bei der obigen Aufgabe (links) derart, dass sie von 
jenen Punkten, in welchen ihre Verbindungslinie die zwei gegebenen Tangenten 
schneidet, getrennt werden, so erhält man keine reellen Doppelpunkte. Es ver- 
laufen nämlich dann zwei der in Betracht kommenden involutorischen Reihen 
einstimmig, da in ihnen ein Paar sich entsprechender Punkte durch ein zweites 
solches Paar getrennt wird, folglich gibt es in diesem Falle keine reellen Doppel- 
punkte, also auch keinen reellen Kegelschnitt, der die Aufgabe erfüllen würde. 
Letzteres ist auch bei der Aufgabe links der Fall, wenn die gegebeneu Punkte 
und Tangenten eine solche Lage haben, dass zwei der erwähnten Involutorischen 
Strahlenbflschel einstimmig verlaufen. 

Aus den Auflösungen obiger Aufgaben können wir schliessen, dass den 
Bedingungen derselben entweder kein Kegelschnitt, oder 
vier verschiedene Kegelschnitte entsprechen. 
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Nimmt man an, dass bei den in Bede stehenden Anigaben einer der 
gegebenen Pnnkte in einer von den gegebenen Tangenten gelegen iet , also zam 
Berahrnngspnnkte dieser Tangente wird, so hat man folgende Aufgaben : 

Ein Kegelschnitt soll Ein Kegelschnitt soll 

constrnirt werden, wenn zwei constrairt werden, wenn zwei 
seiner Tangenten, der Be- seiner Pnnkte, die Tangente 
rflhrnngspnnkt von eiuerder- in einem derselben und zwei 
selben and zweiCarvenpankte, Tangenten, wovonkeine darch 
welche ausserhalb den gege- einen der gegebenen Punkte 
benen Tangenten liegen, be- geht, bekannt sind, 
kannt sind. 

Man verbindet, um die Aufgabe links zu l(^n, die zwei ausserhalb den 
gegebenen Tangenten p und q befindlichen Punkte Ä und B^ ermittelt in der 
involutorischen Beihe, welche auf der Geraden AB zu Stande kommt, die 
Doppelpunkte DD' undTorbindet letztere mit dem gegebenen Berfthrungspunkte 
C. Der Durchschnitt von CD sowohl, als auch jener von CD^ mit der Tangente, 
deren Berührangspunkt nicht gegeben ist, muss ein BerOhrungspunkt eben dieser 
Tangente sein. 

Die Aufgabe rechts wird gelöst , indem man den Durchschnittspunkt 8 der 
beiden Tangenten p und q, deren Berfthrungspunkte nicht bekannt sind, mit den 
beiden gegebenen Gurvenpunkten A, B verbindet und die Doppelstrahlen d, df 
des involutorischen Bttschels p, q, 8A, SB sucht. Sowohl d, als auch cf schnei- 
den dann die dritte gegebene Tangente r in einem Punkte, welcher der in B 
bertthrenden Tangente angehört, vorausgesetzt, dass Ä der BerOhrungspunkt 
von r ist Die Tangente in B erscheint somit bestimmt, da durch die angefahrte 
Gonstruction ein zweiter Punkt derselben gefunden wird. 

Aus den Lösungen der beiden zuletzt behandelten Aufgaben kann man 
schliessen, dass den Bedingungen dieser Aufgabe entweder 
kein Kegelschnitt oder zwei verschiedene Kegelschnitte 
entsprechen. Ersteres ist dann der Fall, wenn die involntorische Beihe, 
beziehungsweise der involutorische Strahlenbttschel, deren Doppelelemente zu 
ermitteln sind, einstimmig verlaufen, was man aus der Lage der gegebenen 
Bestimmungsstacke sofort zu erkennen im Stande ist. 

Wir kehren nun wieder zu den Sätzen 20 zurftck. Es ergeben sich ans 
denselben unmittelbar die folgenden : 

23. Sind zwei Vierecke Sind zwei Vierecke einem 

einem Kegelschnitte einge- Kegelschnitte umschrieben 
schrieben und schneiden drei und gehen die Verbindungs- 
Seiten des einen drei Seiten linien von drei Ecken des 
des anderen in drei Punkten, einen mit drei Ecken des 
welche in ein und derselben andern durch ein und densel* 
Geraden liegen, so befindet ben* Punkt, so geht auch die 
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sich aach der Darchschnitt VerbiDdungslinie derabrigen 
der (tbrigen zwei Seiten auf zwei Ecken darch diesen 
dieser Geraden. Punkt. 

Der Dorchscbnittspunkt der vierten Seite des einen Viereckes mit der 
erwähnten Geraden (Satz links) erscheint nämlich als Element einer involutori- 
schen Reihe, von welcher fttnf Punkte gegeben sind, nach Satz Ö8, 1. Abschnitt, 
vollkommen bestimmt. Dasselbe gilt auch bezüglich des Darchschnittspunktes 
der vierten Seite des zweiten Viereckes. Die fünf Punkte sind, aber dieselben 
für jede der beiden involutorischen Reihen, welche durch die zwei Vierecke zu 
Stande kommen, daher müssen auch die beiden in Frage stehenden Durch- 
Bchnittspunkte coincidiren. — Der Satz rechts kann in ganz analoger Weise 
begründet werden. 

Aus diesen Sätzen folgen die nachstehenden : 

24. Wird ein Viereck, das Wird ein Viereck, das 

einem Kegelschnitte eingc- einem Kegelschnitte um- 
schrieben ist, derart verändert, schrieben ist, derart verän- 
dass es dem Keg el s c h ni tt e dort, d a s s e s d e m K e g e 1- 
eingeschrieben bleibt und drei schnitte umschrieben bleibt 
seiner Seiten sich um drei und drei seiner Ecken sich 
ihrer Punkte drehen, welche in drei Geraden bewegen, 
derselben Geraden angehören, welche gegen denselben Punkt 
so dreht sich die vierte Seite convergiren, so bewegt sich 
ebenfalls um einen Punkt die- die vierte Ecke ebenfalls in 
ser Geraden. einer durch diesen Punkt 

gehenden Geraden. 

Goinddiren in dem eingeschriebenen Vierecke (Satz links) zwei auf einau- 
der folgende Eckpunkte, so geht die durch letztere bestimmte Seite in eine 
Tangente und das Viereck in ein Dreieck über , dessen Seiten dieselben Punkte 
enthalten, um welche sich drei Seiten des Viereckes drehen. Fallen zwei aufein- 
ander folgende Seiten des umschriebenen Viereckes (Satz rechts) zusammen, so 
wird der Durchschnittspunkt dieser Seiten ein Berührungspunkt und das Vier- 
eck verwandelt sich in ein Dreieck, dessen Ecken in denselben Geraden liegen, 
welche die Ecken des Viereckes enthalten. — Diese Bemerkungen führen zu 
einer einfachen Lösung folgender Aufgaben : 

Einem Kegelschnitte soll Einem Kegelschnitte soll 

ein Dreieck eingeschrieben ein Dreieck umschrieben wer- 
werden, dessen Seiten durch den, dessen Ecken in drei b e- 
dr ei bestimmte P unkte einer stimmten, durch denselben 
Geraden gehen. Punkt gehenden Geraden 

liege n. 

Bfan construirt irgend ein dem Kegelschnitte eingeschriebenes Viereck, von 
welchem drei Seiten durch die drei gegebenen Punkte gehen und zieht ans dem 
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DarchscbDitte der vierten Seite mit der darch die drei Paukte bestimroteo Ge- 
raden eine Tangente an den Kegelschnitt. Der Berdhrnngspunkt dieser Tangeute 
ist ein Eckpunkt des verlangten eingeschriebenen Dreieckes. — Das am- 
schriebene Dreieck (Aufgabe rechts) wird durch folgende Constraction erhalten : 
Man zeichnet irgend ein dem Kegelschnitte umschriebenes Viereck , von 
welchem drei Ecken in den gegebenen drei Geraden liegen, und verbindet die 
vierte Ecke mit dem Durchschnitte der drei Geraden. Diese Verbindungslinie 
trifft den Kegelschnitt in zwei Punkten, welche so gelegen sind, dass die in ihnen 
gezogenen Tangenten Seiten zweier Dreiecke werden , deren jedes die verlangte 
Bedingung erfüllt. 

Wir schliessen aus diesen Lösungen, dass obigen Aufgaben entweder kein 
Dreieck, oder zwei verschiedene Dreiecke entsprechen, — 

Specialitäten der Sätze 20 sind auch die folgenden: 
25. Die Durchschnitts- Die Verbindungslinien 

punkte irgend einer Geraden, irgend eines Punktes, welcher 
welche sich inderEbene eines der Ebene eines einfachen 
einfachen Viereckes befindet, Viereckes angehört, mit den 
mit den Seiten und Diagonalen Ecken des letzteren und den 
des letzteren bilden eineinvo- zwei D u r chschnittspunkten 
lutorische Punktreihe. Ent- der gegenüberliegenden Seiten 
sprechende Punkte dieser bilden einen i nvolntorischen 
Reihe sind je zwei in gegen- Strahlenbüschel. Entspre- 
überliegenden Seiten befind- chende Strahlen dieses Bü- 
liche, sowie die Schnittpunkte schels sind je zwei durch gc- 
mit den Diagonalen. genttberliegende Ecken gehende 

Verbindungslinien, sowie jene, 
welche die Schnittpunkte gegen- 
über liegender Seiten ent- 
halten. 

Dass diese Sätze nur Specialitäten der Sätze 20 bilden, leuchtet ein, wenn 
man die beiden Diagonalen, beziehungsweise die zwei Schnittpunkte der gegen- 
überliegenden Seiten , als einen Kegelschnitt bctrachtot. Zwei sich schneidende 
Gerade, sowie zwei Punkte, können ja bekanntlich als ein Kegelschnitt aufgefasst 
werden. Bilden zwei solche Gerade die Diagonalen eines Viereckes, so erscheint 
letzteres dem durch diese Geraden repräsentirten Kegelschnitte eingeschrieben. 
Fasst man hingegen die beiden Durchschnittspunkte der gegenüberliegenden 
Seiten eines Viereckes als einen Kegelschnitt auf, so erscheint das Viereck 
diesem Kegelschnitte umschrieben. 

Gebt die schneidende Gerade (Satz links) durch den Schnittpunkt zweier 
gegenüberliegender Seiten oder der Diagonalen, so ist dieser Punkt ein Doppel- 
element der Involutorischen Reihe. Verbindet die schneidende Gerade beide 
Schnittpunkte der gegenüberliegenden Seiten, so geht die involutoriscbe Reihe 
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in eine harmonische tther, nachdem die genannten Schnittpunkte Doppeleleroente 
bilden. Es zeigt sich also, dass der Satz 37, 1. Abschnitt auch eine Specialität 
des obigen Satzes ist. 

26. Bleiben zwei gegen- Bleiben zwei gegenüber- 

flberliegende Winkel eines liegende Seiten eines verän- 
ver&nderlichen vollständigen derlichen, vollständigen 
Yierseits ihrer Grösse nach Vierecks ihrer Grösse nach 
constant, während sie sich constant, während sie sich in 
um ihre Scheitel drehen und den Geraden, auf welchen sie 
eine dritte Ecke irgend eine liegen, fortbewegen und eine 
bestimmte Gerade durchläuft, dritte Seite sich um irgend 
so beschreiben die drei flbri- einen ihrer Punkte dreht, so 
gen Ecken je einen Kegel- bilden die drei abrigen Seiten 
schnitt, der durch die er- Tangenten je eines Kegel- 
wähnten zwei Scheitel geht.*^) Schnittes, der auch die erwähn- 
ton zwei Geraden berOhrt. 
(Satz links.) Die Ecken des vollständigen Yierseits nennen wir PMÄM^ 
BC (Fig. 42), die Scheitel der Winkel o und ß, deren Grösse constant bleiben 
soll, seien M und j9£^ und die Ecke, welche sich in einer bestimmten Geraden 
g bewegt, heisse P. Jeder Schenkel der genannten beiden Winkel beschreibt 
während der Drehung einen Strahlen- ^pig 42.) 

bflschel, es konunen somit vier Strahlen- 
bttscjielzu Stande, von welchen die durch 
MP, M^ P erzeugten perspectivisch liegen, 
weil die Durchschnittspunkte von je zwei 
sich entsprechenden Strahlen derselben 
sich auf der Geraden g befinden. Diese 
zwei Büschel sind daher auch projec- 
tiviscb verwandt. Nachdem nun die durch 

MP und MÄ entstehenden Bflschel, sowie die Bflschel, welche durch M^P und 
M^Ä zu Stande kommen, congruent sind, so mflssen alle vier Strahlenbüschel 
untereinander projectivisch verwandt sein. Daraus folgt, dass je zwei von ihnen, 
welche nicht perspectivisch liegen, einen Kegelschnitt erzeugen, also die Schenkel 
MÄ und M^Ä, ferner MP und M^Ä, endlich MÄ und M^P. Die Ecken Ä^B^ C, 
in denen sich diese Paare von Schenkeln schneiden, beschreiben somit je einen 
Kegelschnitt, der durch M und M^ hindurchgeht. — Gibt es eine Stellung des 
Yierseits, in welcher die Seiten MÄ, M^Ä coincidiren, so beschreibt der Punkt 
Ä ebenfalls eine gerade Linie, da in diesem Falle die von den genannten Schen- 
keln erzeugten Strahlenbflschel perspectivisch liegen. 



*) Newton stellte dieses Theorem unter dem Titel: „Organische Beschreibung 
der Kegelschnitte^ zuerst auf (Enumeratio linearum tertii ordinis. 1706). 
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(Satz rechts.) Sind ÄBCD Ecken des voUstäDdigen Vierecks und 
bewegen sich die Seiten von constanter Grösse AB und CD in den Geraden, 
auf welchen sie liegen, derart, dass die Verbindongslinie der Pankte A und D 
stets darch ein und denselben Punkt geht, so bilden die einzelnen Stellungen 
von A und D Elemente zweier perspectivisch liegender Reihen. Da nun die 
Reihe, welche B durchläuft, der durch A erzeugten congrnent ist und ebenso 
die durch C erzeugte jener, welche durch D zu Stande kommt, congruent sein 
rouss, so sind alle vier durch die Punkte A, B, C, D entstehenden Reihen unter 
einander projectivisch verwandt. Daraus folgt, dass die Projectionsstrahlen von 
je zwei dieser Reihen, welche nicht perspectivisch liegen, Tangenten eines 
Kegelschnittes bilden, der auch die Geraden, in denen sich ABnud CD bewegen, 
tangirt. — Wenn bei irgend einer Lage des Vierecks die Punkte B und C mit 
dem Durchschnitte der Seiten AJB und CD coincidiren , so schneiden sich die 
sftmmtlichen Verbindungslinien von B und C in einem einzigen Punkte, nachdem 
in diesem Falle die von den genannten Punkten erzeugten Reihen perspec- 
tivisch liegen. 

Wie man zu verfahren hat, um mit BenQtzung obiger Sätze beliebig viele 
Punkte, beziehungsweise beliebig viele Tangenten eines Kegelschnittes zu erhal- 
ten, wenn fünf Punkte, oder fünf Tangenten des letzteren gegeben sind, bedarf 
wohl keiner eingehenden Erklärung. Das wesentliche dabei ist im ersteren 
Falle die Ermittlung der Geraden, welche von einer Ecke des Vierseits durch- 
laufen wird, im zweiten die Auffindung jenes Punktes, um welchen sich eine 
Seite des Vierecks dreht. 

27. Bleibt die Grundlinie Bleibt der Winkel an der 

eines veränderlichen Drei- Spitze eines veränderlichen 
eckesder Grösse nach con- Dreiecks der Grösse nach 
stant, während sie sich in constant, während er sich u ro 
irgend einer bestimmten Ge- seinen Scheitel dreht und die 
raden fortbewegt und die bei- beiden übrigen Ecken sich in 
den übrigen Seiten sich um zwei Geraden fortbewegen, so 
zwei ihrer Punkte drehen, so tangirt die Grundlinie stets 
beschreibt die Spitze des denselben Kegelschnitt, wel- 
Dreiecks einen Kegelschnitt, eher auch die zwei erwähn- 
weicher durch die zwei er- ten Geraden berührt« 
wähnten Punkte geht. 

(Satz links.) Das Dreieck heisse ABC, die Grundlinie desselben sei BC 
und die Punkte, um welche sich AB und AG drehen, nennen wir M und M^> 
Bei dieser Drehung beschreiben die Seiten AB und AC zwei projectivische 
Strahlenbüschel. Die Pnnktreihen, welche B und C während der Bewegung der 
Grundlinie durchlaufen, sind nämlich wegen der constanten Grösse der letzteren 
congruent und da die zwei Strahlenbüschei Scheine der zwei Reihen bilden, so 
müssen sie projectivisch verwandt sein, woraus eben folgt, dass der Punkt A, als 



Digitized by 



Google 



betreffende Sätze und Aufgäben. 139 

DnrchBehnittspankt je eines Paares sich entsprechender Strahlen, einen Kegel- 
schnitt beschreibt. Dass dieser Kegelschnitt durch die Mittelpunkte M nnd M^ 
der erzeugenden Strahlenbttschel geht, bedarf keines Beweises mehr. 

(8atz rechts.) Ist ABC das veränderliche Dreieck, A seine Spitze und 
bewegen sich die Punkte B und C beziehungsweise in den Geraden g und g^, 
während der Winkel bei A seine Orösse nicht ändert, so beschreiben die Seiten 
AB und AC offenbar zwei congruente Strahlenbttschel, daher mttssen die auf g 
und g^ als Schnitte dieser Bflschel sich ergebenden Punktreihen projectiyisch 
verwandt sein. Nachdem nun die Orundlinie des Dreieckes stets je zwei ent- 
sprechende Punkte der genannten Reihen verbindet, so tangirt sie beständig ein 
und denselben Kegelschnitt. 

28. Drehen sich die Seiten Durchlaufen die Ecken ii^, 

a^, ag . . . . On eines veränder- A^ . . . . A„ eines veränder* 
liehen einfachen necks der liehen einfachen necks der 
Reihe nach um n ihrer Punkte Reihe nach n Oerade gi, g^ "9ni 
Jlfj, Jfg .... ilfn , während M — 1 während n — 1 Seiten a^y 
Eckpunkte uij, A^. . . , An^i der- a^ . . . . a„_i desselben sich be- 
selben sich beziehungsweise ziehungsweise um ihre Punkte 
auf den Geraden ^j, ^2 .... ^tt-i -^tf^, J5^ . . . . Jtf„_i drehen, so 
bewegen , so beschreibt die tangirt die letzte Seite und 
letzte Ecke und jeder Schnitt- jede Diagonale des necks stets 
punkt zweier nicht unmittel- je einen Kegelschnitt. Jeder 
bar aufeinander folgender Sei- dieser Kegelschnitte berflhrt 
ten des necks je einen Kegel- auch jene zwei Geraden, wel- 
schnitt Jeder dieser Kegel- che die beiden Ecken durch- 
schnitte geht durch jene zwei laufen, deren Yerbindungs- 
Punkte, nm welche sich die linie eben den Kegelschnitt 
beiden Seiten drehen, deren tangirt. 
Durchschnitt eben den Kegel- 
schnitt beschreibt*) 

(Satz links.) Um den Beweis für diesen Satz herzustellen hat man nur 
zu zeigen, dass die von den Seiten während ihrer Drehung beschriebenen Strah- 
lenbttschel alle untereinander projectivisch verwandt sind. — Dass der Bttschel, 
welchen die Seite a^ (Fig. 43) bei ihrer Drehung um M^ beschreibt, jenem 
Bttschel projectivisch ist, der durch die Seite a^ während ihrer Drehung um M^ 
zu Stande kommt, folgt aus dem Umstände, dass die beiden Bttschel perspec- 
tivisch liegen, nachdem der Durchschnittspnnkt A^ von je zwei ihrer Strahlen 
stets auf der Geraden ^^ gelegen ist. Ebenso lässt sich nachweisen, dass je zwei 



*)Braikenridge und Mac-Laurin fanden diesen Satz fast gleichzeitig. 
Derselbe wurde zuerst in einem Werke von Braikenridge veröffentlicht, 
welches 1733 erschien. 



Digitized by 



Google 



140 Zweiter Abschnitt. Verschiedene, die Kegelschnitte etc. 

Bflschel, die von zwei beliebigeD, sich in einer Ecke des Polygons schneideDden 

Geraden erzengt werden, perspectivisch liegen. Daraus folgt, dass alle von den 

,„. -„ , Seilen beschriebenen Strablenbfischel pro- 

(Fig. 43.) 

jectivisch verwandt sind and damit erscheint 

auch obiger Satz gerechtfertigt. 

Der Beweis für den Satz rechts kann 
in ganz analoger Weise gegeben werden. 
Es handelt sich nar daran», zu zeigen, dass 
je zwei von unmittelbar aufeinander folgen- 
den Ecken während ihrer Bewegung zwei 
perspectivisch liegende Funktreihen erzeu- 
gen, dass also alle durch die Bewegung der 
Ecken des Polygons sich ergebende Punkt- 
reihen projectivisch verwandt sind. 
Zum Schlüsse dieses Gapitels betrachten wir nochmals folgende Aufgaben : 
DieDoppelpunktezweier Die Doppelstrahlen 

con j ectivischer Punktreihen zweier concentrisch liegen- 
Bollen bestimmt werden. der, projectivischer Strahlen- 

büschel sollen bestimmt 
werden. 
ÄÄ^, BB^ und CCy^ (Fig. 44) seien drei Paare sich entsprechender 
Punkte zweier conjectivischer Reihen, deren Doppelpunkte ermittelt werden 

^. .. ^ sollen. Man beschreibt 

(Flg. 44.) 

einen beliebigen Kreis 

und verbindet irgend 
einen Punkt M desselben 
mit den genannten sechs 
Punkten der beiden Rei- 
hen. Die Durchschnitte 
dieser Verbindungslinien, 
nämlich die Geraden, 
welche durch ABC, 
A^B^C^ gehen, mit dem 
Kreise nennen wir besie- 
hungsweise aßy, oi^ß^y^- 
Nun verbindet man a mit 
ß^ und /j, dann a^ muß 
und /, wodurch sich im Schnitte von aß^ und a^ß der Punkt P, im Schnitte von 
ay^ und a^y der Punkt Q ergibt. Die Gerade PQ trifft den Kreis in zwei Punk- 
ten d und d', welche mit M verbunden Linien geben, deren Durchschnitte D 
und 2>' mit dem Träger der coi^ectivischen Reihen die gesuchten Doppel- 
punkte sind. 
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Der Beweis für diese Auflösung ist folgender : Die Verbindongslinien des 
Ponktes M mit ABC.,, A^B^C^ .. bilden zwei projectivisch verwandte 
Strahlenbflschel, welche wir durch 8 und 8^ bezeichnen wollen. Die beiden 
Strahlenbttschel , welche aus den Yerbiudungslinien des Punktes a mit 
^ßiYi * • • °^^ ^^^ Punktes a, mit aßy , . bestehen, nennen wir s und s^. 
Da nun 8 mit s^ und 8^ mit s projectivisch verwandt ist, nachdem je zwei ent- 
sprechende Strahlen dieser Büschel sich in einem Punkte des Kreises schneiden, 
so mflssen auch s und s^ projectivisch verwandt sein. Wie leicht einzusehen, 
entsprechen den Strahlen aa^, aß^^ ay^ im Büschel s die Strahlen a^a, a^ß, a^y 
im Büschel s^, woraus hervorgeht, dass diese zwei Büschel perspectivisch liegen, 
da sie den Strahl aa^ entsprechend gemein haben. Der geradlinige Durch- 
schnitt von s und s^ ist die Verbindungslinie der Punkte P und Q. Wird nun 
irgend ein Punkt der Geraden PQ mit a und or, verbunden und verbindet man 
ferner die Punkte, in welchen die beiden so erhaltenen Geraden den Kreis 
schneiden, mit Jf, so sind letztere zwei Verbindungslinien offenbar sich entspre- 
chende Strahlen der Büschel 8 und 8^ . Daraus folgt, dass die Geraden Md und 
Md^ Doppelstrahlen dieser Büschel sein müssen, dass also auch D und D* 
Doppelpunkte der gegebenen conjectivischen Reihen sind. 

Schneidet PQ den Kreis nicht, so haben die beiden Reihen keine reellen 
Doppelpunkte; berührt PQ den Kreis, so ist nur ein reeller Doppelpunkt 
vorhanden. 

Die Aufgabe rechts wird wohl am einfachsten dadurch gelöst, dass man 
beide Strahlenbflschel durch irgend eine Gerade schneidet, die Doppelpunkte 
der auf dieser Geraden entstehenden conjectivischen Reihen bestimmt und die- 
selben mit dem Mittelpunkte der Büschel verbindet. Letzteres entfällt, wenn man 
den Kreis so annimmt, dass er durch den genannten Mittelpunkt hindurchgeht. 



g) Pol nnd Polare eines Kegelsehnlttes. 

Aus dem Satze 14, 2. Abschnitt kann eine Reihe wichtiger Eigenschaften 
der Kegelschnitte gefolgert werden, von welchen wir nun die hauptsächlichsten 
in Betracht ziehen wollen. 

ABCD (Fig. 45 und 46) *) seien die Eckpunkte eines einem Kegelschnitte 
umschriebenen Viereckes, Q und R die Durchschnitte von je zwei Gegenseiten 
desselben und P der Schnittpunkt der beiden Diagonalen. Nach Satz 14 gehen 
auch die Verbindungslinien der Berührungspunkte E, F und &, H je zweier 
gegenüberliegenden Seiten durch den Punkt P und die Schnittpunkte K^ L der 
gegenüberliegenden Seiten des eingeschriebenen Vierecks GEHF befinden 
sich im Durchschnitte von QB beziehungsweise mit BD und AC, Die Diagonale 



*) Die obigen Erklärungen beziehen sich auf beide Figuren zugleich. Letztere 
unterscheiden sich wesentlich nur dadurch , dass in der einen die Gerade QR ganz 
ausserhalb des Kegelschnittes liegt, während sie in der anderen die Curve schneidet. 
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EF des eingeschriebenen Vierecks wird von ihrem Scbnittpankte M mit KL 
und dem Punkte P harmonisch getheilt. (Satz 37, 1. Abschnitt). Daraus folgt, 

(Fig. 45.) 



(Fig. 46.) 



dass der Punkt P seinen Ort nicht ändert, wenn die Punkte M, F und JEJ, mit 
denen er eine harmonische Reihe bildet, an ihrer Stelle bleiben. Letzteres ist 
der Fall, wenn die in Q sich schneidenden Tangenten fix bleiben, während die 
beiden anderen Tangenten, welche sich in B treffen, ihre Lage derart Andern, 



Digitized by 



Google 



Pol und Polare eines KegeUchnittes. 143 

dasB B sich bestftndig anf der Geraden MQ beiladet. Die Berflhrnngs- 
punkte aller Paare von Tangenten, welche sich in irgend 
einem Punkte B der Geraden MQ treffen, gehen somit durch 
ein und denselben Punkt P. 

Der Punkt P wird der Pol der Geraden MQ und diese die Polare des 
Punktes P genannt. 

Die Diagonale GH des eingeschriebenen Vierecks wird von P und dem 
Schnittpunkte N derselben mit MQ ebenfalls harmonisch getheilt. Nachdem 
nun diese Diagonale mit der Berflbrungssehne der beiden Tangenten identisch 
ist, welche sich in B schneiden, und letzterer Punkt ganz beliebig in MQ 
angenommen werden kann, so muss, was fflr die Sehne GH gilt anch für jede 
andere durch P gehende Sehne gelten, woraus der Satz folgt : 

29. Pol und Polare theilen jede durch ersteren gehende 
Sehne harmonisch. 

Aus diesem Satze geht hervor, dass der Pol ausserhalb oder 
innerhalb des Kegelschnittes liegt, je nachdem letzterer von 
der Polaren geschnitten wird, oder nicht. 

Berührt die Polare den Kegelschnitt, so ist ihr Be- 
rührungspunkt der Pol. Denn in diesem Falle ist der Bertthrnngspunkt 
zugleich der Durchschnitt aller Berflhrungssehnen von je zwei Tangenten, 
welche sich in einem Punkte der Polaren schneiden. 

Istjp irgend eine in der Ebene eines Kegelschnittes gelegene Gerade, 
80 kann der Pol P dieser Geraden in verschiedener Weise ermittelt werden, 
wie folgt : 

1. Man zieht aus zwei beliebigen Punkten Q und B der Geraden p je ein 
Paar von Tangenten. Der Durchschnitt der zwei Berflhrungssehnen EF und GH 
ist der gesuchte Punkt. 

2. Man zeichnet irgend ein dem Kegelschnitte umschriebenes Viereck 
ÄBCDf bei welchem je zwei gegenüberliegende Seiten sich in einem Punkte 
der Geraden p schneiden. Der Schnittpunkt der Diagonalen des Viereckes ist 
der Pol von p, 

3. Mau zieht aus einem beliebigen Punkte Q von p zwei Tangenten an 
den Kegelschnitt und ermittelt jene Gerade, die mit p und den zwei Tangenten 
einen harmonischen Strahlenbüschel bildet, in welchem die Tangenten einander 
zugeordnet sind. Der Schnittpunkt der so erhaltenen Linie mit der Berührungs- 
sehne der beiden Tangenten ist der Punkt P. 

4. Man zieht aus zwei beliebigen Punkten Q und B der Geraden p je ein 
Tangentenpaar an den Kegelschnitt und bestimmt zu jedem dieser Paare und 
der Geraden p den vierten harmonischen Strahl derart, dass die Tangenten 
einander zugeordnete Strahlen werden. Die zwei so erhaltenen Strahlen 
schneiden sich in P. 
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5. Wenn p die Garve schneidet (Fig. 46), so ergibt sich P einfach als 
Durchschnitt der beiden Tangenten, welche in den 8chnit4>ankten T nnd T der 
Geraden p mit dem Kegelschnitte an letzteren gezogen werden können. 

Die nnter 3 nnd 4 angegebenen Constructionen finden ihre Begrflndnng 
darin, dass jede darch P gehende Sehne des Kegelschnittes von P und p 
harmonisch getheilt wird. 

Der Beweis für die letzte der angeführten Constructionen geht ans der 
unter 1 angegebenen hervor. Wenn nftmlich Q und R mit T und T coincidiren, 
so fallen auch die Beruh rungssehnen der von Q nnd B ansgehendeu Tangenten- 
paare mit den in T und T gezogenen Tangenten zusammen ; letztere mtlssen 
sich also in P schneiden. 

Um zu einem in der Ebene eines Kegelschnittes befindlichen Punkte P die 
Polare p zu finden, kann man auf folgende Arten verfahren : 

V. Man zieht durch P zwei beliebige Gerade, welche den Kegelschnitt 
schneiden, betrachtet dieselben als Diagonalen eines dem Kegelschnitte ein^re- 
schriebenen Viereckes EGFH und bestimmt die Schnittpunkte K und L der 
Gegenseiten dieses Viereckes. Die Verbindungslinie der Punkte K und L ist die 
gesuchte Polare. 

2'. Man zeichnet irgend ein dem Kegelschnitte umschriebenes Viereck 
ABCD, dessen Diagonalen sich in P schneiden. Die Verbindungslinien der zwei 
Punkte Q und JR, in welchen sich je zwei Gegenseiten dieses Viereckes treffen, 
ist die Polare von P. 

3'. Man zieht durch P irgend eine die Gnrve schneidende Gerade, bestimmt 
auf dieser Geraden jenen Punkt If, welcher von P durch die Gurvenpunkte E 
und F harmonisch getrennt wird, und verbindet M mit dem Schnittpunkte Q der 
in E und F gezogenen Tangenten. Letztere Verbindungslinie ist die gesuchte 
Polare. 

4'. Man zieht durch P zwei beliebige, die Gurve schneidende Gerade, 
bestimmt in jeder dieser Geraden jenen Punkt M, beziehungsweise N^ welcher 
von P durch die betreffenden Schnittpunkte E, F und G, H harmonisch getrennt 
wird, und verbindet M mit N. Letztere Verbindungslinie ist die gesuchte Polare. 

5'. Liegt P ausserhalb dem Kegelschnitte (Fig. 46), so ist die Berührungs- 
sehne TT' der aus P an die Gurve gezogenen Tangenten zugleich die 
Polare von P. 

Alle diese Gonstructionen finden ihre einfache Begründung in den voraus- 
gehenden Erklärungen. 

30. Die Polaren aller Punkte einer Geraden p gehen 
durch den Pol P dieser Geraden und umgekehrt liegen die 
Pole aller durch ein und denselben Punkt P gehenden Geraden 
auf der Polaren p des Punktes P 

Dieser Satz kann auch in folgender Form ausgedrückt werden : 
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Bewegt sieb ein Pank^ Dreht sich eine Gerade 

in einer Geraden p, so dreht am einen in ihr liegenden 
sich seine Polare um den Punkt P, so bewegt sich ihr 
Pol P dieser Geraden, indem Pol auf der Polaren p dieses 
sie beständig durch letzteren Punktes, 
hindurchgeht. 

Dass die Polaren aller Punkte einer Geraden p (Fig. 45 und 46), welche 
ausserhalb des Kegelschnittes liegen, durch den Pol P dieser Geraden gehen, 
ergibt sich einfach daraus, dass die Berfthrungssehue (z. B. EF oder GH) irgend 
eines Paares von Tangenten die Polare jenes l>unktes {Q oder R) ist, in welchem 
sich die beiden Tangenten schneiden. (Siehe obige Coastructiou 5'). Von diesen 
Berührungssehnen wurde ja nachgewiesen , dass sie alle durch den Punkt P 
gehen. — Der Beweis dafür, das die Polaren jener Punkte von p, welahe 
innerhalb des Kegelschnittes liegen, ebenfalls durch P gehen müssen, kann wie 
folgt gegeben werden : Ist M (Fig. 4G) ein beliebiger, innerhalb der Curve 
gelegener Punkt von p und man will die Polare von M ermitteln, so gescliieht 
dies dadurch, dass man zwei beliebige sich in M schneidende Sehnen TT und 
EF zieht und die Schnittpunkte jener zwei Tangentenpaaro, welche den Kegel- 
schnitt in den Endpunkten der beiden Sehnen berühren, durch eine Gerade 
verbindet. Letztere ist dann die Polare von M. (Siehe Construction 4'). Da nun 
eine der Sehnen TT so gewählt werden kann, dass sie mit der Polaren p 
coincidirt, so muss die Polare von M durch den Schnittpunkt der in T und T 
gezogenen Tangenten, nämlich durch den Pol P gehen. 

Dass die Pole aller durch ein und denselben Punkt P gehender Geraden, 
welche die Curve schneiden, in der Polaren p von P gelegen sind, leuchtet ein, 
wenn man berücksichtigt, dass der Durchschnittspunkt zweier Tangenten 
zugleich der Pol der Berühningssehne dieser Tangenten ist (Construction 5) 
und dass die Dnrchschnittspunkte aller Tangentenpaare, deren Berührungssehnen 
durch ein und denselben Pnnkt P gehen, sich auf der Polaren von P beiluden. — 
Um einzusehen, dass die Pole auch jener durch P gehenden Geraden, welche 
die Curve nicht schneiden, in der Polaren von P liegen müssen, erinnere 
man sich an die unter 1 angeführte Construction zur Ermittlung des Poles, 
wenn die Polare gegeben ist. Wollte man z. B. für die Gerade PQ (Fig. 46) den 
Pol durch diese Construction ermitteln, so hätte man aus zwei beliebigen 
Punkten von PQ je ein Tangentenpaar zu ziehen und den Schnittpunkt der 
Berührungssehnen dieser Tangentenpaare zu bestimmen. Nachdem nun als 
Schnittpunkt eines der zwei Paare von Tangenten immer der Punkt P gewählt 
werden kann und die Berührungssehne der sich in P schneidenden Tangenten 
zugleich die Polare von P ist, so muss der Pol von PQ in dieser Polaren liegen. 
Aus obigem Satze 30 ergibt sich unmittelbar der folgende : 
äl.Die Polare des Durchschnittes zweier Geraden ist 
die Verbindungslinie der Pole dieser zwei Geraden und 

Staudigl: Lehrbuch der neueren Geometrie. 10 
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der Pol der Yerbindangslioie zweier Pankte ist der 
SchnittpuDkt der Polaren dieser zwei Pankte. 

Da nämlich die Polare eines Punktes, welcher auf zwei Geraden zagleich 
liegt, durch den Pol einer jeden der zwei Geraden gehen rouss, so kann sie nur 
die Verbindangslinie der Pole dieser Geraden sein. Umgekehrt ist der Pol der 
Verbindnngslinie zweier Punkte kein anderer Punkt, als der Durchschnitt der 
Polaren dieser zwei Punkte, weil der Pol einer Geraden, welche durch zwei 
bestimmte Punkte geht, nach Salz 30 in jeder der zwei Polaren dieser Paukte 
liegen mnss. 

Ist p irgend eine Gerade in der Ebene eines Kegelschnittes nnd P ihr 
Pol, so sagt man, dass Pund irgend ein Punkt von jp conj ugirte Punkte 
in Bezng auf den Kegelschnitt sind, während die Gerade p und irgend eine 
durch P gehende Gerade der Ebene des Kegelschnittes conjugirte Gerade in 
Bezug auf die Curve genannt werden. Nachdom die Polare eines jeden Punktes 
von p durch P geht, und umgekehrt der Pol einer jeden durch P gehenden 
Geraden in p gelegen ist, so kann man auch sagen : 

Zwei conjugirte Punkte Zwei conjugirte Gerade 

in der Ebene eines Kegel- in der Ebene eines Kegel- 
schnittes sind solche, deren Schnittes sind solche, deren 
jeder in der Polaren des jede durch den Pol der andern 
anderen liegt. geht. 

Wenn die Verbindnngslinie zweier conjngirter Punkte den Kegelschnitt 
schneidet, so folgt aus Satz 29, 2. Abschnitt , dass diese Pankte durch die 
Schnittpunkte der YerbindongsHnie mit der Curve harmonisch getrennt werden. 
Auch ergibt sich, dass die ans dem Durchschnittspunkte zweier conjngirter 
Geraden gezogenen Tangenten diese Geraden harmonisch trennen. 

Der Bertihrangspunkt jeder Tangente eines Kegelschnittes ist den obigen 
Erklärungen zufolge allen Punkten dieser Tangente, also anch sich selbst 
conjngirt und jede Tangente ist allen durch ihren Berahrnngspnnkt gehenden 
Geraden der Ebene des Kegelschnittes, also auch sich selbst conjngirt. 

32. Jeder Strahlenbflschel, welcher durch die Polaren 
der Punkte einer Punktreihe gebildet wird, ist mit dieser 
Reihe projectivisch verwandt und liegt gegen dieselbe 
involutorisch. Entsprechende Elemente sind je ein Punkt 
und seine Polare. 

Um diesen Satz zu rechtfertigen, nehmen wir an, p (Fig. 4ö und 46) sei 
der Träger irgend einer in der Ebene eines Kegelschnittes gelegenen Punktreihe 
B, und P heisse der Pol von p. Bestimmt man zu beliebig vielen Punkten 
ABC . . . von B die Polaren so gehen letztere nach Satz 30 alle durch P und 
bilden somit einen Strahlenbtischel abc . . . . , von welchem wir zu beweisen 

haben, dass er mit der Reihe ABC projectivisch verwandt ist. Nach 

der unter V angegebenen Constmction wird zu irgend einem Punkte L der 
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Geraden p die Polare erhalten, wenn man ans L zwei die Garve schneidende 
Gerade, LE nnd LF zieht, dieselben als Diagonalen eines dem Kegelschnitte 
eingeschriebenen Viereckes EFGH betrachtet nnd die Schnittpunkte je zweier 
Gegenseiten K und Pdes letzteren verbindet. KP ist dann die Polare von L. 
Geht die Sehne EF durch den Pol von j), so rouss K in p liegen, denn würde 
mau nach 1' die Polare von P construiren und dabei EF and GH als die zwei 
durch P beliebig zu ziehenden Geraden wählen, so mfisstc sich p als Verbindungs- 
linie der Punkte K und L ergeben. Verbindet man also irgend einen Punkt L 
der Reihe B mit dem Endpunkte E einer durch P gehenden Sehne EF und 
heisst der Schnittpunkt von LE mit dem Kegelschnitte 6r, so trifft die Gerade 
GF den Träger von R in einem Punkte K, welcher der Polaron von L angehört. 
Alle Geraden EG und FG bilden nun zwei projectivische Strahlenbfischel s und 
Sj mit den Mittelpunkten E und F, da je zwei Strahlen EG und FG der- 
selben, welche man als einander entsprechend betrachten kann, sich in einem 
Punkte G des Kegelschnittes treffen. Von diesen Büscheln liegt der eine, 
nämlich Sj, gegen jenen Üüschel S perspectivisch, welcher von den Polaren KP 
aller Punkte L gebildet wird. Es sind also S und s,, folglich auch 8 und $ 
projectivisch verwandt und daraus ergibt sich, dass auch die von den Punkten 
L gebildete Reihe Jß, welche ein Schnitt des Büschels s ist, mit dem Büschel S 
projectivisch verwandt sein muss. 

Nachdem 8 gegen die von allen Punkten K gebildete Reihe pcrspectivisch 
liegt, so müssen auch die durch K und L entstehenden Reihen projectivisch 
verwandt sein. Die Punkte K und L sind nun, da jeder in der Polaren des 
andern liegt, conjugirte Punkte, man kann also sagen, dass die Reihen, welche 
von allen Paaren conjugirter Punkte ein nnd derselben Geraden gebildet werden, 
conjectivische Reihen sind, in denen sich je zwei conjugirte Punkte entsprechen. 
Aus dem Umstände, dass dem Punkte L der Punkt K entspricht, ob man L als 
Punkt der einen, oder der andern Reihe betrachtet, folgt aber auch, dass die 
von allen Punkten K und L gebildeten Reihen involutorisch liegen. 

Wie leicht einzusehen bilden auch alle Geraden PK und PL (welche 
einander conjugirt sind) einen involutorischen Strahlenbttschel , da letzterer 
ein Schein der involutorischen Reihe ist. Wir können somit den Satz 
aufstellen : 

33. Alle Paare conjugir- Alle durch ein und den- 

ter Punkte ein nnd derselben selben Punkt gehenden Paare 
Geraden bilden eine involu- conjugirter Geraden bilden 
torische Reihe, in welcher einen involutorischen Strah- 
je zwei conjugirte Punkte lenbüschel, in welchem sich 
sich entsprechen. je zwei conjugirte Gerade 

entsprechen. 

Schneidet der Träger der involutorischen Reihe den Kegelschnitt, so sind 
die Schnittpunkte zugleich reelle Doppelpunkte der Reihe. 

10* 
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Liegt der Mittelpunkt des involutorischen Strahlenbüschels ausserhalb des 
KegelschDütcs, so bilden jene Strahlen, welche den Kegelschnitt berflhren, 
zugleich die reellen Doppclstrahlendes Bttschels. 

Diese Behauptungen finden ihre Rechtfertigung darin, dass jeder Punkt, 
beziehungsweise jede Tangente eines Kegelschnittes sich selbst conjugirt ist. 

34. Wenn ein Dreieck Wenn ein Dreieck einem 
einem Kegelschnitte einge- Kegelschnitte umschrieben ist, 
schrieben ist, so wird jede so bilden die Verbindnngs- 
Gerade, welche durch den linien irgend eines Punktes, 
Pol einer Seite geht, von den welcher auf der Polaren eines 
beiden andern Seiten in con- Eckpunktes liegt, mit den 
jngirten Punkten geschnitten, beiden andern Eckpunkten 

conjugirte Strahlen. 

Man nehme an, um den Satz links einzusehen, das eingeschriebene 
Dreieck sei EFG (Fig. 45 oder 40). Der Pol der Seite JSFist Q und die Gerade 
p kann als eine beliebige durch Q gezogene Gerade betrachtet werden. Von den 
Punkten K und Ly in welchen p von den Dreieckseiten GE und GF geschnitten 
wird, haben wir bereits nachgewiesen, dass sie einander conjugirt sind, es 
erscheint somit der in Rede stehende Satz gerechtfertigt. 

Der Beweis für den Satz links ergibt sich ebenfalls aus den vorhergehenden 
Untersuchungen, wenn man annimmt, das umschriebene Dreieck sei BCQ 
(Fig. 45 oder 40). Die Polare von Q ist die Gerade EF und P kann als ein 
beliebiger Punkt von EF angesehen werden. Dass nun die Verbindungslinien 
des Punktes P mit den Punkten B und C (nämlich die Geraden PK und PL) 
einander conjugirt sind, wurde bereits bewiesen. 

Aus diesen Sätzen ergeben sich durch Umkehrung die folgenden: 

35. Wenn eine Gerade (p) Wenn die Verbindungs- 
von zwei Seiten eines Drei- linie eines Punktes (P) mit 
eckcs (EFG), welches einem zwei Eckpunkten eines Drei- 
Kegelschnitte eingeschrieben eckes (BCQ\ welches einem 
ist, in conjugirten Punkten Kegelschnitte umschrieben 
{K und L) geschnitten wird, ist, conjugirte Gerade bilden, 
so geht diese Gerade durch so liegt dieser Punkt in der 
den ?o\(Q) der dritten Seite. Polaren des dritten Eck- 
punktes. 

Mit Rücksicht auf die Resultate unserer vorhergehenden Untersuchungen 
erscheint ein besonderer Beweis biefOr kaum nothwendig. 

36. Wenn beliebig viele Wenn die Durchschnitts- 
Sehnen (GH) eines Kegel- punkte (R) beliebig vieler 
Schnittes durch ein und den- Tangentenpaare eines Kegel- 
seiben Punkt (P) gehen, so Schnittes auf ein und der- 
bilden die Verbindungslinien selben Geraden (p) liegen, so 
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irgend eines bestimmten bilden die Schnittpunkte 
Carvenpanktes (E) mit den irgend einer bestimmten 
Endpunkten dieser Sehnen Tangente mit di e s e n Tangen- 
einen involntorischen Strah- tenpaaren eine involutoris ch e 
lenbüschel. Entsprechende Punkt reihe. Entsprechende 
Strahlen des letzteren sind Punkte der letzteren sind je 
je zwei, welche durch die zwei, welche ein und dem- 
Endpunkte ein und derselben selben TangenTenpaare ange- 
Sehne gehen. hören. 

Denkt man sich die Sehne GrH (Fig 45 oder 46) um P gedreht und ihre 
Endpunkte stets mit demselben Curvenpuukte E verbunden, so gehen diese 
Verbind ungslinien durch zwei conjugirto Punkte IT, L der Polaren von P. 
Nachdem nun die Punkte K und L ein Paar sich entsprechender Punkte einer 
involntorischen Reihe sind (Satz 33), welche als Schnitt des in Rede stehenden 
Strahlenbüschels betrachtet werden kann, so ist obiger Satz (links) hiemit 
gerechtfertigt. — Der Satz rechts ist leicht einzusehen, wenn man sich erinnert, 
dass die Geraden KP und KL, oder was dasselbe ist, BP und AP ein Paar 
conjugirter Strahlen sind, also ein Paar sich eutsprecheuder Strahlen eines 
iuvolutorischen Büschels bilden, woraus folgt, dass die Taugente AB von diesem 
Baschcl in einer involntorischen Reihe geschnitten wird. 

Drei Punkte, von denen je zwei in Bezug auf ein und denselben Kegel- 
schnitt conjugirt sind, nennt man ein Tripel conjugirter Punkte, und 
drei Gerade, von denen je zwei in Bezug auf ein und denselben Kegelschnitt 
conjugirt sind, bilden ein Tripel conjugirter Geraden. Das Dreieck, 
dessen Ecken von einem Tripel conjugirter Punkte, oder dessen Seiten von 
einem Tripel conjugirter Geraden gebildet werden, wird ein Polardreieck 
genannt. In den Figuren 4ö und 46 bilden K, L und P ein Tripel conjugirter 
Punkte, KL, KP und LP ein Tripel conjugirter Geraden. 

Um ein Tripel conjugirter Punkte zu erhalten, kann man einen Punkt in 
der Ebene des Kegelschnittes, z. B. JP, ganz beliebig wählen, ein zweiter, etwa 
K, darf selbstverständlich nur in der Polaren p des Punktes P gewählt werden 
und der dritte ergibt sich dann im Durchschnitte L der Polaren von P und K — 
Ein Tripel conjugirter Geraden kommt wie folgt zu Stande: Man nimmt eine 
beliebige Gerade p in der Ebene des Kegelschnittes an, bestimmt ihren Pol P, 
zieht durch P eine beliebige zweite Gerade, z. B. PK und ermittelt den Pol 
L von PK, welcher, wie bekannt, auf ^^ gelegen sein muss. Die Verbindungs- 
linie der Punkte P und L bildet dann mit den Geraden p und PK ein Tripel 
conjugirter Geraden. 

Aus dieser Erklärung folgt, dass es zu jedem beliebigen Puukte P in der 
Ebene eines Kegelschnittes unendlich viele Paare von Punkten 
gibt, welche mit Pein Tripel conjugirter Punkte bilden. Alle diese Paare 
liegen auf der Polaren von P und sind entsprechende Punkte einer 
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involatorischen Reihe. Liegt der Pankt P auf der Garve, so ist er bekanntlich 
sich selbst und jedem anderen Punkte der in ihm gezogenen Tangente coigagirt. 
Daher ist in diesem Falle das Tripel anbestimmt. Zwei Pnnkte desselben 
coincidiren in P and der dritte kann jeder Punkt der in P tangirenden Geraden 
sein. — Zu jeder beliebigen, in der Ebene eines Kegelschnittes gelegenen 
Geraden i> gibt es unendlich viele Paare von Geraden, welche mit 
p ein Tripel conjugirter Geraden bilden. Alle diese Paare gehen durch 
den Pol von p und sind entsprechende Strahlen eines involatorischen 
Strahlenbüschels. BerOhrt p die Gurve, so ist p sich selbst und jeder durch 
den Berührungspunkt gehenden Geraden oonjugirt und das Tripel ist dann 
unbestimmt. 

Aus diesen Erklärungen folgt unmittelbar: 

Die Seiten eines Dreiecks, Die Ecken eines Dreiecks, 

dessen Ecken ein Tripel con- dessen Seiten ein Tripel con- 
jugirter Punkte sind, bilden jugirter Geraden sind, bilden 
ein Tripel conjugirter Gera- ein Tripel conjugirter Punkte, 
den. Jede Seiteist die Polare Jede Ecke ist derPol der ihr 
der ihr gegenflberliegenden gegenflberliegenden Seite. 
Ecke. 

Nachdem die Polare eines Punktes P ganz ausserhalb des Kegelschnittes 
liegt, wenn P sich innerhalb der Gurve befindet, jedoch die letztere schneidet, 
sobald P ausserhalb gelegen ist, so befindet sich bei einem Tripel conjugirter 
Punkte ein Punkt stets innerhalb der Gurve, w&hrend die 
beiden andern ausserhalb liegen. 

Ans den obigen Erklärungen folgen auch unmittelbar die Sätze : 

37. In jedem vollstän- In jedem vollständigen 
digen Vierecke {EFQH), das Vierseit (ABCD), das einem 
einem Kegelschnitte einge- Kegelschnitte umschrieben 
schrieben ist, bilden die ist, bilden die Diagonalen 
Durchschnittspunkte (JT, 2/, P) (KL, KP, LP), ein Tripel con- 
der gegenflberliegenden jugirter Geraden in Bezug 
Seiten ein Tripel conjugirter auf den Kegelschnitt 
Punkte in Bezug auf den 

Kegelschnitt. 

Wir reihen hier noch einige Sätze an, welche sich ans den zwischen Pol 
und Polare bestehenden Beziehungen ergeben : 

38. Sind K^ und K^ zwei Sind K^ und K^ zwei in 
in derselben Ebene befind- derselben Ebene befindliche 
liehe Kegelschnitte und Kegelschnitte und construirt 
construirt man zu den Tan- man zu den Punkten von K^ 
genten von K^ die Pole in die Polaren in Bezug auf 
Bezug auf K^, so liegen alle £^, so berflhren alle diese 
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diese Pole aaf einem dritten Polaren einen dritten Kegel- 
Kegelschnitte, schnitt. 

Um die Bichtigkeit des Satzes links einzusehen, denke man sich K^ als 
ein Erzeuguiss zweier Punktreiheo E und Jß^, deren Träger zwei hclichige 
Tangenten sein können. Bestimmt man za den Paukten von B sowohl, als von 
jß, die Polaren, so bilden letztere zwei projectivische Strahlenbüschcl S und iS|, 
nachdem B mit B^, S mit B und S^ mit J?, projectivisch verwandt sind. 
Entsprechende Strahlen dieser Btlschel können offenbar nur die Polaren von 
zwei sich entsprechenden Punkten der genannten Reihen sein. S und S^ erzeugeu 
demnach einen Kegelschnitt, in welchem die Pole sämmtlicher Tangenten von 
K^ liegen, da nach Satz 31, 2. Abschnitt, der Durchschnitt von je zwei sich 
entsprechenden Strahlen der beiden Bflschel zugleich der Pol der Verbindungs- 
linie je zwei sich entsprechender Punkte von B und JK, ist und jede solche Ver- 
bindungslinie K^ berührt. 

Der Satz rechts lässt sich auf ganz ähnliche Art nachweisen. 
39. Sind in der Ebene Sind in der Ebene eines 
eines Kegelschnittes ein Punkt Kegelschnittes eine Gerade 
Ä und eine nicht durch Ä a und ein nicht in a gele- 
gehende Gerade a gegeben, gener Punkt A gegeben, und 
und bestimmt man in jeder bestimmt man ftlr jeden Punkt 
durch A gehenden Geraden von a jene durch ihn gehende 
jenen Punkt, welcher dem Gerade, welche der Ver- 
Schnittpunkte dieser Geraden biudungslinie dieses Punktes 
mit a conjugirt ist, so liegen mit A coujugirt ist, so um- 
alle dadurch erhaltenen hallen alle dadurch erhalte- 
Punkte auf einem Kegel- neu Geraden einen Kegel- 
schnitte. Derselbe geht durch schnitt. Derselbe berührt die 
den Pol von a, durch ^ und Polare von A^ die Gerade a 
die Berührungspunkte der und die in den Schnitt- 
von A an die gegebene Gurve punkten der Curve mit a 
gezogenen Tangenten, wenn gezogenen Tangeuten, wenn 
solche vorhanden sind. solche vorhanden sind. 

Um uns von der Richtigkeit des Satzes links zu überzeugen, denken wir 
uns a als den Träger einer Punktreihe B und A als den Mittelpunkt eines 
Strahlenbüschels S, welcher gegen B perspectivisch liegt. Soll in irgend einem 
Strahle q von S jener Punkt bestimmt werden, der dem in B gelegenen Punkte 
Q dieses Strahles conjugirt ist, so hat man die Polare von Q zu ermitteln; sie 
schneidet q in dem gesuchten Punkte. Da nun die Polaren aller Punkte von B 
durch den Pol des Trägers von B gehen und einen mit B projectivisch ver- 
wandten Strahlenbüschel S^ bilden, so hat man zwei projectivische Büschel S 
und 8^^ welche einen Kegelschnitt erzeugen, der die Eigenschaft hat, dass jedem 
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Schnittpunkte desselben mit irgend einem Strahle des Büschels S der Schnitt- 
punkt dieses Strahles mit a conjugirt ist. 

Der Beweis für den Satz rechts kann wie folgt geführt werden : Wir 
betrachten a wieder als den Träger einer Punktreihe R und Ä als Mittelpunkt 
eines gegen B perspcctivisch liegenden Strahlonbüschols S. Die Pole aller 
Strahlen dieses Büschels liegen auf ein und derselben Geraden und bilden eine 
Punktreihe R^, welche mit S, also auch mit jR projectivisch verwandt ist. Daher 
erzeugen R und R^ einen Kegelschnitt, welcher jede Gerade berührt, die irgend 
einem Strahle von S conjugirt ist und diesen Strahl in einem Paukte von R 
schneidet. 

Wir überlassen es dem Leser jene speciellen Fälle obiger Sätze za unter- 
suchen, in welchen entweder Ä oder a unendlich ferne gelegen ist. — 

Die Sätze HO, 81, 32 und 38 dieses Abschnittes geben uns Aufschluss 
über jene cigcnthüralichc Beziehung zwischen Punkt und gerader Linie, Punkt- 
reihe und Strahlenbüschcl, Strecke und Winkel, Punkten eines Kegelschnittes 
und Tangenten einer zweiten solchen Gurve u. s. w. , welche sich in den bisher 
aufgestellten Doppelsätzen ausspricht. Ist irgend ein ebenes System (speclell 
eine ebene Figur) gegeben, und denkt man sich zu jedem Punkte dieses Systems 
die Polaren in Bezug auf irgend einen Kegelschnitt construirt, so bilden alle 
diese Polaren ein anderes ebenes System (eine andere ebene Figur) von welchem 
man sagt, dass es mit crsterem rociprok verwandt sei. Der Zusammen- 
hang, welcher zwischen zwei reciproken Gebilden besteht, findet in dem Gesetze 
der Rociprucität seinen Ausdruck. — Wir begnügen uns vorläufig mit 
diesen Bemerkungen , da in einem folgenden Abschnitte die Beziehungen reci- 
prokcr Gebilde besonders untersucht werden. 

Auch die zuletzt aufgestellten Sätze (39) lassen eine Art von Verwandt- 
schaft erkennen, welche zwischen ebenen Systemen, speciell zwischen ebenen 
Figuren bestehen kann» Bleibt nämlich der Punkt Ä fest, während die Gerade a 
ihren Ort ändert, so entspricht jeder Geraden a in der Ebene des gegebenen 
Kegelschnittes ein anderer Kegelschnitt; bleibt a fest, während Ä seinen Ort 
ändert, so entspricht jedem Punkte Ä in der genannten Ebene ein besonderer 
Kegelschnitt. Diese Art von Verwandtschaft, bei welcher jedem Punkte oder 
jeder Geraden ein Kegelschnitt entspricht, wird als eine Verwandschaft 
zweiten Grades bezeichnet zum Unterschiede der zwischen projectivischen 
oder reciproken Gebilden bestehenden, welche eine Verwandtschaft des ersten 
Grades genannt wird. 



h) Durchmesser, Axen und Brennpunkte eines Kegelsehnittes. 

Ist P ein unendlich ferner Punkt in der Ebene eines Kegelschnittes und p 
seine Polare, so geht letztere durch den Halbirungspunkt jeder Sehne, welche 
gegen P convergirt. Denn nach Satz 29, 2. Abschnitt, werden alle durch P 
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gehenden Sehnen von P nnd seiner Polaren harmonisch getheiit ; nachdem nan 
P in unendlicher Ferne gelegen ist, so mass p eine jede solche Sehne halhiren. 
(Satz 33, 1. Abschnitt). Da femer alle gegen P convergirenden Sehnen parallel 
sind, so folgt : 

40. Die Halbirnngspankte aller Sehnen eines Kegel- 
schnittes, welche in irgend einer Ricbtang parallel zu ein- 
ander gezogen werden, liegen aaf ein und derselben Ge- 
raden , welche ein Durchmesser des Kegelschnitts genannt 
wird. Ein Durchmesser ist somit die Polare eines unendlich 
fernen Punktes und halbirt jede demselben conjugirte Sehne. 

Die Richtung eines Durchmessers und jene der ihm conjugirten Geraden 
werden conjugirte Richtungen genannt. Unter der Länge eines Durch- 
messers, welcher den Kegelschnitt in reellen Punkten schneidet, versteht man 
die Entfernung dieser beiden Schnittpunkte. 

Da man die Polare von P auch erhält, wenn man aus P an die Curve 
Tangenten zieht nnd ihre Berflhrungspunkte verbindet, so kann man schliessen, 
dass die Tangenten in den Endpunkten eines Durchmessers 
zu den Sehnen parallel sind, welche von diesem Durchmesser 
halbirt werden und dass die Berührnngssehne zweier 
paralleler Tangenten immer ein Durchmesser sein 
m n s s. 

Nimmt man einen zweiten unendlich fernen Paukt in der Gurvenebenc an 
nnd construirt seine Polare, so erhält man einen zweiten Durchmesser, welcher 
ersteren im Pole der Verbindungslinie beider unendlich femer Punkte schneidet 
(Satz 31, 2. Abschnitt). Diese Verbindungslinie ist nichts anderes, als die 
unendlich ferne Gerade der Ebene des Kegelschnittes ; ihre sämmtlichen Punkte 
liegen nämlich in unendlicher Entfernung, daher muss die Polare eines jeden 
ihrer Punkte ein Durchmesser sein. Aus dem Umstände, dass die Polaren aller 
Punkte ein und derselben Geraden durch den Pol dieser Geraden gehen folgt: 

Alle Durchmesser eines Kegelschnittes schneiden sich 
in demselben Punkte nämlich im Pole der unendlich fernen 
Geraden. Dieser Punkt wird der Mittelpunkt des Kegelschnittes genannt, 
da er jeden Durchmesser halbirt. 

Letztere Behauptung findet ihre Rechtfertigung darin, dass die Polare des 
Mittelpunktes unendlich entfernt ist und dass Pol und Polare jede durch 
ersteren gehende Sehne harmonisch theilt. 

Zwei conjugirte Durchmesser, also zwei Durchmesser, deren 
jeder durch den Pol des andern geht, haben die Eigenschaft, dass jeder alle 
Sehnen halbirt, welche mit dem andern parallel laufen. 
Denn ist p irgend ein Durchmesser, so halbirt er alle Sehnen, welche gegen 
seinen Pol convergiren. Nachdem nun der dem Durchmesser p conjugirte, 
welchen wir q nennen wollen, ebenfalls gegen den unendlich fernen Pol von p 
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convergirt, so mttsseu die geuanDteu Sehnen parallel zu q sein. Da ferner q alle 
gegen seinen Pol gerichteten Sehnen halbirt, dieser Pol aber der unendlich 
ferne Punkt des conjagirten Durchmessers p ist, so sind alle von q balbirten 
Sehnen parallel zu p. 

Um zu einem gegebenen Durchmesser den ihm conjugirtcn zu erhalten, 
construirtmanin einem Endpunkte des erstcren die Tangente und /Jebt durch den 
Curvenmittelpunkt eine zu ihr parallele Gerade. Wie aus den obigen Erklärungen 
folgt , ist diese Gerade der verlangte, dem gegebenen conjugirte Durchmesser. 

Der einem gegebenen conjugirte Durchmesser wird auch erhalten, wenn 
man zu dem gegebenen Durchmesser eine parallele Sehne zieht und den 
Ualbiruugspunkt derselben mit dem IMIittclpunkte des Kegelschnittes verbindet. 

41. Die Diagonalen eines einem Kegelschnitte umschrie- 
benen Parallelogrammes bilden zwei conjugirte Durchmesser. 

Um dies einzusehen, betrachten wir die Figur 45 oder 46. Nehmen wir 
an, das dem Kegelschnitte umschriebene Viereck ABGD sei ein Parallelo- 
gramm, so liegen die Schnittpunkte Q und B der gegenüberliegenden Seiten in 
unendlicher Entfernung, daher ist der Schnittpunkt P der Diagonalen des 
Parallelogramms als Pol der unendlich fernen Geraden QR zugleich der Mittel- 
punkt der Curve. Von den Diagonalen KF und LP haben wir fOr den allge- 
meinen Fall bereits nachgewiesen, dass sie einander conjugirt sind, daher müssen 
es auch die Diagonalen des umschriebenen Parallelogramms sein, und nachdem 
letztere durch den Curvenmittelpunkt gehen, so sind sie conjugirte Durchmesser. 

Aus der Betrachtung der Figur 45 oder 46 ergibt sich auch, wenn man 
annimmt, dass die Punkte K und L, in denen sich je zwei gegenüberliegende 
Seiten des eingeschriebenen Vierecks EGFH schneiden, in unendlicher Ent- 
fernung liegen : 

42. Die Seiten eines jeden einem Kegelschnitte einge- 
schriebenen Parallelogr ammes sind parallel zu zwei conjugirten 
Durchmessern. Die Diagonalen desselben schneiden sich im 
Mittelpunkte der Curve. 

Dieser Satz kann auch in folgender Weise ausgedrückt werden ; er reprä- 
sentirt dann einen speciellen Fall des allgemeinen Satzes 34, 2. Abschnitt : 

Zwei Sehnen, welche irgend einen Punkt eines Kegel- 
schnittes mit den Endpunkten eines Durchmessers verbinden, 
sind parallel zu zwei conjugirten Durchmessern dieses 
Kegel Schnittes. 

Sind a und h (Fig. 47) zwei beliebige parallele Tangenten eines Kegel- 
schnittes, welche von einer dritten Tangente c in den Punkten F und Q 
geschnitten werden , so kann man sich vorstellen, letztere Punkte seien Ecken 
eines dem Kegelschnitte umschriebenen Parallelogrammes. Die Halbmesser OF 
und OQ müssen demnach einander conjugirt sein. (Satz 41, 2. Abschnitt). 
Lftsst man die parallelen Tangenten ihre Lage ändern, während c fest bleibt, 
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8o bilden je zwei Pankte P ond Q entoprechende Punkte einer involn- 
torischen Reihe, deren Träger c ist. Denn diese Reihe entsteht durch den Schnitt des 
involutorischen Strahlenbfischels, welchen die con- ^^ig. 47.) 

jugirten Halbmesser bilden, mit der Tangente 
c. (Satz 33, 2. Abschnitt). Wie leicht einzu- 
sehen, ist der Berührungspunkt T von c zugleicb 
das Involutionscentmm , da dem Punkte T ein 
unendlich ferner Punkt entspricht. FT . TQ ist 
somit eine constante Grösse, welche Lage auch 
a und b haben mögen. Für den Fall als a und 
b zu jenem Durchmesser parallel sind, welcher 
der Tangente c conjugirt ist, wird PT=TQ^ 
es gilt also der Satz: 

43. Das Product der zwei Stücke, welche zw{ei veränder- 
liche parallele Tangenten auf einer beliebigen festen Tan- 
gente eines Kegelschnittes vom Berührungspunkte derletz- 
teren aus gemessen, abschneiden, ist gleich dem Quadrate 
des der festen Tangente parallelen Halbmessers. 

Denkt man sich a und b fest, die Tangente c aber veränderlich« so ent- 
stehen durch die Punkte P und Q zwei projectivische Punktreihen auf a und b, 
deren Gegenpunkte die Berührungspunkte von a und b sind. Es ist somit das 
Product ÄP . BQ für alle Lagen von c constant und gleich dem Quadrate des 
zu a und b parallelen Halbmessers. Daraus ergibt sich : 

44. Das Product der zwei Stücke, welche eine veränder- 
liche Tangente auf irgend zwei parallelen festen Tagenten 
eines Kegelschnittes, vom Berührungspunkte der letzteren 
ausgemessen, abschneiden, ist gleich dem Quadrate des zu 
den festen Tangenten parallelen Halbmessers. 

Aus dem Umstände, dass der Pol eines jeden Durchmessers in unend- 
licher Entfernung gelegen ist, folgt, dass die Polaren aller Punkte eines Durch- 
messers unter einander parallel sind. Zieht man demnach aus beliebig vielen 
Punkten eines Durchmessers je ein Tangentenpaar an den Kegelschnitt und ver- 
bindet dessen Berührungspunkte, so erhält man eine Reihe paralleler Sehnen 
der Gurve. Jede derselben wird von dem erwähnten Durchmesser halbirt. Daraus 
kann man schliessen, dass dieVerbindungslinie des Durchschnitts* 
Punktes zweier beliebiger Tangenten eines Kegelschnittes 
mit dem Halbirungspunkte der Berührungssehne dieser 
beiden Tangenten jener Durchmesser der Gurve sein muss, 
welcher der Berührungssehne conjugirt ist. — 

45. Die Endpunkte eines beliebigen Durchmessers und 
irgend einer ihm conjugirten Sehne bilden vier harmonische 
Punkte des Kegelschnittes. 
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Dies ist leicht einzusehen, wenn man sich erinnert, dass die BerQhrangs- 
punkte eines Tangentenpaares und die Endpankte irgend einer durch den 
Schnittpunkt dieser Tangenten gehenden Sehne immer vier harmonische Punkte 
des Kegelschnittes sind. Die Tangenten in den Endpunkten eines Durchmessers 
schneiden sich n&mlich im Pole des letzteren ; gegen diesen Pol convergirt aber 
auch jede Sehne, welche dem Durchmesser conjugirt ist, es erscheint somit 
obiger Satz gerechtfertigt. 

Alle Paare conjugirter Durchmesser bilden sich entsprechende Strahlen- 
paare eines involutorischen StrahlenbQschels (Satz 33, 2. Abschnitt;. Da nun 
jeder involutorische Büschel zwei oder unendlich viele auf einander senkrecht 
stehende, sich entsprechende Strahlen hat (Satz 55, 1. Abschnitt), sogibtosuuter 
allen Paaren conjugirterDurchmcsser entwedernur ein Paar oder 
unendlich viele auf einander senkrecht stehende Durchmesser. 

Jeder von zwei auf einander senkrecht stehenden conjugirteu Durch- 
messern wird eine Axe des Kegelschnittes genannt. Der Fall, in welchem 
unendlich viele Axen vorhanden sind, ist ein specieller und tritt nur dann ein, 
wenn der durch die conjugirten Durchmesser gebildete involutorische Büschel aus 
zwei congruenteu Bflscholu besteht. (Satz 55, I.Abschnitt). Wie leicht einzusehen, 
kann ein Kegelschnitt mit unendlich vielen Paaren von Axen nur ein Kreis sein. 

Die Endpunkte der Axen nennt man Scheitelpunkte oder Scheitel 
des Kegelschnittes. 

Der Pol einer Geraden, die einen Kegelschnitt in zwei Punkten schneidet, 
ergibt sich bekanntlich im Durchschnitte der Tangenten, welche die Gurvc in 
diesen zwei Punkten berühren, es muss also der Durchschnitt jener zwei Tan- 
genten, welche die Uyperbel in ihren Schnittpunkten mit der unendlich fernen 
Geraden berühren, der Pol der letzteren Geraden, nämlich der Mittelpunkt 
sein. Diese beiden Tangenten heisseu die Asymptoten der Hyperbel; wir 
können also sagen : 

Die Asymptoten einer Hyperbel schneiden sich im Mit- 
telpunkte der Gnrve. 

Aus dem Umstände, dass bei der Hyperbel zwei Tangenten durch den 
Mittelpunkt gehen, folgt, dass der Mittelpunkt der Hyperbel ausser- 
halb der Gurve liegt. Bei der Ellipse befindet sich der Mittel- 
punkt innerhalb, da seine Polare ganz ausserhalb der Gurve gelegen ist 
und bei der Parabel liegt der Mittelpunkt in unendlicher 
Entfernung; er ist nämlich jener Punkt, in welchem die Gurve von der 
unendlich fernen Geraden tangirt wird. Der Berührungspunkt einer Tangente ist 
ja immer zugleich ihr Pol. 

Die unendlich grosse Entfernung dos Mittelpunktes einer Parabel hat zur 
Folge, dass alle Durchmesser dieser Gurve untereinander 
parallel sind. Sie convergiren gegen den Berührungspunkt der unendlich 
fernen Geraden mit der Parabel. 
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Bekanntlich sind die Doppeistrahlen eines dorch conjugirte Gerade gebil- 
deten involutorischen StrahlenbQscbels nichts anderes als die Tangenten, welche 
von dem Mittelpunkte des Büschels an den Kegelschnitt gezogen werden können. 
Daraus folgt : 

Die Asymptoten eines Kegelschnittes sind die (reellen 
oder imaginären) Doppelstrahlen des von den conjugirten 
Durchmessern gebildeten involutorischen Strahlenbflschetls. 

Aus dem Vorhandensein von reellen Asymptoten kann man schliessen, 
dass dieser involutorische Büschel entgegengesetzt verläuft« (Sätze 53, 54, 
1. Abschnitt). 

Bei der Ellipse sind keine durch den Mittelpunkt gehenden reellen 
Tangenten möglich, daher kann man behaupten, dass der von den conjugirten 
Durchmessern einer Ellipse gebildete involutorische Strahlenbüschel einstimmig 
verläuft und dass die Asymptoten einer Ellipse imaginär sind. 

Forden Kreis gilt dasselbe, wie für die Ellipse. Bemerkcnswerth ist 
jedoch, dass in jedem involutorischen Strahlenbüschel, welcher von den conju- 
girten Durchmessern eines Kreises gebildet wird, je zwei entsprechende Strahlen 
auf einander senkrecht stehen. Liegen daher zwei Kreise in derselben Ebene, 
so ergeben sich auf der unendlich fernen Geraden dieser Ebene als Schnitte mit 
den zwei von den Durchmessern der Kreise gebildeten involutorischen Strahlen- 
bttschel fifund fifj zwei Punktreihen E und i^, welche identisch sein müssen. 
Denn jedem in R und Bi zugleich gelegenen Schnittpunkte zweier (paralleler) 
Strahlefi von 8 und 8-^ entspricht ein ebenfalls in beiden Reihen zugleich befind- 
licher Punkt, nämlich der Durchschnitt jener Strahlen, welche auf den ersteren 
zwei Strahlen senkrecht stehen. Aus dem Umstände, dass B und B^ nur eine 
Reihe bilden, folgt, dass auch ihre imaginären Doppelpunkte D und D' coinci- 
diren und dass, nachdem diese Punkte die unendlich fernen Punkte der imagi- 
nären Asymptoten beider Kreise sind, D und D* den zwei Kreisen zugleich 
angehören. Hieraus ergibt sich ferner, dass alle in ein und derselben 
Ebene befindliche Kreise zwei unendlich ferne imaginäre 
Punkte gemein haben. Man nennt diese Punkte unendlich 
ferne imaginäre Kreispunkte. 

Nachdem die aus dem Mittelpunkte einer Parabel an diese Gurve 
gezogenen Tangenten mit der unendlich fernen Geraden zusammenfallen, so 
kann man sagen: Die Asymptoten einer Parabel liegen in unend- 
licher Entfernun g. 

Die Doppelstrahlen eines involutorischen Strahlenbüschels trennen 
bekanntlich zwei sich entsprechende Strahlen des letzteren harmonisch; aus dem 
Satze 33, 2. Abschnitt, folgt somit : 

46. Je zwei conjugirte Durchmesser eines Kegel- 
schnittes werden durch dessen Asymptoten (reellen oder 
imaginären) harmonisch getrennt. 
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Hieraas ergibt sieb, dass von zwei conjagirten Darcbmessern einer 
Hyperbel der eine die Gurve schneidet, der andere nicht. 

Diesen Satz kann man offenbar in folgender Weise umkehren: Werden 
zwei Durchmesser eines Kegelschnittes durch die Asymptoten 
des letzteren harmonisch getrennt, so sind sie einander 
conjngirt. Zwei Durchmesser, welche die von den Asymptoten eingeschlossenen 
Winkel halbiren, bilden mit den Asymptoten nach Satz 35, 1. Abschnitt, einen 
harmonischen Strahl enbüschel, sie sind also conjugirt und da dieselben auch auf 
einander senkrecht stehen, so können sie nur die Axen des Kegelschnittes sein. 
Daraus folgt : 

47. Die Axen eines Kegelschnittes halbiren die von 
seinen Asymptoten gebildeten Winkel. 

In dem Falle, wenn die Asymptoten auf einander senkrecht stehen, 
halbiren sie jeden von zwei conjugirten Durchmessern gebildeten Winkel, wie 
nach den vorausgehenden Erklärungen leicht einzusehen ist. — Eine Hyperbel, 
deren Asymptoten auf einander senkrecht stehen, wird bekanntlich eine gl ei ch- 
s e i t i g e genannt. — 

Ist ein Punkt in der Ebene eines Kegelschnittes so gelegen, dass alle 
durch ihn gehenden Paare conjugirter Geraden auf einander senkrecht stehen, 
so nennt man diesen Punkt einen Brennpunkt des Kegelschnittes. Aas dieser 
Erklärung folgt, dass ein Brennpunkt nur innerhalb des Kegelschnittes liegen 
kann, denn ein involutorischer BQschel, bei welchem je zwei sich entsprechende 
Strahlen aufeinander senkrecht stehen^ ist immer einstimmig verlaufend und hat 
somit keine reellen Doppelstrahlen ; ein Brennpunkt muss demnach so gelegen 
sein, dass sich aus demselben keine reellen Tangenten an die Gurve ziehen 
lassen, n&mlich innerhalb der Gurve. Ein Brennpunkt kann ferner nur auf einer 
Axe liegen, denn nimmt man an, F sei irgend ein ausserhalb der Axen gelegener 
Punkt der Gurvenebene, so bilden der durch J^ gehende Durchmesser ä und 
eine durch F gezogene Gerade, welche dem conjugirten Durchmesser von d 
parallel ist, zwei conjugirte Strahlen. Letztere stehen nun nicht senkrecht 
aufeinander, denn sonst mflssten auch die beiden conjugirten Durchmesser einen 
rechten Winkel bilden, was nur bei Axen der Fall ist. 

Die Brennpunkte ergeben sich als Doppelpunkte einer involutorischen 
Reihe y deren Träger eine der Axen ist , wie ans folgenden Betrachtungen 
hervorgeht : 

In Fig. 48 sei P irgend ein Punkt der Ebene eines Kegelschnittes und p 
seine Polare. Die von P auf |) gefällte Senkrechte nennen wir s, ihren Fuss- 
punkt E, die Schnittpunkte von p und s mit der Axe AB seien beziehungsweise 
Q und H, endlich bezeichnen wir die Schnittpunkte von p und 8 mit der andern 
Axe CD beziehungsweise durch L und K, Verbindet man P mit dem Mittei- 
punkte des Kegelschnittes, so erhält man einen Durchmesser, welcher der 
Geraden i? conjugirt ist, nachdem er durch ihren Pol hindurch geht. Es ist somit 
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jede zu p parallel gezogene Gerade dem Durchmesser OP conjugirt und der Pol 
einer jeden solchen Parallelen liegt auf OP. 

Der Durchschnittspunkt M von p und OP ist dem Punkte P conjugirt; M 
und P bilden also nach Satz 33 , 2. Abschnitt, ein Paar sich entsprechender 
Punkte einer in volutorischen /pig 4g) 

Reihe, deren Träger OP 

ist. Je zwei entsprechende 
Punkte dieser Reihe werden 
erhalten, wenn man zu p 
eine Parallele zieht und den 
Pol derselben ermittelt. 
Letzterer ist der dem Durch- 
schnitte von OP mit der ge- 
nannten Parallelen entspre- 
chende Punkt. — Der Kürze 
des Ausdruckes wegen nen- 
nen wir jede zu p parallel 
gezogene Gerade ebenfalls 
p, jeder Durchschnittspunkt 

einer solchen Geraden mit OP heisse 3f, jeder Pol einer Geraden p heisse P 
und durch s bezeichnen wir die aus irgend einem Punkte P auf p gefällte Senk- 
rechte. — Da jeder Punkt M und der ihm conjugirte P ein Paar sich ent- 
sprechender Punkte einer involutorischen Reihe sind, so bilden alle Punkte M 
eine Punktreihe, welche der von den Punkten P gebildeten projectivisch ver- 
wandt ist. Es muss also auch der aus den Geraden p bestehende Parallel- 
StrahlenbQschel S dem durch die Senkrechten s gebildeten Parallel-Stra4)len- 
baschel Sf projectivisch verwandt sein, nachdem 8 gegen die Reihe M und S^ 
gegen die Reibe P perspectivisch liegt. Die StrahlenbQschel 8 und Sj werden 
nun von der Axe AB in conjectivischen Punktreihen geschnitten. Die eine 
Reihe wird durch alle Punkte 6r, die andere durch alle Punkte ^gebildet. Diese 
beiden Reihen liegen involntorisch , nachdem ihre Gegen- 
punkte im Mittelpunkte des Kegelschnittes coincidiren. 
Dies ist leicht einzusehen , wenn man berücksichtigt, dass sobald |>, also auch G 
in unendliche Entfernung kommt, der Punkt P, also auchJ9' mit zusammenfällt, 
und dass wenn s, also auch H unendlich ferne liegt , die Gerade p ein Durch- 
messer wird und AB in schneidet. 

Dasselbe was wir für die auf AB liegenden Punktreihen nachgewiesen 
haben, gilt auch für die auf der andern Axe CD gelegenen, welche durch die 
Punkte K und L zu Stande kommen, in denen CD von den Geraden p und s 
geschnitten wird. Auch die Axe CD ist der Träger einer involutorischen Reihe, 
deren Gentralpunkt ist. Von den in Rede stehenden involutorischen Reihen, 
welche auf ^^ und CD zu Stande kommen, ist nun stets eine entgegen- 
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gesetzt, die andere einstimmig verlaufend, wie aus der Lage der 
Panktc G, H und K^ L gegen den Gentralpnnkt beider Reihen leicht zu 
erkennen, ist. Man hat nämlich zwei rechte Winkel COB und KJEL, deren 
Schenkel sich in Q^ H, K und L schneiden ; mögen nun diese rechten Winkel 
wie immer angenommen werden, stets liegen entweder K und L oder Q und H 
zu verschiedenen Seiten von und niemals können beide Punktpaare zugleich 
zu verschiedenen Seiten, oder zugleich auf derselben Seite von liegen. Daraus 
folgt nach Satz 49, 1. Abschnitt, dass eine, aber auch nur eine von den auf AB 
und CD gelegenen involutorischen Reihen reelle Doppelpunkte hat. — In 
unserer Figur ist es jene, deren Träger AB bildet. DieseDoppelpunktesind 
Brennpunkte des Kegelschnittes. In ihnen vereinigen sich nämlich 
zwei entsprechende Punkte G und H, sie sind also die Durchschnittspunkte 
zweier sich entsprechender Geraden p und s und da diese Geraden einander 
conjugirt sind und aufeinander senkrecht stehen, so gehen durch einen solchen 
Doppelpunkt ausser der Axe und einer ihr conjugirten Sehne noch ein zweites 
Paar von aufeinander senkrecht stehenden Geraden. Wenn nun in einem 
involutorischen Strahlenbflschel zwei Paare von aufeinander senkrecht stehenden 
conjugirte Strahlen vorkommen, so müssen alle Paare conjugirter Strahlen rechte 
Winkel bilden (Satz 55, I.Abschnitt), woraus folgt, dass die in Rede stehen- 
den Doppelpunkte zugleich Brennpunkte sind. 

Mit Rücksicht auf obige Untersuchungen und auf den Umstand, dass in 
jeder involutorischen Reihe die Doppelpunkte gleich weit vom Centralpunkte 
abstehen, ergibt sich der Satz : 

48. Jeder Kegelschnitt hat zwei reelle Brennpunkte; 
dieselben liegen auf einer Axe innerhalb der Gurvc und 
sind vom Mittelpunkte gleich weit entfernt 

Denkt man sich den Mittelpunkt eines Kegelschnittes von dem einen 
Brennpunkte immer mehr und mehr entfernt, bis er in unendliche Entfernung 
gelangt, so muss auch der zweite Brennpunkt dem eben aufgestellten Satze 
zufolge in unendliche Entfernung zu liegen kommen. Da nun ein Kegelschnitt 
mit unendlich fernem Mittelpunkte eine Parabel ist, so ergibt sich, dass bei 
der Parabel einer der Brennpunkte in unendlicher Ent- 
fernung liegt. 

Jene Axe, in welcher die Brennpunkte liegen, nennt man Haupt axe, die 
andere Neben axe. Die Entfernung der Brennpunkte von einander heisstdie 
lineare Excentricität, während man unter der numerischen 
Excentricitätdas Verhältniss der Entfernung der Brennpunkte zur Länge 
der Hauptaxe versteht. Jede Gerade, welche einen Carvenpunkt mit einem Brenn- 
punkte verbindet, wird ein Lei t strahl genannt; die durch einen Brennpunkt 
gehende Sehne, welche senkrecht auf der Hauptaxe steht, heisst Parameter 
und die Polare eines Brennpunktes nennt man eine Directrix oder 
Leitlinie, des Kegelschnittes. Nachdem die Hauptaxe der Directrix con- 
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JQgirt ist, 80 stehen Hauptaxe and Directrix auf einander 
senkrecht. 

Wir kehren nun wieder znr Betrachtnng der Figur 47 zurQck. 
Sind F und I* die Doppelpunkte der involutoriscben Reihe, welche darch 
G nnd H zu Stande kommt, also die Brennpunkte, so hat man nach Satz 17, 
1. Abschnitt, 

Oa . OH=OF^. 
Ebenso ist das Product der Abstände OK und OL gleich einer bestimmten 
Grösse, welche fdr alle sich entsprechenden Punkte der auf CD gelegenen 
involutoriscben Reihe constant bleibt. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke GOL 
und KOH ergibt sich nun : 

OG^OK 
OL ~ OH' 

also Oa.OH=OK.OL. 

woraus mit Rücksicht auf obige Gleichung folgt: 

OK.OL=OF^. 

Letztere Gleichung zeigt, d a s s die Schnittpunkte eines 41ber 
£2/al8 Durchmesser beschriebenen Kreises mit der Haupt- 
axe AB die Brennpunkte des Kegelschnittes sein müssen. 
Denn das Quadrat der halben Entfernung dieser Schnittpunkteist gleich OK. OL^ 
also gleich OF^. 

Die Brennpunkte können demnach in folgender Weise ermittelt werden : 
Man zieht irgend eine Gerade p in der Ebene des Kegelschnittes, bestimmt 
ihren Pol P, fällt von P eine Senkrechte 8 auf j? und sucht die Schnittpunkte K 
und L YOft p und 8 mit jener Axe, auf welcher diese Schnittpunkte zu ver- 
schiedenen Seiten des Mittelpunktes liegen. Der über KL als Durchmesser 
beschriebene Kreis schneidet dann die andere Axe in den beiden Brenn- 
punkten. 

Betrachtet man irgend einen Punkt X des Kreises KFL als Mittelpunkt 
eines involutoriscben Strahlenbüschels, dessen entsprechende Strahlen conjugirte 
Gerade in Bezug auf den Kegelschnitt sind, und bestimmt die Normalstrahlen 
dieses Büschels, so gehen letztere durch die Punkte K und L. Denkt man sich 
nämlich die Normalstrahlen bestimmt und einen Kreis gezeichnet, welcher durch 
die Schnittpunkte dieser Strahlen mit CD hindurchgeht, und seinen Mittelpunkt 
in CD hat, so muss derselbe durch F gehen, wie soeben bewiesen wurde. Der in 
Rede stehende Kreis geht aber auch durch X er muss daher mit dem Kreise 
KFL identisch sein, nachdem es nur einen Kreis gibt, der durch X und F geht, 
und seinen Mittelpunkt in CD hat. Hieraus folgt, dass die durch X gehenden 
Normalstrahlen die Axe CD in K und L schneiden. 

Da der Kreis KFL offenbar als ein beliebiger durch F und F* gehender 
Kreis betrachtet werden kann, so ergibt sich der Satz : 

Staudigl: Lehrbnch der neaeren Oeometrie. 11 
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49. Verbindet man die Schnittpankte irgend eines durch 
die beiden Brennpunkte gehenden Kreises und der Neben- 
axe mit einem beliebigen Punkte dieses Kreises, so sind 
diese Verbindungslinien die Normalstrahlen jenes involn- 
toriseben Büschels, dessen entsprechende Strahlen je 
zwei in Bezog auf den Kegelschnitt conj ugirte Gerade bilden. 

Mit Hilfe dieses Satzes kann man leicht fttr jeden beliebigen Punkt X der 
Ebene des Kegelschnittes die zugehörigen Normalstrahlen construiren. Man 
beschreibt einen Kreis, welcher durch X und die beiden Brennpunkte geht und 
verbindet X mit den Schnittpunkten des so erhaltenen Kreises und der Neben- 
axe. Die sich ergebenden Verbindungslinien sind die gesuchten Normalstrahlen. 

Nachdem jede Tangente eines Kegelschnittes allen durch ihren Berührungs- 
punkt gehenden Geraden in Bezug auf den Kegelschnitt conjugirt ist , so bilden 
irgend eine Tangente und die auf ihr senkrecht stehende Gerade , welche durch 
den Berührungspunkt geht, die Normalstrahlen jenes involutorischen Büschels, 
dessen Mittelpunkt der Berührungspunkt ist. Jede solche Gerade, die auf einer 
Tangente in ihrem Berührungspunkte senkrecht steht, nennt man bekanntlich 
eine Normale, man kann daher mit Rücksicht auf obigen Satz behaupten: 

50. Tangente und Normale für irgend einen Punkt X 
eines Kegelschnittes werden erhalten, wenn man die Schnitt- 
punkte eines durch X und die Brennpunkte gehenden 
Kreises und der Nebenaxe mit X verbindet. 

Der Schnittpunkt E der Geraden p uud s kann als ein ganz beliebig in 
der Curvenebene gewählter Punkt betrachtet werden. Denkt man sich denselben 
mit allen Punkten der auf AB gelegenen involutorischen Reihe, in welcher F 
und I* die Doppelpunkte sind, verbunden, so hat man einen invokitorischen 
Straliieobüschel. Die Normalstrahlen desselben sind EG und EE ; seine Doppel- 
strahlen werden durch die Verbindungslinien des Punktes E mit F und F 
gebildet. Die von den Doppelstrahlen eines involutorischen Büschels gebildeten 
Winkel werden nun bekanntlich durch die Normalstrahlen halbirt, es gilt somit 
der Satz : 

51. Die Winkel, deren Schenkel von zwei Geraden 
gebildet werden, welche irgend einen Punkt ^ (Fig. 47) der 
Ebene eines Kegelschnittes mit den Brennpunkten des 
letzteren verbinden, werden durch die Normalstrahlen 
jenes Involutorischen Büschels halbirt, der seinen Mittel- 
punkt in E hat und dessen entsprechende Strahlen conju- 
girte Gerade in Bezug auf den Kegelschnitt sind. 

Für den Fall, als der Punkt E in der Gurve gelegen ist folgt hieraus : 

52. Tangente und Normale für irgend einen Punkt 
eines Kegelschnittes halbiren die Winkel, welche von den 
beiden Leitstrahlen dieees Punktes gebildet werden. 
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Dorch diesen Satz erscheint die Bezeichnung „Brennpunkt'' gerechtfertigt. 
Wird nämlich ein Kegelschnitt von Licht oder Wärmestrahlen getroffen, welche 
in seiner Ebene liegen ond gegen einen der Brennpunkte convergiren, so reflectirt 
der Kegelschnitt alle diese Strahlen gegen den zweiten Brennpunkt. — 

Zieht man durch einen Brennpunkt irgend eine Sehne und construirt 
in den Endpunkten derselben die Tangenten, so schneiden sich letztere in 
einem Punkte, welcher der diesem Brennpunkte zugehörigen Leitlinie angehört 
(Satz 30, 2. Abschnitt). Da nun die Gerade, welche den Schnittpunkt der zwei 
Tangenten mit dem Brennpunkte verbindet, der erwähnten Sehne eonjugirt ist, 
so muss diese Verbindungslinie auf der Sehne senkrecht stehen, nachdem zwei 
durch einen Brennpunkt gehende conjngirte Gerade stets einen rechten Winkel 
bilden. Man hat also den Satz : 

53. Zwei durch denselben Brennpunkt gehende Gerade, 
wovon die eine durch den Berührungspunkt irgend einer 
Tangente des Kegelschnittes, die andere durch den Schnitt- 
punkt dieser Tangente mit der Polaren des genannten Brenn- 
punktes geht, stehen aufeinander senkrecht. 

Die Tangenten, welche aus irgend einem Punkte M an einen Kegelschnitt 
gezogen werden können, bilden die Doppelstrahlon eines involutorischen 
Büschels, dessen entsprechende Strahlen conjugirte Gerade in Bezug auf den 
Kegelschnitt sind. Die Normalstrahlen eines solchen Büschels, wie jedes 
involutorischen Büschels überhaupt, halbiren den von den Doppelstrahlen 
gebildeten Winkel; nach Satz 51, 2. Abschnitt, halbiren die Normalstrahlen aber 
auch jene Winkel, deren Schenkel die Verbindungslinien des Punktes M mit den 
Brennpunkten sind, wir können demnach behaupten : 

54. Die Halbirungslinien der von zwei beliebigen 
Tangenten eines Kegelschnittes gebildeten Winkel halbiren 
auch jene Winkel, deren Schenkel die Verbindungslinien des 
Durchschnittes dieser Tangenten mit den Brennpunkten sind. 
Der Winkel, welchen die eine Tangente mit der einen Ver- 
bindungslinie einschliesst, ist daher ebenso gross als der von 
der andern Tangente und der andern Verbindungslinie 
gebildete Winkel. 

Denken wir uns die eine Tangente und die beiden Brennpunkte als 
gegeben und nehmen wir irgend einen Punkt M dieser Tangente als Schnitt- 
punkt der zweiten Tangente an, so ergibt sich letztere nach vorstehendem Satze 
in sehr einfacher Weise. Für jeden Punkt M erhält man sonach eine neue 
Tangente, welche durch die Angaben unzweideutig bestimmt erscheint. Daraus folgt; 

65. Ein Kegelschnitt ist unzweideutig bestimmt, wenn 
seine Brennpunkte und eine Tangente desselben gegeben sind. 

Ist statt der Tangente ein Curvenpunkt gegeben, so erscheint der Kegel- 
schnitt nicht vollkommen bestimmt, denn verbindet man den gegebenen Punkt 

11* 
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mit den Brennpunkten und halbirt die dadurch erhaltenen Winkel, so bilden 
nach Satz 50, 2. Abschnitt, diese Halbirungslinien Tangente und Normale des 
zu construireaden Kegelschnittes. Es bleibt jedoch zweifelhaft, welche von den 
Halbirungslinien Tangente und welche die Normale bildet. Wir können daraus 
schlicssen : 

56. Durch die Brennpunkte und einen Punkt des üm- 
fanges eines Kegelschnittes ist letzterer nicht vollkommen 
bestimmt. Es entsprechen diesen A ngaben zwei verschiedene 
Kegelschnitte, welche sich rechtwinklig durchschneiden. 

Der Durchschnittspunkt beider Kegelschnitte ist nämlich der gegebene 
Punkt und die Tangente des einen Kegelschnittes in diesem Punkte ist eine 
Normale des anderen. 

Zwei in derselben Ebene liegende Kegelschnitte , deren Brennpunkte 
coincidiren nennt man hommofocale oder confocale Kegelschnitte. Ans 
dem eben aufgestellten Satze folgt : 

57. Haben zwei confocale Kegelschnitte einen Punkt 
gemein, so schneiden sie sich rechtwinklig. 

Zwei sich schneidende confocale Kegelschnitte können 
nicht zugleich Ellipsen oder Hyperbeln sein. 

Da nämlich Tangente und Normale den Winkel der von ihrem Durch- 
schnittspunkte ausgehenden Leitstrahlen harmonisch theileu , so werden die 
Schnittpunkte der Hauptaxe mit der Tangente und Normale durch die Brenn^ 
punkte getrennt und es können somit niemals beide Schnittpunkte zugleich 
ausserhalb oder zwischen den Brennpunkten liegen. Dies mttsste aber der Fall 
sein, wenn die beiden sich schneidenden confocalen Kegelschnitte zugleich 
Ellipsen oder Hyperbeln wären. Denn bei der Ellipse liegen die Schnittpunkte 
aller Tangenten mit der Hauptaxe ausserhalb der von den Brennpunkten 
begrenzten endlichen Strecke, bei der Hyperbel innerhalb derselben. 

Um sich davon zu Qberzeugen, hat man zu berflcksichtigen, dass der 
Mittelpunkt bei der Ellipse innerhalb» bei der Hyperbel ausserhalb der Gurve 
gelegen ist, während die Brennpunkte sich stets innerhalb befinden, wie oben 
gezeigt wurde. 

58. Bei der Ellipse ist die Summe, bei der Hyperbel 
die Differenz der Leitstrahlen eines jeden Gnrvenpanktes, 
gleich der Länge der Hauptaxe. 

Um diesen Satz insoferne er sich auf die Ellipse bezieht nachzuweisen, 
betrachten wir die Fig. 49. In derselben sind Ä, B die Endpunkte der Haupt- 
axe, F, F' die Brennpunkte und G^ H zwei beliebige Punkte des Umfanges 
einer Ellipse. Verbindet man G mit F und Fj trägt von G aus auf dem ver- 
längerten Leitstrahl GF das Stack GL = GF auf und verbindet L mit F, so 
erhält man ein gleichschenkeliges Dreieck FGL^ dessen Höbe GK die Tangente 
im Punkte G sein muss. Denn die Winkel, welche GK mit den Leitstrahlen FG 
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nnd F*G einscbliessl, sind eioander gleich und der Schnittpunkt von GK mit 
der Hauptaxe liegt ausserhalb der von den Brennpunkten begrenzten endlichen 
Strecke. Ganz dieselben Bezie- .p. s^^ 

hungcn finden bezüglich des Punk- 
tes H statt. Die Tangente in H 
coincidirt mit der Höhe HM 
jenes gleichschenkeligen Dreieckes 
HNF^^ welches man erhält, wenn 
man FH über H hinaus um das 
Stück F'H verlängert und den sich 
ergebenden Endpunkt N mit F' 
verbindet. Ist P der Durch- 
schnittspunkt der Tangenten in 
G und H nnd verbindet man P 
mit den Punkten L, F, F* und 

N^ so ergeben sich zwei gleichschenkelige Dreiecke, nämlich FLF und PF*N, 
Dieselben sind einander ähnlich, da nach Satz 54 die Winkel FPK und F'PM, 
also auch die Winkel FPL und F'PN einander gleich sind. Daraus ergibt sich, 
doss die Dreiecke FPN und F'PL congruent seiu^nüssen, nachdem PF==PL, 
PF* = PN und Winkel LPF' = FPN ist. 

Aus der Gleichheit der Seiten F^L und FN dieser Dreiecke folgt nun, 
weil wir GL=^GFui\d IIN=HF' gemacht haben: 
GF+ GF' = 1IF+ HF\ 
d. h. die Summe der Leitstrahlen der beliebig gewählten Punkte G und H sind 
einander gleich. 

Denkt man sich G unverändert, während man II die Ellipse durchlaufen 
lässt, so wird klar, dass die Summe der Leitstrahlen für jeden Eliipsenpunkt 
eine constante Grösse haben muss. Dass diese Grösse gleich der 
Länge der Hauptaxe ist, sieht ^^ig, 50.) 

man leicht ein, wenn angenommen 
wird, U befinde siöh in ciuem End- 
punkte der Hauptaxe. 

Der Beweis für jeuen Tlieil 
des obigen Satzes , welcher sich auf 
die Hyperbel bezieht, kann in folgen- 
der Weise gegeben werden : 

In Fig. 50 sind Ä, B die End- 
punkte der Hauptaxe, jP, F' die 
Brennpunkte und Cr, JEf zwei beliebige 
Punkte des Umfanges einer Hyperbel. 
Verbindet man 6r mit JP und P, trägt 
von Q ans auf dem Leitstrahle GF' 
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gegen F' hin das Stück GL == GF auf , so erhält man ein gleichschenkliges 
Dreieck, dessen üöhe GK die Tangente im Punkte G sein muss. Denn die 
Winkel, welche GK mit den Leitstrahlen FG und F'G einschiiesst, sind ein- 
ander gleich und der Schnittpunkt von GK mit der Hanptaxe liegt innerhalb der 
von den Brennpunkten begrenzten endlichen Strecke. — Ganz analoge Bezie- 
hungen finden bezüglich des Punktes H statt. Die Tangente in U coincidirt mit 
der üöhe jenes gleichschenkligen Dreieckes HNF*, welches erhalten wird, wenn 
man auf FH von H aus gegen F hin das Stück F'U aufträgt und den sich er- 
gebenden Endpunkt N mit F* verbindet. Nennen wir den Schnittpunkt der in 
G und // berührenden Tangenten P, so liisst sich in derselben Weise wie bei 
der £llipse zeigen, dass die Dreiecke FPN und FTL congruent sind, woraus 
folgt, FL=FN^ oder was dasselbe ist: 

GF" — GF= HF— HF" , 
d. h. die Differenzen der Leitstrahlen der beliebig gewählten Punkte G und H 
sind einander gleich. 

Stellt man sich vor, H durchlaufe die Hyperbel, während G an seiner 
Stelle bleibt, so ist leicht einzusehen , dass die Differenz der Leitstrahlen für 
jeden Punkt der Hyperbel eine constante Grösse haben muss. Dass diese Grösse 
gleich der Länge der üauptaxe ist wird klar, wenn man annimmt, H falle mit A 
oder B zusammen. Der Satz 58 erscheint somit gerechtfertigt. 

Aus der Betrachtung der Figuren 49 und 50 ergibt sich eine einfache 
Lösung folgender Aufgaben : 

Es sollen an eine Ellipse oder Hyperbel jene Tangenten 
gezogen werden, welche durch einen gegebenen Punkt P 
gehen. 

iicschreibt man aus P mit dem Halbmesser PF einen Kreis und durch- 
schneidet denselben durch einen zweiten aus F* mit dem Halbmesser AB 
beschriebenen, so ergibt sich den obigen Erklärungen zufolge der Punkt L ; da- 
her ist die Verbindun|;slinie des Punktes P mit dem Halbirungspnnkte K der 
Strecke FL eine der gesuchten Tangenten. Den Berührungspunkt G erhält man 
im Durchschnitte von PK mit LF'. — Wie man die zweite Tangente PM findet^ 
bedarf wohl keiner weiteren Erklärung. 

Auch die Lösung folgender Aufgabe ist mit Benützung der voraus- 
gegangenen Erklärungen leicht zu finden : 

Es sollen an eine Ellipse oder Hyperbel jene Tangen- 
ten construirt werden, welche einer gegebenen Geraden 
parallel sind. 

Fällt man von F auf die gegebene Gerade eine Senkrechte und durch- 
schneidet letztere durch einen aus F* beschriebenen Kreis vom Halbmesser AB^ 
so ergibt sich der Punkt L, u. s. w. 

Vorbindet man in Fig. 49 oder 50 den Mittelpunkt O mit X, so erhält 
man zwei ähnliche Dreiecke FLF* und FKO^ bei welchen die Seiten des einen 
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doppelt 80 gross siod als die ensprechenden des andern. Denn OK halbirt sowohl 

FF', als auch FL ; man hat also -^— := OK. Nun ist aber -^ = OÄ, folglich 

liegt der Punkt iCiu einem aus dem Mittelpunkte O beschriebenen Kreise, dessen 
Halbmesser gleich der halben Hauptaxe ist. Diesen Kreis nennt man den der 
Ellipse, beziehungsweise der Hyperbel umschriebenen Kreis. Nachdem £^ der 
Fusspunkt jener Senkrechten ist, welche aus einem Brennpunkte F auf eine 
beliebige Tangente ^K gefällt wurde, so kann mau behaupten : 

59. Die Fusspunkte der aus den Brennpunkten einer 
Ellipse oder Hyperbel auf die Tangenten der Gurvc gefäll- 
ton Senkrechten liegen auf dem umschriebenen Kreise. 

Aus der Gongrucuz der Dreiecke FFN und jP'PL (Fig. 49 und 50) folgt, 
dass die Winkel ^LF* und VFl^ einander gleich sind. Nun ist aber -^ FLF'^= 
=PFGy man hat also 

jf:^PFG = FFN. 

Dieses Resultat gilt auch , wenn F' sich von F immer mehr entfernt und 
in unendliche Entfernung gelangt, d. h. auch wenn der Kegelschnitt in eine 
Parabel übergeht. Wir können somit behaupten : Die Verbindungslinie 
eines Brennpunktes mit dem Durchschnittspunkte zweier 
beliebiger Tangenten eines Kegelschnittes halbirt den Winkel, 
welcher von den Verbindungslinien dieses Brennpunktes mit 
den Bertthrungspunkten der beiden Tangenten gebildet wird. 

Eine Verallgemeinerung dieses Satzes ergibt sich aus folgenden Be- 
trachtungen : 

In Fig. 51 sei F ein Brennpunkt irgend eines Kegelschnittes. Letzterer 
wird von zwei sich in P schneidenden Tangenten in den Punkten Ä und C 
berührt ; eine dritte Tangente, deren Berührungs- ,„. g- . 

punkt B ist, schneidet die beiden ersteren in Q 
und B. Die Punkte Ä, B, C, P, Q, B, sind alle 
durch Gerade mit F verbunden. Nun ist 

^QFB=QFB^BFB 
und da dem zuletzt aufgestellten Satze zufolge 

^QFB = iÄFB, 
ferner ^BFB=\BFC 

ist, so hat man ^QFB = \ AFG = AFP= 
= CFP, woraus wir schliessen : 

60. Sind a und b zwei feste Tangenten eines Kegel- 
schnittes, welche von einer dritten veränderlichen Tan- 
gente in'den Punkten Q und B geschnitten werden , so hat 
der Winkel, welcher durch die Verbindungslinien der 
Punkte Q und B mit einem Brennpunkte F gebildet wird, 
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eine constante Grösse. Dieser Winkel ist nämlich halb so 
gross als jener, der von den Verbindungslinien des Brenn- 
pnnktes F mit den Berührungspunkten der Tangenten a 
und b gebildet wird. 

Gonstruirt man Aber der linearen Excentricität einer Ellipse (Fig. 49) 
als Grundlinie ein gleichschenkeliges Dreieck FCF', bei welchem jede der glei- 
chen Seiten gleich der halben Hauptaxe ist , so coincidirt die Spitze C dieses 
Dreieckes mit einem Endpunkte der Nebenaxe, da die Gleichung besteht 
CF-\-CF*=^AB, Nachdem nun die Hypothenuse des rechtwinkligen Drei- 
eckes GFO gleich OA ist, so hat man 

OA^ — OC^ = OF*, d.h. 
die Differenz der Quadrate der Halbaxen einer Ellipse 
ist gleich dem Quadrate der halben linearen Excentricität. 

Die zuletzt aufgestellte Gleichung zeigt, dass bei der Ellipse die 
Hauptaxe immer grösser ist als die Nebenaxe, man nennt dess- 
halb auch erstere die grosse, letztere die kleine Axe. 

Wir haben bereits bemerkt, dass bei der Hyperbel von zwei conjugirteu 
Durchmessern immer der eine die Curve in reellen Punkten schneidet, während 
dies bei dem andern nicht der Fall ist. Da die Hauptaxe einer Hyperbel von 
der Curve in reellen Punkten getroffen wird, so sind demnach die Durchschnitts- 
punkte der Nebenaxe mit der Curve imaginär; es fragt sich nun, was man unter 
der Länge von Durchmessern einer Hyperbel versteht, welche die Curve nicht 
in reellen Punkten schneiden. Solche Durchmesser werden imaginäre oder 
besser uneigentliche Durchmesser genannt, zum Unterschiede von den 
reellen oder eigentlichen Durchmessern , deren Schnittpunkte mit der 
Curve reell sind. Unter der Länge eines uneigentlichen Durch- 
messers einer Hyperbel versteht man die Grösse des zwischen den 
Asymptoten gelegenen Sttlckes einer Tangente, welche diesem Durchmesser 
parallel ist. Die Länge der Nebenaxe einer Hyperbel ist daher gleich der Länge 
des zwischen den Asymptoten gelegenen Stückes einer Scheiteltangente (einer 
Tangente, welche den Kegelschnitt in einem seiner Scheitel berührt). 

Sind A, ^die Scheitel undF, F' die Brennpunkte einer Hyperbel (Fig. 52) 
gegeben, so kann man die Asympto ten wie folgt bestimmen. Man zeichnet den 
der Hyperbel umschriebenen Kreis, zieht an denselben von F aus eine Tangente 
und verbindet deren Berührungspunkt E mit dem Halbirungspunkte der 
Hauptaxe AB, Diese Verbindungslinie bildet eine der Asymptoten. Die zweite 
ergibt sich, indem man durch eine Gerade zieht, welche mit OA einen eben 
so grossen Winkel einschliesst als OE, Dass OE eine Tangente der Hyperbel 
sein muss geht aus dem Satze 59 , 2. Abschnitt , hervor. Nachdem aber eine 
Tangente, welche durch den Mittelpunkt des Kegelschnittes geht, diesen in 
unendlicher Entfernung berührt, so ist OE eine Asymptote. 
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Ziehen wir im Scheitel A eioe Tangente, deren Schnittpunkte mit den 
Asymptoten G und H heissen mögen, so wird GH selbstverständlich von Ä hal- 
birt. AG ist also halb so lang als die Nebenaxe CD der Hyperbel. Im recht- 
winkligen Dreiecke GOÄ ist nun 

OÄ^-^-ÄG^^OG^ 

Da aber, wie aus der Congruenz der Dreiecke FEO und GOÄ hervorgeht 
OG = OF ist, so hat man 

OA'^ + OC^ = OF^, d. h. 

Die Summe der Quadrate der Halbaxcn einer Hyperbel 
ist gleich dem Quadrate der halben linearen Kxcentricität. 

(Fig. 52.^ 



Die Endpunkte C und D der Nebenaxe einer Hyperbel werden also auch 
erhalten, wenn mau die iu auf ^B errichtete Senkrechte mit einem aus A 
beschriebenen Kreise durchschneidet, dessen Halbmesser gleich OF ist. 

Gonstruirt man in irgend einem Punkte A' der Hyperbel die Tangente 
und zieht den zu ihr parallelen Durchmesser C'D\ so ist letzterer bekanntlich 
dem Durchmesser, welcher durch A^ gebt, conjugirt. Die Asymptoten bilden 
demnach mit den Geraden OA' und OC einen harmonischen Strahlenbttschel 
(Satz 46, 2. Abschnitt). Da nun die Tangente in A' zum Strahle OC parallel 
ist, 80 wird das zwischen den Asymptoten gelegene Stück G'H' dieser Tangente 
vom Punkte A' halbirt. (Satz 33, 1. Abschnitt). Wir schliessen daraus: 
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61. Das zwischen den Asymptoten einer Hyperbel 
gelegene Stück irgend einer Tangente dieser Gnrve wird 
von ihrem Berührungspunkte halbirt. 

Zieht man irgend eine zu G^If parallele Gerade, so wird das zwischen 
den Asymptoten gelegene Stück derselben KL^ ebenfalls vom Durchmesser A'R 
halbirt. Dieser Durchmesser halbirt aber auch die Sehne MN, welche ein 
Stück der in Rede stehenden Geraden bildet, weil MN und Ä'B' einander 
conjugirt sind. Daraus folgt, dass KM=NL sein muss; es gilt somit der Satz : 

62. Auf jeder Secante einer Hyperbel sind die zwei 
Abschnitte, welche zwischen den Asymptoten und dcrCurve 
liegen, einander gleich. 

Denkt man sich die Tangente G^IT veränderlich, so erzeugt sie auf den 
Asymptoten, da diese selbst Tangenten sind, zwei projectiviscbe Punktreihen, 
deren Gcgenpuukte im Mittelpunkte coincidiren. Nach Satz 17, 1. Abschnitt, 
ist demnach das Product 0G\ OH* constant für alle Lagen der Tangente 6r'/r. 
Daraus folgt, weil \ 0& . Olf. sin GOH gleich der Fläche des Dreieckes G'Oir 
ist, der Satz : 

63. Das Dreieck, welches eine veränderliche Tangente 
einer Hyperbel zwischen den Asymptoten abschneidet, hat 
eine constante Grösse« 

Dieser Satz lässt uns schliessen, dass der Flächeninhalteines 
jeden Parallelogrammes, dessen Diagonalen von den 
Asymptoten gebildet werden, und bei welchem zwei 
gegenüberliegende Seiten die Hyperbel berühren, gleich 
dem Producte der beiden Axen ist. 

Verbindet man die Endpunkte A^ffCD' zweier conjugirter Durchmesser 
einer Hyperbel derart, dass ein Parallelogramm entsteht, so sind die Seiten des 
letzteren, wie man sich leicht überzeugen kann, parallel zu den Asymptoten und 
der Flächeninhalt desselben ist ebenfalls constant, welche Lage auch die beiden 
conjngirten Durchmesser haben mögen. Dies folgt aus dem Umstände, dass die 
Fläche des Dreieckes A*OC immer halb so gross ist, als jene des Dreieckes 
G'Oir, Wir können also behaupten : 

64. Der Flächeninhalt eines jeden Parallelogrammes, 
dessen Diagonalen zwei conjugirte Durchmesser einer 
Hyperbel bilden, ist gleich dem Flächeninhalte jenes Rhombus, 
dessen Diagonalen die beiden Axen dieser Hyperbel sind. 

Die durch Q' zu A'B' parallel gezogene Gerade schneidet die Asymptote 
OH in einem Punkte Q, welcher von ebenso weit absteht, als H* von 0. 
Nimmt man an die Tangente G'H* sei veränderlich, so kommen demnach durch 
Q und H zwei congruente Punktreihen zu Stande. Nachdem nun die Reihe G' 
der Reihe H* projectivisch verwandt ist, so sind auch die Reihen G' und Q 
projectivisch verwandt und die veränderliche Gerade ffQ umhüllt somit einen 
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Kegeischoitt. Diese Garve ist eine Hyperbel, welche dieselben Asymptoten und 
conjugirten Durchmesser hat, wie die zuerst betrachtete, nur sind die eigentlichen 
Durchmesser der einen nuoigentlicbe Durchmesser der anderen. Zwei Hyperbeln, 
welche solche gegenseitige Beziehungen zeigen, nennt man conjugirte 
Hyperbeln. 

Aehnlichc Sätze wie die zuletzt für die Hyperbel aufgestellten, können 
auch für die Ellipse nachgewiesen werden. Sind OA, OB und 00, OD (Fig. 53) 
zwei beliebige Paare conjucirter 

Halbmesser einer Ellipse und zieht ^ *' ^^ 

man die Sehne BC^ welche von OA 
and OD beziehungsweise in F und G 
geschnitten wird, so findet man, dass 

FB=^Ca 
ist. Da nämlich je zwei conjugirte 
Durchmesser entsprechende Strahlcn- 
eines involutorischen Büschels sind, 
so kommt auf der Sehne BC^ indem 
sie von den genannten zwei Paaren 
conjugirter Halbmesser geschnitten 
wird, eine involntorische Punktreihe 
zu Stande. Das Centrum dieser Reihe 

ist der Halbirungspunkt £der Sehne BC\ denn letztere ist dem Durchmesser 
OE conjugirt, sie muss also parallel zum conjugirten Durchmesser von OE sein, 
woraus folgt, dass E dem unendlich fernen Punkte von Bö entspricht. Nach- 
dem nun das Product der Abstände zweier entsprechender Punkte einer involu- 
torischen Reihe vom Involntionscentrum eine constante Grösse hat, so muss 
FE.EB=CE,EG sein, aus welcher Gleichung, da EB=^CE\%t, sich 
ergibt: EF= EG, Es ist somit auch FB = CG , wir oben behauptet wurde. 

Zieht man durch A eine Parallele zu BG und nimmt man an, diese 
Parallele würde die Ellipse im Punkte D' schneiden, so halbirt OE die Sehne 
AD^y weil OE dieser Sehne conjugirt ist. Nun halbirt aber OE auch das 
zwischen OF und OG gelegene Stück AD" der Sehne AD\ wie ans der gegen- 
seitigen Lage der Dreiecke FOG und AOD'' hervorgeht, es müssen daher die 
Punkte zy und D" coincidiren, was offenbar nur möglich ist, wenn sie mit D 
zusammenfallen. Die durch A parallel zu BC gezogene Gerade geht also durch 
den Punkt D, oder was dasselbe ausdrückt: 

Die Sehnen BC und AD sind zu einander parallel. 

Nachdem die Dreiecke FOB und COG eine gemeinschaftliche Spitze 
und gleiche Grundlinien FB und CG haben, so sind iiire Flächeninhalte 
einander gleich. Zieht man von diesen Dreiecken die ebenfalls einander gleichen 
Dreiecke FAB und CDG ab, so ergibt sich : 

^ A0B=C0D. 
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Das Parallelogramm, dessen Diagonalen die coojagirten Durchmesser 
ÄÄ' und BB' bilden, ist an Fläche viermal so gross als das Dreieck ^0£; 
ebenso hat das der Ellipse amschriebene Parallelogramm, dessen Diagonalen die 
conjngirten Durchmesser OG und OD sind, eine viermal so grosse Fläche, als 
das Dreieck COD. Mit Rücksicht auf die Gleichheit der beiden genannten Drei- 
ecke und auf den Umstand, dass die zwei Paare conjugirter Halbmesser OÄ, 
OB und OCy OD ganz beliebig angenommen wurden, folgt hieraus: 

65. Der Flächeninhalt eines jeden Parallelogramme s, 
dessen Diagonalen zwei conjugirte Durchmesser einer 
Ellipse bilden, ist gleich dem Flächeninhalte jenes Rhom- 
bus, dessen Diagonalen die beiden Axen dieser Ellipse sind. 

Construirt man in den Endpunkten zweier beliebiger conjugirter Durch- 
messer einer Ellipse die Tangenten, so entsteht ein der Ellipse umschriebenes 
Parallelogramm, dessen Flächeninhalt, wie man sich leicht überzeugt, doppelt 
so gross ist, als der Flächeninhalt jenes Parallelogrammes, dessen Diagonalen 
die beiden conjngirten Durchmesser sind. Daraus und aus dem zuletzt nachge- 
wiesenen Satze folgt: 

66. Der Flächeninhalt eines jeden Parallelogrammes, 
dessen Seiten eine Ellipse in den Endpunkten zweier 
conjugirter Durchmesser berühren, ist gleich dem Flächen- 
inhalte jenes Rechteckes, dessen Seiten diese Ellipse in den 
Scheiteln tangiren. 

Aus dem Umstände, dass die Fusspunktc der Senkrechten, welche von den 
Brennpunkten auf eine Tangente einer Ellipse oder Hyperbel gefällt werden, 
in dem umschriebenen Kreise liegen (Satz Ö9, 2. Abschnitt) kann gefolgert 
werden, dass das Product der von den beiden Brennpunkten auf irgend eine 
Tangente gefällten Senkrechten eine constanto Grösse hat. Ist nämlich F irgend 
ein Punkt in der Ebene eines Kreises und zieht man durch F beliebig viele 
Gerade, welche den Kreis schneiden, so ist bekanntlich für jede solche Gerade 
das Product der Abstände des Punktes F von den Schnittpunkten eine constante 
Grösse. — Mit Benützung dieser Andeutung dürfte es nicht schwer fallen 
nachstehenden Satz zu beweisen : 

67. Das Product der aus den beiden Brennpunkten einer 
Ellipse oder Hyperbel auf irgend eine Tangente dieser 
Gurve gefällten Senkrechten ist gleich dem Quadrate der 
Nebenaxe. 

In den Figuren 54 und 55 seien F, F die Brennpunkte, Ä, B die End- 
punkte der Hanptaxe , der Mittelpunkt und Z, T die beiden Leitlinien eines 
Kegelschnittes. — Wie aus der gegenseitigen Lage von F, F gegen -4, B zu 
ersehen ist, bezieht sich Fig. 54 auf die Ellipse, und Fig. 5ö auf die Hyperbel. 
Parallel zur Hauptaxe ziehen wir eine Secante, welche den Kegel- 
schnitt, in P, P', die Leitlinie l im Punkte Q schneidet , verbinden Q mit F 
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nnd errichten in F eine Senkrechte aof QF. Diese Senkrechte ist der Geraden 
QF conjngirt, weil je zwei he liebige auf einander senkrecht stehende Gerade, 

iYiff. 54.) (Fig. 55.) 



die sich in F schneiden , conjugirt sind. Daraas folgt, dass Q dem Punkte Q' 
coDjugirt ist, in welchem die erwähnte Senkrechte von PP geschnitten wird. 
Q and (/ bilden demnach entsprechende Punkte einer involutorischen 
Reihe, welche ihre Doppelpunkte in P und P hat. Nach Satz 56, 1. Abschnitt, 
werden Q und Q' durch die Doppelpunkte P und P harmonisch getrennt, mithin 
bilden die vier sich in F schneidenden Geraden FP, FP, FQ und FQ' einen 
harmonischen StrahlenbOschel und da FQ auf FQ' senkrecht steht, so halbiren 
diese beiden Strahlen die zwei von FP und FP eingeschlossenen Winkel. Durch 
Anwendung eines bekannten Lehrsatzes der elementaren Geometrie auf das 
Dreieck FPP ergibt sich demnach 

PF_PF 

PQ~PQ " 

Nun ist für die Ellipse (Fig. 54) PF=PF'=ÄB — PF und 
PQ=^MN — PQ, 
wenn M und N die Schnittpunkte der Hauptaxe AB mit den beiden Leitlinien 
bezeichnen ; man hat also 

PF _ÄB —PF 
PQ ~ MN^^PQ' 
aus welcher Gleichung durch Reduction erhalten wird : 

PQ MN~OM ^ 

Die Punkte F und M sind einander in Bezug auf den Kegelschnitt con- 
jugirt, sie bilden also entsprechende Punkte einer involutorischen Reihe, deren 
Träger die Hauptaxe ist. A und B sind die Doppelpunkte dieser Reihe, daher 
besteht die Gleichung : 

OA^ = OF.OM. 
Substituirt man den aus letzterer Gleichung resultirenden Werth von OM 
in die Gleichung ß, so ergibt sich 
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PF _0F 
PQ~OA' 
Die Abstände eines beliebigen Punktes der Ellipse von der Leitlinie 
und dem zugehörigen Brennpunkte ist demnach gleich der numerischen 
Excentricität. 

Ganz analoge Beziehungen ergeben sich fflr die Hyperbel : Bei dieser 
Curve ist 

PF= PF" = AB + PF nnd 
PQ=MN+PQ, 

wenn M, N wieder die Schnittpunkte der Hanptaxe mit den beiden Leitlinien 
bezeichnen. Snbstituirt man diese Werthe in die Gleichung a und reducirt, so 
erhält man wieder : 

PQ~ MN~ÖM' 
und da 0A'^ = OF, OM ist, so ergibt sich schliesslich 

PF_OF 
PQ ~ ÖÄ' 
Wir können somit behaupten : 

68. Das Verhältniss der Abstände eines jeden Punktes 
einer Ellipse oder Hyperbel von einem der Brennpunkte 
und der zugehörigen Leitlinie ist gleich der numerischen 
Excentricität. Bei der Ellipse ist demnach dieses Ver- 
hältniss kleiner, bei der Hyperbel grösser als die Einheit. 
Bei der Parabel ist das in Rede stehende Verhältniss gleich der Einheit, 
wie wir nun zeigen wollen. A sei der Scheitel, F der Brennpunkt und l die 
Leitlinie einer Parabel (Fig. 56). Zieht man aus einem beliebigen Punkte P 
dieser Curve eine Tangente, welche l im Punkte B schneidet, verbindet F mit 

,-. ^^ , P und B, und fällt aus P eine Senkrechte 

(Flg. 56.) 

auf l, deren Fusspunkt wir Q nennen, so 

entstehen zwei congrnente Dreiecke PFB 

und PQB. Denn die Gerade PQ convergirt 

gegen den unendlich fernen Brennpunkt, 

es halbirt somit nach Satz 52, 2. Abschnitt, 

die Tangente in Pden Winkel QPF, ferner 

ist BFP nach Satz 53, 2. Abschnitt, ein 

rechter Winkel, also gleich PQB und die 

Gerade BP bildet eine gemeinschaftliche 

Seite der genannten zwei Dreiecke. Aus 

der Congrnenz der letzteren folgt, dass 

PF und PQ einander gleich sind; wir 

können also behaupten : 
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69. Jeder Punkt einer Parabel ist vom Brennpunkte 
ebenso weit entfernt als von der Leitlinie. 

Ist M der Dnrcbscbnittspunkt der Axe mit der Leitlinie, so folgt aus 
diesem Satze, dass 

ist. Demnach halbirt die in Ä gezogene Tangente t (die Scbeiteltangente) die 
Gerade FQ und da FQ als Basis des gleichschenkligen Dreieckes FQP auch, 
von dessen Höhe PC, nämlich der in P gezogenen Tangente, halbirt wird, so 
schneiden sich t^ FQ und PB in ein und demselben Punkte C Letzterer ist nun 
auch der Fnsspnnkt einer von F auf die Tangente PB gefällten Senkrechten, 
es gilt also der Satz : 

70. Die Fusspunkte der ans dem Brennpunkte einer 
Parabel auf sämmtliche Tangenten dieser Gurve gefällten 
Senkrechten liegen in der Scheiteltangente» 

Zieht man aus B eine zweite Tangente an die Parabel, so steht dieselbe 
auf der Tangente BP senkrecht. Ist nämlich P' der Berfihrungspunkt dieser 
zweiten Tangente und Q' der Fnsspunkt der aus P auf die Leitlinie gefällten 
Senkrechten , so sind die Dreiecke P'FB und PQ'B aus ähnlichen Gründen 
congruent, welche für die Congruenz der Dreiecke PFB und PQB angeführt 
wurden. Man hat also 

^ PBQ = PBF und 
^PBQ' = P'BF, 

Da nun die Summe dieser vier Winkel gleich 180^ ist , so muss 
PBF + PBF, nämlich PBP ein rechter Winkel sein. Wir schliessen daraus: 

7L Je zwei Tangenten einer Parabel, welche sich in 
einem Punkte der Leitlinie schneiden, stehen auf einander 
senkrecht und umgekehrt: Der Schnittpunkt von irgend 
zwei auf einander senkrecht stehenden Tangenten einer 
Parabel liegt in der Leitlinie. 

Nachdem die in P gezogene Tangente und Normale den von den Leit- 
strahlen PF und PQ eingeschlossenen Winkel halbiren, so bilden die Geraden 
PQ, PB, PF und die Normale einen harmonischen Strahlenbflschel. Nennen 
wir D und E beziehungsweise die Schnittpunkte der Tangente und Normale 
des Punktes P mit der Hauptaxe der Parabel, so bilden demnach D, F, E und 
der unendlich ferne Brennpunkt eine harmonische Punktreihe, in welcher wegen 
der unendlich grossen Entfernung des einen Punktes, DJ* =i^^ sein muss. 
Beschreibt man über DE ans F einen Kreis, so geht derselbe durch P, weil 
DPE ein rechter Winkel ist, daher muss auch 

FP=DF=FE 
sein. D. h. 

72. Tangente, Leitstrahl und Normale irgend eines 
Punktes einer Parabel schneiden auf der Hauptaxe zwei 
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Stocke ab, welche beide gleich dem Leitstrahle dieses 
Punktes sind. 

Aas der Eigenschaft der Parabel, dass jeder ihrer Punkte von F nnd / 
gleich weit abstehen folgt, dass der Parameter doppelt so gross ist, als die 
Entfernung des Brennpunktes von der Leitlinie. MF ist also gleich dem halben 
Parameter und ÄF gleich dem vierten Theile desselben. 

Fällt man aus P eine Senkrechte auf die Axe und nennt ihren Fusspnnkt 
G, so ist das entstehende Dreieck PGE dem Dreiecke QMF congruent, wie 
leicht bewiesen werden kann. Es ist somit GE = MF gleich dem halben 
Parameter. Das Stück GE wird bekanntlich die Subnormale des Punktes P 
genannt, daher gilt der Satz : 

73. Die Subnormale eines jeden Parabelpunktes ist 
gleich dem halben Parameter. 

Das Dreieck QCP ist dem Dreiecke FOD, wie leicht einzusehen, congruent 
man hat also DF = PQ = MG. Zieht man von der Gleichung 

DF=MG 
die Gleichung ÄF==rAM 
ab, so ergibt sich ÄD = ÄG. 

Nachdem nun DG die Subtangente des Punktes P genannt wird, so folgt 
hieraus: 

74. Die Subtangente eines jeden Parabelpunktes wird 
durch den Scheitel halbirt. 

Aus dem rechtwinkligen Dreiecke DPE, in welchem PG das auf die 
Hjrpothenuse gefällte Perpendikel ist, erkennt man, dass 
PG^=DG . GE=2ÄG . GE 
ist. Nimmt man an A sei der Ursprung eines rechtwinkligen Goordin atensystems, 
bei welchem die Parabelaxe zugleich die Abscissenaxe bildet, so drückt letztere 
Gleichung den Satz aus : 

75. Die Ordinate irgend eines Parabelpunktes ist die 
mittlere geometrische Proportionale zwischen dem 
Parameter und der Abscisse dieses Punktes. 

Schliesslich wollen wir noch die zwei Aufgaben betrachten : 

Es sollen jene Tangenten einer Parabel construirt 
werden, welche durch einen gegebenen Punkt hindurchgehen. 

Es soll jene Tangente einer Parabel ermittelt werden, 
welche zu einer gegebenen Geraden parallel ist. 

Die erste Aufgabe wird in folgender Weise gelöst : 

Man beschreibt aus dem gegebenen Punkte einen Kreis, welcher durch 
den Brennpunkt geht und zieht aus den Schnittpunkten dieses Kreises mit der 
Leitlinie je eine zur Axe parallele Gerade. Letztere treffen die Parabel in den 
Berührungspunkten der gesuchten Tangente. — Unabhängig von den Berfihmngs- 
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punkten werden die Tangenten anch erhalten, wenn man vom gegebenen Pankte 
auf die Verbindongslinie des Brennpunktes mit den erwähnten Schnittpunkten 
des Kreises senkrechte Gerade fällt. — Die Richtigkeit dieser Gonstruction 
leuchtet ein, wenn man bedenkt, dass jeder Punkt der beliebig gewählten 
Tangente PB (Fig. 56) von F und Q gleich weit entfernt ist und dass PB auf 
der Geraden FQ senkrecht steht. 

Um die zweite Aufgabe zu lösen, fällt man auf die gegebene Gerade vom 
Brennpunkte aus eine Senkrechte und zieht ans dem Durchschnittspunkte der 
letzteren mit der Scheiteltangente eine Parallele zur gegebenen Geraden. Diese 
Parallele muss die verlangte Tangente sein, wie aus dem Satze 70, 
2. Abschnitt, folgt. 



i) Oemeinseliaftliehe Pankte und Tangenten. -- Ckmeinsames Polardre^eek 

zweier Kegelselmitte. 

Wir haben bisher, mit wenigen Ausnahmen, nur solche Eigenschaften 
eines Kegelschnittes untersucht, die an demselben ohne Bezugnahme auf einen 
zweiten Kegelschnitt in Betracht kommen. Es sollen nun die wichtigsten 
Beziehungen erörtert werden, welche zwischen zwei in derselben Ebene 
befindlichen Kegelschnitten bestehen. 

Da ein Kegelschnitt durch fOnf seiner Punkte oder Tangenten vollkommen 
bestimmt ist, so können zwei Kegelschnitte , wenn sie nicht identisch sein sollen, 
höchstens vier Punkte gemein haben. Schneiden sich zwei derselben Ebene 
angehöinge Kegelschnitte in einem Pankte, so müssen sie sich noch in einem 
zweiten, oder noch in drei andern Punkten schneiden, wie aus Folgendem 
hervorgeht. Jeder Kegelschnitt theilt die Ebene, in welcher er liegt, in zwei 
Theile, wovon der eine sich innerhalb, der andere ausserhalb der Gurve befindet. 
Jener Theil, in welchem säramtlicbe Tangenten gelegen sind, wird bekanntlich 
der äussere genannt, während man den innem jenen Theil nennt, von dessen 
Punkten sich keine reellen Tangenten an den Kegelschnitt ziehen lassen. Wenn 
nun zwei Kegelschnitte K und K^ , welche in derselben Ebene liegen, sich in 
einem Punkte schneiden, so haben sie wenigstens noch einen Punkt gemein, 
weil ein Punkte der den einen Kegelschnitt K in einem bestimmten Sinne 
durchläuft und am Anfange seiner Bewegung sich ausserhalb der Gurve K^ 
befindet, in das innere und dann jedenfalls wieder in das äussere Gebiet gelangt, 
also TT] mindestens zweimal flbersetzen muss. Tndess kann der bewegliche Punkt, 
nachdem zwei Kegelschnitte auch vier Punkte gemein haben können, auch vier- 
mal die Gurve iT, übersetzen, keinesfalls aber bloss dreimal, da er sonst, aus 
dem äusseren Gebiete von K^ kommend, im Innern von £| stehen bleiben müsste, 
also nicht die ganze Gurve K durchlaufen haben wfirde. 

Haben zwei Kegelschnitte, welche sich in derselben Ebene befinden, eine 
gemeinschaftliche Tangente, so haben sie noch eine zweite oder noch drei 

Staudigl: Lehrbuch der neueren Geometrie. 12 
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andere gemeinschaftliche Tangenten. Dies ergibt sich nach dem Gesetze der 
Redprocität aas den vorstehenden Untersachnngen. Denkt man sich n&mlich 
ausser den beiden Kegelschnitten £" and £j, deren gemeinschaftliche Tangente 
t heissen möge, noch einen dritten, beliebigen Kegelschnitt K^ in der Ebene der 
ersteren angenommen und bestimmt man zu allen Tangenten von K und S^ die 
Pole in Bezog auf K^, so ergeben sich nach Satz 38, 2. Abschnitt, zwei neue 
Kegelschnitte k und k^^ welche sich offenbar in dem Pole T von t schneiden. 
Letztere Curven müssen nun ausser T noch einen zweiten, oder noch drei andere 
Punkte gemein haben und da die Polaren dieser Punkte gemeinsame Tangenten 
von K und K^ sind, so erscheint unsere Behauptung gerechtfertigt Wir können 
somit die Sätze aufstellen: 

76. Zwei in derselben Zwei in derselben Ebene 

Ebene befindliche Kegel- befindliche Kegelschnitte 
schnitte haben entweder haben entweder keine , zwei 
keine, zwei oder vier reell e oder vier reelle Tangenten 
Punkte gemein. gemein. 

Dass zwei Kegelschnitte auch imaginäre Durchschnittspunkte haben 
können, geht aus folgenden Betrachtungen hervor : 

. Auf jeder Geraden p^ die einen Kegelschnitt in reellen Punkten A und B 
schneidet, bilden A und B die Doppelpunkte einer involntorischen Reihe £, bei 
welcher je zwei sich entsprechende Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt ein- 
ander conjugirt sind (Satz 33 , 2. Abschnitt). Die Schnittpunkte A und B 
erscheinen also auch darcb zwei Paare conjugirter Punkte von p vollkommen 
bestimmt. Liegt nun p ganz ausserhalb des Kegelschnittes in der Ebene des- 
selben , so werden A und B imagi när , sind jedoch ebenfalls durch die in 
Rede stehende involutoriscbe Reihe B vollkommen bestimmt, nachdem 
sie auch in diesem Falle keine anderen Punkte von p sein können, als die 
imaginären Doppelpunkte der Reihe B. Ist demnach eine Gerade in der Ebene 
zweier Kegelschnitte K nnd K^ so gelegen, dass je zwei in Bezog auf K cooju- 
girte Punkte von p auch in Bezug auf K^ conjugirt sind, so müssen K und K^ 
die reellen oder imaginären Doppelpunkte jener involntorischen Reihe gemein 
haben, welche auf j> durch alle Paare conjugirter Punkte gebildet wird. Solche 
imaginäre Doppelpunkte sind imaginäre Sehn i ttpnnk te von 

Jeden Punkt M der Ebene eines Kegelschnittes kann man als den Mittel- 
punkt eines involntorischen Strahlenbüschels S betrachten, bei welchem jedes 
Paar sich entsprechender Strahlen durch zwei in Bezug auf den Kegelschnitt 
conjugirte Gerade gebildet werden. Die Doppelstrahlen von S sind bekanntlich 
jene zwei Tangenten a und b des Kegelschnittes , welche von M aus gezogen 
werden können. Befindet sich nun itf innerhalb der Gurve , so werden a und b 
imaginär , erscheinen jedoch durch die Strahlen des Büschels 8 vollkommen 
bestimmt, ebenso wie in dem Falle, wenn sie reell sind. Hat also ein Punkt M 
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eine solche Lage id der Ebene zweier Kegelscbnitte K and K^, dass je zwei 
durch M gehende Gerade, die in Bezag auf K conjagirt sind, auch bezOglich 
des Kegelschnittes K^ conjugirte Gerade bilden, so mttssen die Doppelstrahlen 
des Büschels, welcher durch alle Paare der durch M gehenden conjngirten Ge- 
raden zu Stande kommt, gemeinschaftliche Tangenten von K und K^ 
sein. Sind diese Doppelstrahlen imaginär, so bilden sie 
imaginäre gemeinschaftliche Taj^genten von K und K^. 

Aus dem Umstände, dass Doppelpunkte oder Doppelstrahlen immer paar- 
weise vorkommen ergibt sich auch der obige Satz 76 ; zudem lässt uns derselbe 
schliessen, dass zwei Kegelschnitte nur eine gerade Anzahl imaginärer Schnitt- 
punkte oder imaginärer gemeinschaftlicher Tangenten haben können. Diese 
Anzahl kann entweder zwei oder vier, nicht aber mehr betragen^ wenn die 
beiden Gurven nicht identisch sind. Um dies nachzuweisen, soll nun zunächst 
gezeigt werden, dass ein Kegelschnitt durch 

zwei imaginäre und drei reelle, oder zwei imaginäre und drei reelle oder 
vier imaginäre Punkte und einen reel- vier imaginäre Tangenten und eine 
len Punkt reelle Tangente 

vollkommen bestimmt ist. 

M, N, (Fig. 57) seien drei gegebene Punkte eines Kegelschnittes Z, 

welcher so constrnirt werden soll, dass die ebenfalls gegebenen Punktpaare ÄÄ^^ 

BBt der Geraden p zwei -^. -_, 

(Flg. 57.) 
Paare conjugirter Punkte 

in Bezug auf K werden. 
Die vier Punkte ÄÄ^ , BB^ 
müssen dieser Forderung 
zufolge zwei Paare ent- 
sprechender Punkte einer 
invQlntorischen Reihe bilden 
und die Doppelpunkte dieser 
Reihe werden reelle oder 
imaginäre Punkte von £^soin, 
je nachdem die Strecken 

AB und A^Bj^ sich übergreifen oder nicht. Dass K durch die Angaben voll- 
kommen bestimmt ist, wenn reelle Doppelpunkte vorhanden sind, ist selbstver- 
ständlich. Man braucht ja nur die Doppelpunkte zu ermitteln um einen vierten 
und fünften Punkt von K zu erhalten. Hat die gegebene involutorische Reihe 
imaginäre Doppelpunkte, so ist der Kegelschnitt ebenfalls vollkommen bestimmt, 
wie aus Folgendem hervorgeht. Er erscheint dann durch zwei imaginäre und 
drei reelle Punkte gegeben. 

Man verbinde M mit N, wodurch im Schnittpunkte von p mit MN der 
Punkt C erhalten wird, ermittle jenen Punkt C,, welcher dem Punkte in der 
durch ÄA^ BB^ - bestimmten involutorischen Reihe entspricht, und verbinde C^ 

12* 
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mit iV. Dann ziehe man die Gerade MO^ welche p in D schneidet, soche den 
entsprechenden Punkt D^ von D and verbinde D^ mit 0. Die beiden Geraden 
NGy^ nnd OD^ schneiden sich in einem Punkte, welchen wir M^ nennen wollen. 

Denkt man sich nnn M mit allen Punkten ABCD und M^ mit 

den entsprechenden A^B^^C^D^ Terhunden, so entstehen zwei projec- 

tivische StrahlenbQschel 8 nnd 8^^ welche einen durch M, N, und ilf, gehen- 
den Kegelschnitt erzeugen. Dem Strahle M^M des Büschels 8^ entspricht 
bekanntlich die Tangente in ilf, welche erhalten wird, wenn man zu dem Durch- 
schnittspnnkte P der Geraden MM^ mit p den entsprechenden Punkt Pj sucht 
und P, mit Jlf verbindet. Die Tangente in M^ ist die Gerade M^P^, nachdem im 
Baschel 8 dem Strahle MM^ der Strahl M^P^ entspricht Mau sieht also, dass 
der Schnittpunkt der Tangenten in Jlf und M^ ein Punkt von p ist. Die gegebene 
Gerade geht somit durch den Pol P, der Sehne MM^, woraus nach Satz 34 
2. Abschnitt, geschlossen werden kann, dass jedes Paar sich entsprechender 
Punkte der auf p gelegenen involutorischen Reihe, ein Paar conjugirter Punkte 
in Bezug auf den durch 8 und 8^ erzeugten Kegelschnitt sein mfissen. Dieser 
Kegelschnitt erfttllt die oben gestellten Bedingungen und erscheint, da 8 nnd 8^ 
durch letztere bestimmt sind , ebenfalls vollkommen bestimmt , wie wir 
behauptet haben. 

Um nachzuweisen, dass ein Kegelschnitt durch einen reellen und vier 

imaginäre Punkte vollkommen bestimmt ist, betrachten wir Fig. 58. In derselben 

,„. -Q , seien p und n die Träger 

zweier mvolutorischer 
Reihen B und 2^, von 
welchen je zwei Paare 

sich entsprechender 
Punkte gegeben sind : 
auf p die Punkte ÄA^, 
BB^^ auf n die Punkte 
aa^y ßß^. Ein Kegel- 
schnitt K soll so con- 
struirt werden, dass jedes 
Paar sich entsprechen- 
der Punkte sowohl von 
R als auch von B! zu- 
gleich ein Paar conjugir- 
ter Punkte in Bezug auf 
K bilden und dass K 
durch den gegebenen Punkt N hindurchgeht. 

Verlaufen die beiden involutorischen Reihen entgegengesetzt, haben sie also 
reelle Doppelpunkte, so ist leicht einzusehen, dass K durch die Angaben voll- 
kommen bestimmt ist, nachdem fänf reelle Punkte von JT, nämlich N und die 
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vier Doppelpunkte der zwei Reihen gegeben erscheinen. Auch in dem Falle, 
wenn nur eine der Reihen reelle Doppelpunkte hat, ist K, wie sich ans der 
unmittelbar vorausgegangenen Untersuchung ergab, vollkommen bestimmt, denn 
es sind dann drei reelle und zwei imagin&re Punkte von K gegeben. Wir haben 
also nur den Fall zu untersuchen, in welchem beide involutorische Reihen 
imaginftre Doppelpunkte besitzen, wenn also nur ein reeller und vier imaginäre 
Punkte des Kegelschnittes K bekannt sind. Dass in diesem Falle sowohl j>, als 
auch n ganz ausserhalb K liegen muss, ist selbstverständlich. 

Um K zu construiren , kann man wie folgt verfahren : 

Man bestimme in R und R jene Punkte (7 und y^^ welche den im Schnitt- 
punkte von p und n vereinigten Punkten (7, nnd y der beiden Reihen ent- 
sprechen und verbinde C mit /j. Dann ermittle man^in den zwei involutorischen 
Strahlenbflscheln, welche durch die Verbindungslinien des Punktes N mit den 
Punkten von B und B! gebildet werden, jene Strahlen Dd, B^d^^ die einander 
sowohl in dem einen als auch in dem andern Bttschel entsprechen (Satz 59, 
1. Abschnitt). Die Schnittpunkte M nnd M^ von 0^^ mit den Strahlen Dd und 
Dj^i betrachte man endlich als die Mittelpunkte zweier StrahlenbQschel 8 und 

/Sj, von welchen der eine ein Schein der Reihe ABG (oder aßy . . . .) 

der andere ein Schein der Reihe A^B^C^ (oder OL^ß^Yi ) ist. Diese 

beiden Bttschel erzeugen einen Kegelschnitt, welcher obigen Angaben entspricht, 
wie sich aus Folgendem ergibt : 

Der Geraden M^M im Strahlenbflschel 8^ entspricht die Gerade MG^^ da 
C und (7| entsprechende Punkte von B sind, daher ist MG^ die Tangente in M. 
Der Geraden MM^ im Büschel 8 entspricht M^ C^ , also tangirt M^ G^ den 
Kegelschnitt in M^. Nachdem die Tangenten üfC^ und M^G^ sich in G^ schnei- 
den, so muss Cj der Pol von MM^ sein. Die Geraden jp und n sind also der 
Sehne MM^ conjugirt Verbindet man nun irgend einen Punkt des durch 8 und 
iS| erzengten Kegelschnittes mit M nnd üf^, so schneiden die dadurch erhaltenen 
Geraden nach Satz 34, 2. Abschnitt, sowohl |», als auch ^ in cocgugirten Punkten. 
Je zwei conjugirte Punkte von p oder n bilden entsprechende Punkte einer 
involutorischen Reihe. Die zwei wilp und n durch solche Punkte entstehenden 
involutorischen Reihen sind identisch mit den gegebenen B und i^', denn die 
ersteren, sowie die letzteren dieser Reihen werden beziehungsweise durch die 
Punkte CC^, DD^ und 77^, dd^ vollkommen bestimmt. Jener durch 8 und 8^ 
erzengte Kegelschpitt entspricht also der Bedingung, dass AA^^ BB^y aa^^ ßß^ 
in Bezug auf denselben conjugirt sein sollen und dass er den gegebenen Punkt 
N in sich enthalte, es ist demnach dieser Kegelschnitt der verlangte K, 

Da nun 8 und 8^ durch die obigen Angaben vollkommen bestimmt sind, 
so erscheint auch K durch dieselben vollkommen bestimmt 

Es ertlbrigt jetzt noch um zu zeigen, dass zwei Kegelschnitte, wenn sie 
nicht identisch sind, nicht mehr als vier imaginäre Punkte gemein haben können, 
die Untersuchung der Aufgabe : Ein Kegelschnitt K ist zu construiren, welcher 
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die Bedingung erfttllt, dass je zwei sich entsprechende Pnnkte von drei gege- 
benen involatoriscben Reihen B^ E^^ , and B^ (Fig. 59) in Bezug auf K einander 

,^. ^^, coujugirt sind. — Dass dadurch zu viel 

(Flg. 59.) 

bedingt wird, sobald nur eine der drei 

Reihen reelle Doppelpunkte hat, folgt aus 
den obigen Betrachtungen unmittelbar. Wir 
setzen also voraus, jede der drei Reihen 
liege ganz ausserhalb des zu construirenden 
Kegelschnittes. 

Sind A und a die im Schnittpunkte 
von R und R^ vereinigten Punkte dieser 
Reihen und A^, a^ ihre entsprechenden 
beziehungsweise in B und B^ , so muss die 
Gerade A^a^ die Polare des genannten Schnittpunktes sein. Denn A^ sowohl, 
als auch a^ liegen als conjngirte Punkte des Schnittpunktes Aa in der Polaren 
des letzteren, folglich muss die Verbindungslinie von A^ und a^ diese Polare 
selbst sein. Die Polaren b^ß^ und B^a^ der Schnittpunkte von B^r B^ und B, 
B^ können in derselben Welse gefunden werden, wie A^a^, Der Schnittpunkt 
P der Polaren ^^a^ und B^a^ ist, wie leicht einzusehen der Pol des Trägers 
von B, ebenso sind die Punkte P^ und P^, in denen b^ß^ die zwei anderen 
Polaren schneidet, die Pole der Träger von B^ und B^. Die Gerade AB, näm- 
lich der Träger von B, ist der Geraden J.P coi^jugirt, nachdem ^P durch den 
Pol dieses Trägers geht. Aus analogem Grunde sind Ab , nämlich der Träger 
von 2^ und die Gerade AP^ einander conjugirt. Ermittelt man die Doppel- 
strahlen des involutorischen Büschels, welcher durch die genannten zwei sich in 
A schneidenden Paare conjugirter Geraden bestimmt wird, so erhält man zwei 
Tangenten des Kegelschnittes K. Auf gleiche Weise können die durch B und b 
gehenden Tangentenpaare ermittelt werden, es ergeben sich also sechs Tangen- 
ten des zu construirenden Kegelschnittes, durch welche derselbe jedenfalls voll- 
kommen bestimmt ist. — Die Frage, ob es immer möglich ist, einen Kegel- 
schnitt zu construiren der diese sechs Tangenten berührt, wollen wir, da sie mit 
dem Zwecke unserer Untersuchung nichts gemein hat, auch nicht weiter 
erörtern. — Wir sehen also, dass zwei von einander verschiedene Kegelschnitte 
nicht mehr als zwei Paare imaginärer Punkte gemein haben können. 

Zur Entscheidung der Frage, wie viele gemeinschaftliche imaginäre Tan- 
genten zwei Kegelschnitte besitzen können, führen ganz ähnliche Untersuchungen 
wie jene, welche wir bezüglich der gemeinschaftlichen imaginären Punkte vor- 
genommen haben. — Es bedarf wohl kaum der Erwähnung, dass imaginäre 
Tangenten nichts anderes sind, als die imaginären Doppelstrahlen eines involu- 
torischen Strahlenbüscbels, bei welchem je zwei sich entsprechende Strahlen 
conjngirte Gerade in Bezug auf den Kegelschnitt sind , und dass demnach 
imaginäre Tangenten immer paarweise vorkommen. — Man findet, dass ein 
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Kegelschnitt darch zwei imaginäre uud drei reelle oder darch vier imaginäre 
Tangenten nnd eine reelle Tangente vollkommen bestimmt ist and dass zwei von 
einander verschiedene Kegelschnitte nicht mehr als vier imaginäre Tangenten 
gemein haben können. 

Durch obige Untersnchnngen erscheinen nun die Sätze gerechtfertigt: 
77. Zwei in derselben Zwei in derselben Ebene 

Ebene befindliche Kegel- befindliche Kogo 1 s c h n i 1 1 e 
schnitte haben entweder haben entw eder keine, zwei 
keine, zwei oder vier imagi- oder vier imaginäre Tangen- 
uäre Punkte gemein. ten gemein. 

Der Fall, dass die beiden Gurven keine gomeiusebaftlichen imaginären 
Punkte oder Tangenten besitzen, tritt offenbar dann ein, wenn sie vier reelle 
Punkte, oder beziehungsweise vier reelle Tangenten gemein haben, weil ja ein 
Kegelschnitt schon durch drei reelle und zwei imaginäre Punkte, oder durch 
drei reelle und zwei imaginäre Tangenten vollkommen bestimmt wird. 

Zwei imaginäre Punkte eines Kegelschnittes, welche die Doppclpunkte 
einer und derselben durch conjugirtc Punkte gebildeten Reihe sind , heissen 
zusammengehörige imaginäre Punkte des Kegelschnittes. Zwei 
imaginäre Tangenten, welche die Doppelstrahleu eines und desselben, . durch 
conjugirtc Gerade gebildeten Strahlenbüschels sind, nennt man zusammen- 
gehörige imaginäre Tangenten. Demnach liegen zwei zusam- 
mengehörige imaginäre Punkte eines Kegelschnittes immer 
auf einer reellen Geraden und zwei zusammengehörige 
imaginäre Tangenten schneiden sichimmerin einem reellen 
Punkte. Dies gilt keineswegs auch fttr nicht zusammengehörige Punkte und 
Tangenten. Nehmen wir an, A und B^ sowie C und J) seien zwei Paare zusam- 
mengehöriger imaginärer Punkte, so sind die Geraden AB und CD reell, irgend 
eine andere Verbindungslinie von zweien dieser vier Punkte, z. B. A und C, muss 
jedoch imaginär sein, denn wäre sie reell, so müsste der Schnittpunkt von AB 
und AC^ nämlich A, ebenfalls reell sein , was der Voraussetzung widerspricht. 
Analoges kann bezüglich der imaginären Tangenten gezeigt werden. 

Wir können also sagen : Zwei nicht zusammengehörigeimagi- 
näre Punkte eines Kegelschnittes liegen immer auf einer 
imaginären Geraden, und zwei niciit zusammengehörige 
imaginäre Tangenten schneiden sich immer in einem imagi- 
nären Punkte« 

Jede Gerade, welche durch zwei gemeinschaftliche reelle Punkte zweier 
Kegelschnitte bestimmt wird, heisst eine eigentliche gemeinschaft- 
liche Secante, während man eine Gerade , welche zwei zusammen- 
gehörige imaginäre Schnittpunkte zweier Kegelschnitte enthält, eine 
uneigentliche, gemeinschaftliche oder auch ideelle Se cante 
nennt. Sowohl die eigentlichen, als auch die aneigentlichen 
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gemeinschaftlichen Secanten haben die Eigenschaft, dass 
je zwei Punkte derselben, welche in Bezug auf den einen 
Kegelschnitt conjngirt sind, es auch in Bezug auf den andern 
sein mtlssen. Um dies nachzuweisen, nehmen wir an, zwei Kegelschnitte K 
und K^ hätten eine eigentliche oder uneigentliche Secante p gemein und nennen 
die den Curven K und K^ gemeinsamen reellen oder imaginären Punkte dieser 
Secante D und D^ Die zwei in volu torischen Reihen, welche von den in Bezug auf 
K und den in Bezug auf K^ coojugirten Punkten der Geraden p gebildet werden, 
heissen wir beziehungsweise B und B, . Dass diese Reihen identisch sind, ergibt sich 
aus folgender Betrachtung : Da B und B^ dieselben Doppelpunkte haben , so ist 
auch ihr Centralpunkt G derselbe Punkt in p, denn C halbirt immer die Ent- 
fernung der (reellen oder imaginären) Strecke DD\ In jeder involutorischen 
Reihe hat ferner das Product, der Abstände zweier sich entsprechender Punkte 
vom Centralpunkte einen und denselben Werth, es ist also, wenn durch Ä und 
Ä^ zwei beliebige entsprechende Punkte von B bezeichnet werden 

ÄC.A,C=CD^ 
woraus folgt: ^2)* 

^*^"" AG' 
Für zwei entsprechende Punkte B und B^ der Reihe B^ hat man 

Coincidirt nun B mit A^ so muss den letzteren zwei Gleichungen zufolge 
auch By mit Ay zusammenfallen. Jedes Paar entsprechender Punkte von B ist 
somit auch ein Paar entsprechender Punkte von ü^, wodurch obige Behauptung 
gerechtfertigt erscheint. 

Wenn zwei reelle Schnittpunkte DD* zweier Kegelschnitte coincidiren, 
so berühren sich die beiden Curven. Sie haben nämlich dann in dem 
Punkte DD^ , der beiden gemein ist , eine gemein schaftliche Tangente 
und zwar jene , in welche die gemeinsame Secante DD* übergeht. Sind 2> 
und D* zusammengehörig imaginär , so können sie ebenfalls nur in einem 
reellen Punkte, nämlich dem Centralpunkte der involutorischen Reihe coincidiren, 
welcher sie als Doppelpunkte angehören. D und D' werden also in diesem Falle 
selbst reell, woraus man schliessen kann, dass auch eine uneigentliche gemein- 
schaftliche Secante in eine Tangente übergeht, wenn die imaginären gemein- 
sammen Punkte DD* zusammenfallen, und dass diese Tangente beide Kegel- 
schnitte in demselben Punkte DD^ berührt. Es lässt sich somit behaupten : 
Wenn zwei gemeinsame reelle oder zusammengehörig 
imaginäre Punkte D und D' zweier Kegelschnitte coinci- 
diren, so berühren sich die beiden Curven im Punkte DD\ 
welcher stets reellist. Demnach kann man auch umgekehrt einen reellen 
Berührungspunkt zweier Kegelschnitte immer als Coincidenzpunkt zweier reeller 
oder zusammengehörig imaginärer Schnittpunkte dieser Garve betrachten. 
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Dass es anch imaginäre BertthrangspiiDkte zweier Kegel- 
schnitte gibt, sieht man leicht ein, wenn man berücksichtigt, dass auch zwei 
nicht zasammengehörige imaginäre Schnittpunkte zweier Kegel- 
schnitte coincidiren können. Dieser Fall kann jedoch nar dann eintreten, wenn 
die zwei aneigentlicheu Secanten, welche die imaginären Schnittpunkte enthalten, 
zusammenfallen; denn sonst müssten die beiden Oarven sich im Schnittpunkte 
der zwei Secanten, also in einem reellen Punkte herQhren. Coincidiren aber 
zwei gemeinschaftliehe Secanten, so berflhren sich die beiden Kegelschnitte in 
zwei Punkten. Wenn daher zwei Kegelschnitte in einem Punkte eine imaginäre 
Berührung eingehen, so findet auch noch in einem zweiten Punkte eine 
imaginäre Berührung statt. Man kann also sagen: Berühren sich zwei 
Kegelschnitte in zwei Punkten so können diese Punkte 
entweder beide<^reell oder beide Imaginär sein. 

Jeder Punkt, in welchem sich zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten 
zweier Kegelschnitte treffen, heisst ein eigentlicher Gontingenzpunkt, 
während man den Schnittpunkt zweier gemeinschaftlicher zusammengehörig 
imaginärer Tangenten einen uneigenti ichen oder ideellen Gontingenz- 
punkt der beiden Kegelschnitte nennt. Sowohl die eigentlichen, als 
auch die uneigentlichen Gontingenzpunkte sind so gelegen, 
dass je zwei durch einen solchen Punkt gehende Gerade, 
welche in Bezug auf den einen Kegelschnitt conjugirt sind, 
es anch in Bezug auf den andern sein müssen. Dies ergibt sich 
aus folgender Betrachtung : Sind K und K^ die beiden Kegelschnitte, d und 
cf zwei reelle oder zusammengehörig imaginäre, gemeinschaftliche Tangenten 
derselben, welche sich in dem Gontingenzpunkte C schneiden, und heissen irgend 
zwei in Bezug auf K einander conjugirte, durch C gehende Gerade a und a^, so 
besteht die Gleichung 

tg ar . tg ajr = tg dr*. 

In dieser Gleichung bezeichnet r eine der Halbirungsiinien des Winkels 
dd^^ oder, was dasselbe ist, einen Normalstrahl jenes involutorischen Büschels, 
welcher aus den durch C gehenden, in Bezug auf K einander conjugirten 
Geraden besteht. — Man hat also 

tg dr^ 
^ tg ar 

Für je zwei einander entsprochende Strahlen bb^ des involutorischen 
Büschels, welcher von Jenen in Bezug auf K^ einander conjugirten Geraden 
gebildet wird, die durch C gehen, besteht die Gleichung 

* tgbr 
Aus dieser und der unmittelbar vorausgehenden Gleichung ist zu ersehen, 
dass, wenn a und b coincidiren, auch die entsprechenden Strahlen o^ und ^^ 
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zusammenfallen mässen. Je zwei Gerade a und a^, welche darch C gehen und 
einander in Bezag auf K conjngirt sind, müssen es daher auch in Bezog anf IT^ 
sein, wie oben behauptet wurde. 

Wenn zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten d und d' zweier Kegel- 
schnitte coincidiren, so berühren sich die beiden Gorven. Coincidiren 
nämlich zwei Tangenten eines Kegelschnittes, so fallen bekanntlich die 
Berührungspunkte derselben mit dem Schnittpunkte beider Taugeuten zusammen. 
Die vier Berührungspunkte zweier gemeinschaftlicher Tangenten bilden also, 
wenn letztere coincidiren, einen einzigen Punkt, in welchem beide Gurven die 
gcmeinsamme Tangente berühren. In diesem Punkte berühren sich also auch die 
beiden Gurven. — Ganz dasselbe gilt bezüglich zweier zusammengehörig 
imaginärer Taugeuten. Zwei sokhe Tangenten können nur in einem Normal- 
strahle des involutorischen Büschels, welchem sie als Doppelstrahlen angehören, 
also in einer reellen Geraden zusammenfallen, folglich werden sie in diesem 
Falle selbst reell und es muss für sie dasselbe Geltung haben, was bezüglich 
zweier reeller gemeinschaftlicher Tangenten, wenn sie coincidiren, bemerkt 
wurde. Wir können somit behaupten: Wenn zwei gemeinsame reelle, 
oder zusammengehörig imaginäre Tangenten d und (2' zweier 
Kegelschnitte coincidiren, so berühren sich die beiden 
Gurven in einem Punkte der gemeinsamen Taugente dd\ 
welche stets reell ist. Demnach kann umgekehrt die Tangente in einem 
reellen Berührungspunkte zweier Kegelschnitte immer als eine Gerade betrachtet 
werden, in welcher zwei gemeinsam^ reelle oder zusammengehörig imaginäre 
Tangenten beider Gurven zusammenfallen. 

Wenn zwei Kegelschnitte sich in zwei imaginären Punkten berühren, so 
liaben sie in diesen Punkten auch imaginäre gemeinschaftliche Tangenten. Man 
kann jede der letzteren als die Verbindungslinie zweier coincidirender 
imaginärer Schnittpunkte der beiden Gurven, oder auch als zwei coincidirende 
imaginäre Tangenten betrachten, welche nicht zusammengehören. 

Aus den Sätzeu 76, 77, 2. Abschnitt, and den zuletzt angestellten Unter- 
suchungen ergibt sich nun unmittelbar : 

78. Berühren sich zwei Berühren sich zwei Kegel- 
Kegelschnitte nur in einem schnitte nur in einem 
Punkte, welcher stets reell Punkte, welcher stets reell 
sein muss, so können dieselben sein muss, so können dieselben 
ausser dem Berührungspunkte ausser der Tangente im Be- 
nur noch zwei reelle oder r ührungspu nkte nur noch 
imaginäre Punkte gemein zwei reelle oder imaginäre 
haben. Tangenten gemein haben. 

79. Berühren sich zwei Berühren sich zwei Kegel- 
Kegelschnitte in zwei reellen schnitte in zwei reellen oder 
oder imaginären Punkten so imagin ären Punkten, so haben 
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haben sie ausser diesea keine sie ausser den Tangenten in 
weiteren reellen oder imagi- diesen Punkten keine weiteren 
nären Punkte gemein. reellen oder imaginären 

Tangenten gemein. 

Wenn zwei Kegelschnitte vier reelle Punkte gemein haben, so wird durch 
letztere ein vollständiges Yierseit bestimmt, dessen drei Paare gegenüberliegender 
Seiten die Ecken eines den beiden Kegelschnitten gemeinschaftlichen 
Polardreieckes bilden (Satz 37, 2. Abschnitt). Jede Ecke eines solchen 
Dreieckes ist so gelegen, dass seine Polaren in Bezug auf die beiden Kegelschnitte 
coincidiren. Diese zwei Polaren sind nämlich mit der dem Eckpunkte gegenüber- 
liegenden Dreieckseite identisch. Jede Seite eines gemeinschaftlichen Polar- 
dreieckes hat eine derartige Lage, dass ihre Pole in Bezug auf die beiden 
Gurven zusammenfallen, denn diese zwei Pole coincidiren mit dem der Dreieck- 
seite gegenttberliegenden Eckpunkte. 

Einen Punkt in der Ebene zweier Kegelschnitte, dessen Polaren 
rflcksichtiich beider Gurven coincidiren, wollen wir einen gemeinschaft- 
lichen Pol nennen und eine Gerade dieser Ebene, deren Pole in Bezug auf 
die beiden Gurven zusammenfallen, heissen wir eine gemeinschaftliche 
Polare. Jedem gemeinschaftlichen Pole entspricht eine gemeinschaftliche 
Polare und jeder solchen Polaren ein gemeinschaftlicher Pol. Ist demnach ein 
gemeinschaftlicher Pol in der Ebene zweier Kegelschnitte vorhanden, so gibt es 
immer auch eine zugehörige gemeinschaftliche Polare und umgekehrt. 

Die Eckpunkte eines gemeinschaftlichen Polardreieckes sind diesen 
Erklärungen zufolge immer gemeinschaftliche Pole und seine Seiten gemein- 
schaftliche Polaren. 

Wir wollen nun zunächst die Frage erledigen, wie man die gemein- 
schaftlichen Pole und Polaren in der Ebene zweier Kegelschnitte bestimmen 
kann und wie viele solche Punkte und Gerade in jedem Falle höchstens 
vorhanden sind. 

K und K^ seien zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte und M, 
M^ die Pole einer beliebigen Geraden m dieser Ebene in Bezug auf K und K^. 
Die Polaren aller Punkte von m in Bezug auf K bilden dieser Voraussetzung 
gemäss einen Strahlenbflschel 8, dessen Mittelpunkt Mist, und alle Polaren 
von m in Bezug auf K^ bilden einen Strahlenbüschel /S^, der seinen Mittelpunkt 
in M^ bat. Die zwei Strahlenbflschel S und S^ müssen projectivisch verwandt 
sein, da sowohl 8 als auch 8^ mit der durch die Punkte von m gebildeten Reihe 
projectivisch ist (Satz 32, 2. Abschnitt). 8 und 8^ erzeugen somit einen Kegel- 
schnitt k, welcher durch M und M^ geht. Derselbe hat die Eigenschaft, dass 
jeder seiner Punkte irgend einem und demselben Punkte von m sowohl in Bezug 
auf Kf als auch auf K^ conjugirt ist, denn jeder solche Punkt liegt zugleich in 
den zwei Polaren eines und desselben Punktes von m, da er ihren Schnitt- 
punkt bildet. 
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Geht m dnrch einen gemeinschaftlichen Pol Pvon fand £j, so liegen 
die Strahlenbfischel S und 8^ perspectivisch, denn die Polare p des Punktes P 
bildet dann einen Strahl, der beiden Büscheln entsprechend gemein ist ; M and 
j9fj liegen nämlich in der Polaren des Punktes P. Der Kegelschnitt k geht in 
diesem Falle in ein System von zwei Geraden ttber, von denen eine diu Polare 
p sein muss. Die andere geht durch P, nachdem P dem Schnittpunkte von m 
und p doppelt conjugirt ist. — Wir können nan die Sätze aufstellen: 

80. Alle Punkte in der Alle Geraden in der 

Ebene zweier Kegelschnitte Ebene zweier Kegelschnitte 
fund JC,, welche den Punkten f und K^, welche den durch 
ein und derselben Geraden ein und d en s o 1 b e n P u n k t 
in Bezug auf beide Curven gehenden Geraden in Bezug 
zugleich conjugirt sind, liegen aof beide Gurven zugleich 
auf einem Kegelschnitte ^, der conjugirt siitd, umhttllen 
die zwei Pole dieser Geraden einen Kegelschnitt Ä;, der die 
enthält. Geht letztere durch zwei Polaren dieses Punktes 
einen gemeinschaftlichen Pol berührt. Liegt der letztere 
P von K und IT,, so wird k in einer gemeinschaftlichen 
durch ein System von zwei Polaren p von K und iC^, so 
Geraden gebildet, wovon eine wird k durch ein System von 
die Polare von P ist und die zwei Punkten gebildet, wovon 
andere durch P hindurchgeht, einer der Pol von p ist und 

der andere sich auf p befindet 

Der Satz rechts ergibt sich aas jenem links nach dem Gesetze der. 
Reclprocität und lässt sich auch leicht direct nachweisen. 

Jeuer Kegelschnitt, den wir durch X; \ bezeichnet haben, enthält 
sämmtliche gemeinschaftliche Pole von K und K^, weiche 
überhaupt vorhanden sind. Denn ist jp irgend eine gemeinschaftliche 
Polare und P ihr Pol, so muss P allen Punkten von p, also auch dem Schnitt- 
punkte von p und m sowohl in Bezug auf K, als auch auf B^ conjugirt sein und 
daher dem Kegelschnitte k augehören. 

Nehmen wir eine zweite Gerade m^ in der Ebene von K und K^ au, deren 
Pole rücksichtlich dieser zwei Kegelschnitte fi und fCj heissen mögen und 
bestimmen zu den Punkten von m^ die Polaren, so bilden letztere ebenfalls 
zwei projectivische Strahlenbttschel s und S| mit den Mittelpunkten fi und f^, 
welche Büschel einen Kegelschnitt erzeugen, den wir k^ nennen wollen. Dieser 
Kegelschnitt hat die Eigenschaft, dass jeder seiner Punkte irgend einem und 
demselben Punkte von n^ sowohl in Bezug auf K als auch auf K^ coigugirt ist 
und enthält ebenso wie k alle möglichen gemeinschaft- 
lichen Pole von IT und K^. Da nun m und m^ sich schneiden, so müssen 
die beiden Kegelschnitte k und k^ ebenfalls einen Punkt, nämlich den Schnitt- 
punkt d der zwei Polaren des Durchschnittes J der Geraden m und m^ gemein 
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haben. DemDacb schneiden sich k and k^ jedenfalls noch in einem zweiten 
reellen Punkte P, aber höchstens noch in drei reellen Ponkten P, P| und Pg. 

Jeder Schnittpunkt von k und k^, ausgenommen d^ muss ein gemeinschaft- 
licher Pol der Kegelschnitte K und K^ sein, denn einem solchen Schnittpunkte 
P ist in m ein Punkt P doppelt, d. h. in Bezug auf K und K^ conjugirt, und 
ebenso in m^ ein Punkt P^, woraus folgt, dass die Verbindungslinie P'P' eine 
gemeinschaftliche Polare und P ein gemeinschaftlicher Pol sein muss. Dass d im 
allgemeinen kein gemeinschaftlicher Pol sein knnn, geht aus Folgendem hervor ; 
Wäre d ein gemeinschaftlicher Pol, so mQsste demselben eine durch J gehende 
gemeinschaftliche Polare zugehören. Diese Polare mQsste die Polare des 
Punktes P in einem Punkte n schneiden, der ebenfalls ein gemeinschaftlicher 
Pol wäre, nachdem der Schnittpunkt zweier gemeinschaftlicher Polaren, wie 
leicht einzusehen, immer ein gemeinschaftlicher Pol ist; der Punkt tt wäre dem- 
nach ein gemeinsamer Punkt von k und A^j , daher gäbe es noch einen vierten 
gemeinsamen Punkt der letzteren Curven (Satz 76, 2. Abschnitt), also ausser d, 
P und ^ noch einen vierten gemeinsamen Pol tt, . Da die Verbindungslinie 
zweier gemeinsamer Pole, wie man sich leicht tiberzeugt, stets eine gemeinsame 
Polare ist, so würde jede von den sechs Verbindungslinien der genannten vier 
Punkte eine gemeinschaftliche Polare sein, es müssten daher auch sechs gemein- 
same Pole, folglich sechs Durchschnittspunkte von k und k^ existiren, was nur 
möglich ist, wenn k und Ä;,, mithin auch m und m^ zusammenfallen. Letzteres 
ist nun gegen unsere Voraussetzung, es zeigt sieb also dass die Annahme, d sei 
ein gemeinschaftlicher Pol, nicht statthaft ist. 

Ein Fall ist allerdings denkbar, in welchem k und k^ mehr als vier 
Punkte gemein haben, auch wenn m und m^ nicht zusammenfallen. Dieser Fall 
ist jedoch ein ganz specieller und tritt nur dann ein, wie wir nun zeigen werden, 
wenn die beiden Kegel- (Fig. 60.) 

schnitte K und K^ sich 
doppelt berühren. 

In Fig. 60 seien K 
und K^ zwei sich in den 
Punkten Ä und B beruh- 
rende Kegelschnitte. Die 
gemeinsame BerUhrungs- 
sehne AB nennen wir p 
und ihren Pol P. — Dass 
p eine gemeinschaftliche 
Polare und P ein gemein- 
schaftlicher Pol von £^ und 
Kf sein muss, ist selbst- 
verständlich. — Nehmen 
wir nun eine beliebige 
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Gerade m in der Ebeiie der beiden KegeUcboitte an, wählen in dieser Geraden 
irgend einen Pnnkt C nnd bestimmen die Polaren von G in Bezug auf K und K^, 
so zeigt sich, dass diese Polaren in einem Punkte C^ der Berflbmngssehne p 
zusammentreffen. Um einzusehen, dass dies stattfinden mnss, denke man sich die 
beiden Polaren von G dadurch ermittelt, dass roao die Pole der von C ausgehen- 
den Geraden CP nnd m bestimmt und die so erhaltenen Pole entsprechend ver- 
bindet. Die zwei Pole von CP in Bezug auf K und iT, liegen, weil CP durch P 
geht auf der Polaren j? von P; ist also (7, der Schnittpunkt von CP mit jp, so 
mflssen die zwei Pole der Geraden CP in einem Punkte C^ 
zusammenfallen, der so gelegen ist, dass er von Oj durch Ä und B har- 
monisch getrennt wird (Satz 29, 2. Abschnitt). Welche Lage nun auch die 
zwei Pole M nnd M^ von m in Bezug aof K und K^ haben mögen, so werden 
die Verbindungslinien MC^ und M^C^^ nämlich die Polaren des Punktes C sich 
stets im Punkte C^ treffen. Unsere Behauptung erscheint somit gerechtfertigt. 

Nachdem für jeden Pnnkt der Geraden m dasselbe gelten muss, was wir 
fflr den Punkt C nachgewiesen haben, nämlich dass seine zwei Polaren sich in 
einem Punkte von jp schneiden, so geht der in obiger Untersuchung durch k 
bezeichnete Kegelschnitt in unserem Fall in die zwei Geraden p nnd 
MMy^ tt b e r. Die beiden den Kegelschnitt erzeugenden Strahlenbttschel 8 und 
/S, mit den Mittelpunkten M und M^ liegen perspectivisch und haben somit die 
Gerade MM^ entsprechend gemein. MM^ geht immer durch P, wie auch 
m gewählt werden mag. Denn Jlf liegt in der Polaren rflcksichtlich K des 
Punktes D, in welchem sich p und m schneiden, und if^ ist ein Punkt der 
Polaren von D in Bezug auf K^, Diese beiden Polaren coincidiren mit der 
Geraden, welche P mit jenem Punkte D^ verbindet, der von D durch A nnd B 
harmonisch getrennt wird. M und M^ liegen somit auf der Geraden PT)^ . 

Wählt man statt 9»? eine andere Gerade m^ , deren zwei Pole fi und fi^ 
heissen mögen, so ergibt sich dasselbe, was far m gezeigt wurde. Der Kegel- 
schnitt k^ geht nämlich ebenfalls in ein System von zwei Geraden, p und fc/ij, 
aber, von denen ufA^ den Punkt P enthält. Die beiden Kegelschnitte k nnd k^^ 
haben also in unserem speciellen Falle säramtliche Punkte der Berührungssehne 
p und den Pnnkt P gemein. Es ist dies nnr eine Folge davon, dass in der Ebene 
der zwei Kegelschnitte K nnd K^ (Fig. 60) eine Gerade p exisürt, welche 

1. die Eigenschaft hat, dass je zwei ihrer Punkte , z. B. C7, und C^, welche 
einander in Bezug auf K conjugirt sind, auch ein Paar conjugirter Punkte rttck- 
sichtlich K^ bilden nnd dass 

2. die zwei Polaren eines jeden Punktes von p, z. B. D, dnrch ein nnd 
denselben Punkt P hindurchgehen. 

In Folge der ersten Eigenschaft muss p eine gemeinschaftliche Secante, 
in Folge der zweiten Eigenschaft eine gemeinschaftliche Polare von K und IT, 
sein. Man sieht also, dass p zugleich eine gemeinschaftliche Secante und eine 
gemeinschaftliche Polare, somit eine BerOhrungssebne von K und ITj sein mnss 
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QDd dass der specielle Fall, in welchem k und k^ mehr als 
vier Punkte gemein haben, demnach nur dann eintreten 
kann, wenn K nnd JT, sich doppelt berühren. 

Nachdem je zwei in Bezug aaf K conjagirte Ponkte z. B. D und D^ der 
Geraden p auch rOcksichtlicb K^ einander conjngirt sind, und die Polaren eines 
jeden Punktes von p durch P gehen, so ist jeder Punkt der Beröhrungssehne p 
ein gemeinschaftlicher Pol nnd jede durch den Pol von p gehende Gerade eine 
gemeinschaftliche Polare der zwei Kegelschnitte K und K^. Je zwei ein- 
ander doppelt conjugirte Punkte von p bilden mit dem Pole 
von j) ein gemeinschaftliches Polardreieck, wie s. B. das Drei- 
eck DPD^, in welchem jede Seite die Polare des gegenQberliegenden Eckpunktes 
in Bezug auf beide Gnrven ist. 

Als Endresultat unserer Untersuchung über die Anzahl der gemeinsamen 
Pole und Polaren stellen wir nun folgende Sätze auf: 

81. Zwei in derselben Zwei in derselben Ebene 

Ebene befindliche Kegel- befindliche Kegelschnitte 
schnitte haben immer einen haben immer eine reelle ge- 
reellen gemeinschaftlichen meinschaftliche Polare, im 
Pol, im allgemeinen aber allgemeinen aber höchstens 
höchstens drei gemeinschaft- drei gemeinschaftliche Pola- 
liche Pole. Nur wenn die bei- ren. Nur wenn die beiden Ke- 
denKegelschnitte sich in zwei gelschnitte sichln zwei Punk- 
Punkten berühren , sind nn- ten berühren, sind unendlich 
endlich viele reelle gemein- viele reelle gemeinschaftliche 
schaftliche Pole vorhanden, Polaren vorhanden, welche 
welche alle mit Ausnahme alle mit Ausnahme einer ein- 
eines einzigen, der mit dem zigcn,dic mit der Berührung s- 
Pole der Berühruagssehne sehne coiucidirt, durch den 
coincidirt, auf der letzteren Pol der letzteren gehen, 
gelegen sind. 

Wenn drei reelle gemeinschaftliche Pole P, P^, P, vorhanden sind, so 
bilden sie die Eckpunkte eines gemeinschaftlichen Polardreieckes 
in welchem jede Seite die Polare des ihr gegenüberliegenden Eckpunktes ist. 
Würde man nämlich annehmen, z. B. P^P^ sei nicht die Polare von P, so müsste 
es irgend eine andere Gerade sein, man hätte dann im allgemeinen vier gemein- 
schaftliche Polaren und zwar die drei Seiten dos Dreieckes PPiPg und die 
Polare von P, was dem zuletzt aufgestellten Satze wiederspricht. 

Nimmt man an, die Polare von P sei eine der duirch P gehenden Seiten 
des genannten Dreieckes, so müsste diese Seite von beiden Kegelschnitten K 
und K^ in P berührt werden. Zudem würden K und K^ noch eine zweite 
Dreieckseite in einem der Punkte P^ oderP^ berühren; die beiden Kegelschnitte 
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müssten also eine zweifache BerühroDg eingehen, in welchem Falle unendlich 
viele gemeinschaftliche Pole vorhanden sind. 

Dass es anch imaginäre gemeinschaftliche Pole and 
Polaren gibt, lehrt folgende Betrachtnng : £s sei P ein (jedenfalls 
vorhandener) reeller gemeinschaftlicher Pol zweier Kegelschnitte K und K^ und 

p seine Polare. Auf p nehmen wir beliebig viele Punkte A, B, C an, 

bestimmen die denselben in Bezug auf K conjugirteu a, ß, y und ebenso 

die ihnen rflcksichtlich K^ conjugirten c^,, /?,, y, in der Geraden p. Die 

Punkte OL, ß,y and o^l^ ßi.yx bilden zwei projectivische Reihen 

B und jßj, nachdem sie beide mit der Reihe Ay B^ C projectivisch verwandt 
sind. Diese zwei Reihen haben somit zwei reelle oder imaginäre Doppelpunkte, 
welche wir P^ und P, nennen wollen. Jeder solche Doppelpaukt ist nun, wie 
leicht einzusehen, ein gemeinschaftlicher Pol und da P^ und P^ immer zug leich 
imaginär sind, so können auch immer nur zwei imaginäre 
gemeinschaftliche Pole vorhanden sein. — In ganz analoger 
Weise kann gezeigt werden, dass auch imaginäre gemein- 
schaftliche Polaren nur zu zweien vorkommen. 

Wenn B und B^ identisch werden, so gibt es unendlich viele reelle 
Doppelpunkte. Es ist dies der Fall, in welchem K und K^ sich doppelt 
berühren. 

Wir können nun behaupten : Zwei in derselben £bene 
befindliche Kegelschnitte haben im allgemeinen ein einziges 
Polardreieck gemein, von dessen Ecken und Seiten je zwei 
imaginär sein können. 

Sind a nnd h zwei gemeinschafUiche Socanten zweier Kegelschnitte K und 
K^ , ob sie nun eigentlich oder ideell sein mögen, so ist der Schnittpunkt P von 
a und &, wenn sich in demselben nicht auch K und Xj schneiden, ein gemein- 
schaftlicher Pol der beiden Gnrven. Denn diesem Punkte P ist in a ein einziger 
Punkt A und anch in b ein einziger Punkt B in Bezug auf beide Kegelschnitte 
conjugirt, demnach muss die Gerade AB die Polare von P, sowohl rttcksichtlich 
K, als anch K^ sein, worans folgt, dass AB eine gemeinschaftliche Polare und 
P ein gemeinschaftlicher Pol ist. 

Ueissen A und B zwei (eigentliche oder ideelle) Coniingenzpnnkte zweier 
Kegelschnitte ÜT und A'j, so ist die Gerade ^J5, wenn sie keine gemeinschaft- 
liche Tangente bildet, eine gemeinschaftliche Polare der beiden Gnrven. Jede 
durch A oder B gehende Gerade ist nämlich ein und derselben, beziehungs- 
weise durch A oder B gehenden Geraden rflcksichtlich K und IT, conjugirt. 
Die zwei durch A und B gehenden Geraden, welche der Verbindungslinie AB 
doppelt conjugirt sind, schneiden sich nun in einem Punkte, dessen Polare in 
Bezug auf beide Kegelschnitte AB ist, folglich muss dieser Schnittpunkt ein 
gemeinschaftlicher Pol nnd AB eine gemeinschaftliche Polare sein. Es gelten 
somit die Sätze : 
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82. Der Schnittpunkt Die Verbindangslinie 

zweier gemeinschaftlicher zweier Con tin g enzpnnk te 
Secanten zweier Kegelschnitte zweier Kegelschnitte ist 
ist immer ein gemeinschaft- immer eine gemeinschaftliche 
licher Pol, wenn er nicht auf Polare, wenn sie nicht beide 
den beiden Curven liegt. Cnrven berührt. 

Wenn zwei Kegelschnitte sich in vier reellen Punkten schneiden, so 
haben sie sechs eigentliche Secanten gemein, nämlich die sechs Verbindangs- 
linien ihrer vier Schnittpunkte. Diese sechs Secanten bilden die Seiten eines 
den beiden Kegelschnitten eingeschriebenen vollständigen Viereckes und die 
Schnittpunkte von je zwei gegenttberliegenden Seiten des letzteren bilden die 
Eckpunkte des gemeinschaftlichen Polardreieckes der zwei Kegelschnitte, wie 
aus dem obigen Satze (links) und auch aus dem Satze 37, 2. Abschnitt, 
unmittelbar hervorgeht. Zwei Kegelschnitte, weiche sich in vier reellen Punkten 
schneiden, besitzen also immer drei reelle gemeinschaftliche Pole und Polaren. 

Haben zwei Kegelschnitte vier reelle Tangenten gemein, so bilden 
letztere ein vollständiges Vierseit, welches beiden Curven umschrieben ist, und 
dessen sechs Ecken ebensoviele eigentliche Contingenzpunkte sind. Die drei 
Diagonalen dieses Vierseits bilden dem obigen Satze (rechts) und auch dem 
Satze 37, 2. Abschnitt, zufolge die Seiten eines dem Kegelschnitte gemeinsamen 
Polardreieckes. Zwei Kegelschnitte, welche von vier reellen gemeinsamen 
Tangenten berührt werden, haben demnach immer drei reelle gemeinschaftliche 
Pole und Polaren. 

Wenn zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte sich nur in zwei 
reellen Punkten Ä und B schneiden, so kann nur ein reeller gemeinschaftlicher 
Pol vorhanden sein. Denn ist P ein gemeinschaftlicher Pol und p die zugehörige 
gemeinschaftliche Polare und verbindet man P mit Ä, so mnss jener Punkt, 
welcher durch P und p von Ä harmonisch getrennt wird, nach Satz 29, 
2. Abschnitt, ein gemeinsamer Punkt beider Kegelschnitte sein. Nimmt man 
also drei reelle gemeinschaftliche Pole an, so hätten die zwei Curven mehr als 
zwei Punkte gemein, was gegen die Voraussetzung ist. 

Umgekehrt haben zwei Kegelschnitte K und K^ immer zwei und nicht 
mehr reelle Punkte gemein, wenn in ihrer Ebene nur ein reeller gemeinschaft* 
licher Pol existirt. Denn vier reelle Punkte können K und K^^ nicht gemein 
haben, weil dann immer drei gemeinschaftliche Pole vorbanden sind; aber 
ebensowenig kann angenommen werden, dass die beiden Kegelschnitte sich in 
keinem reellen Punkte schneiden, nachdem auch in diesem Falle stets drei 
reelle gemeinschaftliche Pole vorhanden sein müssen, wie sich aus Folgendem 
ergibt. Ist P der reelle gemeinsame Pol von K und K^ und p seine Polare, so 
liegen die beiden andern gemeinschaftlichen Pole, ob sie nun reell oder imaginär 
sein mögen, auf j>. Letztere Gerade ist der Träger zweier involutorischer Reihen 
E und iZj. Entsprechende Punkte von JS sind die in p gelegenen conjugirten 

Btattdigl: Lehrbacb der neueren Geometrie. 13 
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Punkte in Bezog auf K und die Reihe R^ wird durch die in Bezug auf K^ 
conjngirten Punkte der Geraden p gebildet. Jene Punkte P^ und P, , welche 
sowohl in R, als auch in B^ einander entsprechen, müssen nun in Bezug auf 
beide Kegelschnitte einander conjugirt sein ; sie bilden daher mit P die Ecken 
eines gemeinschaftlichen Polardreieckes und sind also gemeinschaftliche Pole. 
Wie bekannt gibt es nur dann in B und B^ keine reellen Punkte P, und P^, 
wenn B und R^ Doppelpunkte haben, welche so gelegen sind, das» jene der einen 
Reihe durch die Doppelpunkte der andern getrennt werden (Satz 59, 1. Abschnitt). 
Nachdem die Polare p unter der Voraussetzung, dass K und K^ keine reellen Punkte 
gemein haben, diese Our?e keinesfalls so schneiden kann, dass die zwei Schnitt- 
punkte der einen Gurve durch jene der andern getrennt werden, so gibt es auch 
in p immer zwei reelle Punkte P^ und P^, also im Ganzen drei reelle gemein* 
schaftliche Pole. 

Untersucht man in analoger Weise, wie viele reelle gemeinschaftliche Pole 
zwei Kegelschnitte haben können unter der Voraussetzung, dass sie nur zwei, 
oder keine reellen Tangenten gemein haben, so findet man, dass im ersten 
Falle nur ein reeller gemeinschaftlicher Pol vorhanden ist, während im zweiten 
stets drei solche Pole existiren. Auch zeigt sich, dass zwei Kegelschnitte, welche 
nur einen reellen gemeinschaftlichen Pol haben, immer von zwei und nicht mehr 
gemeinschaftlichen Tangenten berQhrt werden. 

Als Endresultat der Ober die Anzahl reeller gemeinschaftlicher Pole 
angestellten Untersuchung können wir nun den Satz aufstellen : 

83. Zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte 
besitzen immer drei reelle gemeinschaftliche Pole, wenn 
sie vier oder keine reellen Schnittpunkte, sowie auch, wenn 
sie vier oder keine reellen gemeinsamen Tangenten haben. 
Schneiden sich die beiden Curven nur in zwei roellenPunk- 
ten, oder werden sie nur von zwei reellen gemeinsamen Tangen* 
ten berührt ,80 ist nurein gemeinschaftlicherPol vorhanden. 

Daraus ergibt sich unmittelbar : 

84. Haben zwei Kegelschnitte nur einen reellen gemein- 
samen Pol, so schneiden sich dieselben immer nur in zwei 
reellen Punkten und werden stets nur von zwei reellen 
gemeinschaftlichen Tangenten berührt. 

Ferner folgt hieraas : 

85. Schneiden sich zwei in derselben Ebene befindliche 
Kegelschnitte nur in zwei reellen Punkten, so werden sie 
immer nur von zwei reellen gemeinschaftlichen Tangenten 
berührt und umgekehrt 

Bezüglich der Anzahl reeller gemeinschaftlicher Punkte und Tangenten 
von zwei in derselben Ebene befindlichen Kegelschnitten können demnach nur 
folgende Fälle eintreten. Die beiden Gurven haben gemein : 
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1: Vier reelle Punkte und vier reelle Tangenten. 

2. Vier röelle Punkte und keine reellen Tangenten. 

3. Keine reellen Punkte und vier reelle Tangenten. 

4. Keine reellen Punkte und keine reellen Tangenten. 

5. Zwei reelle Punkte und zwei reelle Tangenten. 

Es soll nun untersucht werden, wie viele gemeinschaftliche Secanten und 
Contingenzpunkte zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte in jedem 
Falle haben können. 

Wenn zwei Kegelschnitte vier reelle Punkte gemein haben, so sind, wie 
bereits erwähnt, sechs eigentliche gemeinschaftliche Secanten vorhanden und 
wenn zwei solche Cnrven von vier reellen gemeinsamen Tangenten berührt 
werden, so gibt es sechs eigentliche Contingenzpunkte. 

Schneiden sich zwei Kegelschnitte nur in zwei reellen Punkten Ä und B^ 
so können sie nicht mehr als zwei gemeinschaftliche Secanten haben. Von 
letzteren ist nur eine, nämlich AB eine eigentliche. Nimmt man an a sei eine 
zweite gemeinschaftliche Secante, welche durch A oder B ginge, so müsste der 
zweite in a gelegene gemeinsame Punkt ebenfalls reell seirt; die beiden Kegel- 
schnitte hätten also mehr als zwei reelle Punkte gemein , was gegen die Voraus- 
setzung ist. Es kann demnach nur angenommen werden, dass es ausser AB noch 
ideelle gemeinschaftliche Secanten gibt Mehr als ' eine ideelle gemein- 
schaftliche Secante kann jedocb nicht vorhanden sein, denn in jeder solchen 
Secante liegen ein Paiolf imaginäre^ gemeinschaftliche Punkte und die Kegel- 
schnitte müssten, wie 'oben gezeigt wurde coincidiren, wenn sie ausser doti Punk- 
ten A und B noch zwei Paare imaginärer Punkte gemein hätten. Die aufgestellte 
Behauptung erscheint somit gerechtfertigt ' 

Haben zwei Kegelschnitte keinen reellen Punkt geroein, so ist klar, dass 
es nur ideelle gemeinscliaftliche Secanten geben kann, und zwar höchstens zwei, 
nachdem zwei Kegelschnitte nicht mehr als zwei Paare von imaginären Punkten 
gemein haben können (Satz 77, 2. Abschnitt). 

In ganz analoger Weise kann man sich überzeugen, dass wenn zwei Kegel- 
schnitte nur zwei, oder keine reellen gemeinschaftlichen Tangenten haben, 
höchstens zwei Contingenzpunkte existiren können. — Aus ded zuletzt aufge- 
stellten Betrachtungen ziehen wir nun den Schluös : Zwei Kegelschnitte 
welche sich in weniger als vier reellen Punkten schneiden, 
haben höchstens zwei gemeinschaftliche Secantennnd wenn 
sie von weniger als vier reellen gemeinschaftlichen Tan- 
genten berührt werden, so haben sie höchstens zwei Con- 
tingenzpunkte. 

Wir wollen nun zeigen , dass es in der Ebene zweier Kegelschnitte immer 
mindestens z^ei gemeinschaftliche Secanten und zwei Contingenzpunkte gibt. 

K und Äj seien irgend tviei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte 
und m (Pig. 61) eine beliebige Gerade dieser Ebene. Wie bereits gezeigt wurde 

13 ♦ 



Digitized by 



Google 



196 Ztoeiter Abschnitt. Oemeinschaftliche Punkte und Tangenten. — 

liegen alle Pankte, welche den Punkten von m sowohl in Bezog aaf K^ als aoch 
auf K^ conjugirt sind, auf einem Kegelschnitte k, der durch die Pole M und M^ 
.p. g-. von m hindurchgeht (Satz 80, 2. 

Abschnitt), und dieser Kegelschnitt 
enthftlt sämmtliche gemeinschaftliche 
Pole von K und üT^. Einer dieser 
Pole sei der Punkt P, ferner seien B 
und B^ zwei in Bezug auf beide Ke- 
gelschnitte conjugirte Punkte , von 
denen B in m und B^ in k gelegen 
sein soll. Die Gerade MB^ ist dieser 
Annahme gemäss die Polare des Punk- 
tes B in Bezug auf K, Der Schnitt- 
punkt von MB^ mit m heisse D. 
Endlich bezeichnen wir die Polare des gemeinschaftlichen Poles P durch p und 
den Scliiiittpnnkt vonpmit m jdarch Ä. Verbindet man Pmit J?|, so ergibt sich im 
Schnitte vonPJ?j mitw ein Punkt G, welcher dem Schnittpunkte Cjder Geraden AB^ 
und P^in Bezug auf beide Kegelschnitte conjugirt ist, wie wir nun zeigen werden. 
Die Punkte M und P sind dem Punkte A in Bezug auf K conjugirt, nach- 
dem A in der Polaren m von M und auch in der Polaren p von P liegt; daher 
ist MP die Polare von A rücksichtlich K. — Den Schnittpunkt von MP mit m 
nennen wir E und der Durchschnitt von MC^ mit m heisse F. — Nachdem E 
in der Polaren von A rflcksichtlich K liegt, so sind A und E conjugirte Punkte 
und ebenso mttssen B und D einander in Bezug auf £* conjugirt sein, da der Punkt 
i) in der Polaren MB^ von B gelegen ist. Die Punkte MFiCjP bilden die 
Ecken eines vollständigen Viereckes. Je zwei von den drei Paaren gegenflber- 
liegender Seiten dieses Viereckes schneiden m in zwei einander entsprechenden 
Punkten einer involutorischen Reihe, die mit jener involutorischen Reihe iden- 
tisch sein mnss, welche durch die in Bezug auf K coigugirten Punktpaare ent- 
steht. Denn von diesen beiden Reihen coincidiren die zwei Paare sich entspre- 
chender Punkte A, E und B, D. Es müssen demnach die sich entsprechenden 
Punkte C und F ebenfalls conjugirte Punkte in Bezug auf K sein und da dem 
Punkte C auch Mals Pol von m conjugirt ist, so muss MF die Polare von Cin Be- 
zug auf K sein, woraus folgt, dass C^ dem Punkte C rücksichtlich £* conjugirt ist. 
Nimmt man nun statt M einen Punkt M^ im Kegelschnitte k als Pol der 
Geraden m in Bezug auf K^^ an und führt im flbrigen dieselbe Untersuchung mit 
M^ durch, welche oben vorgenommen wurde, so ergibt sich, dass dem Punkte 
0, auch bezüglich des Kegelschnittes j?j conjugirt ist. und 0^ sind also 
sowohl rücksichtlich K, als auch K^ conjugirte Punkte und 
da C in 9iiliegt,somuss C| ein Punkt des KegelschnittesA; sein. 
Wir haben die doppelt conjugirten Punkte beliebig angenommen und 
gefunden, dass die Geraden AB^ und PB sich in einem Punkte C^ von k 
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schneiden. Zieht man daher amgekehrt aas A irgend eine Gerade AB^, welche 
den Kegelschnitt in irgend zwei Punkten C^ und B^ schneidet, so mnss der 
Schnittpunkt C der Geraden PBy^ mit m ein dem Punkte C^ doppelt conjugirter 
sein und ebenso mflssen der Schnittpunkt B von PC, mit m und der Punkt B^^ 
ein Paar doppelt conjugirter Punkte bilden. Wird nun aus ii an A; eine Tangente 
gezogen, deren Berührungspunkt wir Tj nennen wollen, so coincidiren die 
Punkte B^ und C^ in 2\ und die Punkte B und in dem Durchschnitte T der 
Geraden m mit FT^ ; demnach sind T und T, ein Paar doppelt conjugirter 
Punkte. Da femer auch der Punkt P und der Schnittpunkt Q von FT^ mit p 
doppelt conjugirte Punkte sind, so muss PT^ eine gemeinschaftliche 
Secante sein. Denn eine Gerade, auf der zwei Paare von Punkten {TT^ und 
PQ) vorkommen, welche einander in Bezug auf zwei Kegelschnitte conjugirt 
sind, ist immer eine gemeinschaftliche Secante, nachdem die Doppelpunkte der 
durch diese Punktpaare bestimmten involutorischen Reihe in beiden Gurven 
zugleich liegen. — Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden, dass wenn A 
ausserhalb h liegt jedenfalls zwei gemeinschaftliche Secanten existiren, weil 
dann von A aus zwei reelle Tangenten an h gezogen werden können. 

Wenn p den Kegelschnitt h schneidet, so sind die Schnittpunkte zugleich 
die zwei gemeinschaftlichen Pole, welche ausser P noch existiren können, denn 
diese Pole liegen, wie bereits erklärt wurde, auf p und zugleich in k. Schneidet 
p die Cnrve nicht, so sind demnach zwei gemeinschaftliche Pole imaginär. In 
diesem Falle liegt der Punkt A, wie jeder Punkt von p überhaupt, ausserhalb 
h und es ist daher möglich von A aus an k zwei Tangenten zu ziehen. Ist also 
nur ein reeller gemeinschaftlicher Pol vorhanden, so gibt es immer zwei 
gemeinschaftliche Secanten. Aber auch in dem Falle wenn p den Kegelschnitt 
k schneidet, wenn also drei reelle gemeinschaftliche Pole P, Pj, P^ existiren, 
mtissen K und K^ , zwei gemeinschaftliche Secanten haben, denn die Gerade m 
muss mindestens eine der Seiten des Dreieckes PP1P2 ausserhalb k 
schneiden ; von diesem Schnittpunkte aus lassen sich zwei reelle Tangenten an 
k ziehen und es gibt somit auch zwei gemeinschaftliche Secanten. Dieselben 
gehen, wie leicht begreiflich, durch jenen Eckpunkt des gemeinschaftlichen 
Polardreieckes, welcher der Seite gegentlberliegt, aus deren Schnittpunkt mit 
m man reelle Tangenten an k zu ziehen vermag. — Es zeigt sich demnach, 
dass zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte immer zwei gemein- 
schaftliche Secanten haben. 

In ganz analoger Weise kann man sich überzeugen, dass zwei in derselben 
Ebene befindliche Kegelschnitte stets zwei Contingenzpunkte besitzen ; wir können 
somit den Satz aufstellen : 

86. Zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte 
haben mindestens zwei gemeinschaftliche Secanten und zwei 
Contingenzpunkte, also auch immer vier aber nicht mehr 
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(reelle oder imaginäre) Punkte and vier aber nicht mehr 
(reelle oder imaginäre) Tangenten gemein. 

Liegt eine der gemeinschaftlioben Secanten z.weier in derselben £bene 
befindlicher Kegelschnitte K and K^ in nnendlicher Entfernung, so bestehen 
zwischen diesen Gurven bemerkenswerthe Beziehungen. -^ Man nennt zwei 
solche GurYcn homothetische Kegelschnitte. — Nachdem je zwei 
Punkte Ä und A^ der gemeinschaftlichen Seeante a, welche rticksichtlich K 
einander conjugirt sind, es auch in Bezug auf £, sein müssen, so gehen die 
beiden Polaren von A durch A^, d. h. die Polaren irgend eines Punktes von a 
schneiden sich in einem Punkte dieser Seeante. Letztere liegt aber in 
unendlicher Entfernung, es sind daher die Polaren von A Durchmesser der 
zwei Kegelschnitte und müssen zu einander parallel sein, weil sie sich im 
unendlich fernen Punkte A^ schneiden. Ist nun M der Mittelpunkt von iT, also 
der Pol von a in Bezug auf JC, so bilden die Geraden MA und MA^ ein Paar 
conjugirter Durchmesser. Ebenso sind M^A und M^A^ zwei conjugirte Durch- 
messer, wenn M^ den Mittelpunkt der Gurve K^ bezeichnet. Da MA und M^A, 
sowie auch MAi und M^A^ wegen der unendlich grossen Entfernung von A 
und Af zu einander parallel sind, so können wir schliessen, dass zwei parallelen 
Durchmessern von K und K^ zwei parallele Durchmesser dieser Gurven 
conjugirt sind. Es gilt also der Satz : 

87. Parallele Durchmesser zweier homothetischer Kegel- 
schnitte sind Durchmessern conjugirt, welche ebenfalls zu 
einander parallel laufen. 

Auch der folgende Satz lässt sich nun leicht beweisen : 

88. Wenn^wei Paare conjugirter Durchmesser eines Kegel- 
schnittes zu zwei Paaren conjugirter Durchmesser eines 
andern, in derselben Ebene befindlichen Kegelschnittes 
parallel laufen, so sind . die beiden Kegelschnitte homo- 
thetisch. 

Um dies einzusehen hat man nur zu berücksichtigen , dass die zwei Paare 
conjugirter Durchmesser des einen oder des anderen Kegelschnittes die unendlich 
ferne Gerade in zwei Paaren von Punkten schneiden, welche in Bezug auf beide 
Kegelschnitte einander conjugirt sind. Aus diesem Umstände folgt nämlich un- 
mittelbar, dass die unendlich ferne Gerade eine gemeinschaftliche Seeante beider 
Gurven ist. 

Zwei in derselben Ebene befindliche Kreise sind immer homothetische 
Kegelschnitte, nachdem solche Kreise, wie bereits erklärt wurde, stets zwei in 
der unendlich fernen Geraden gelegene imaginäre Punkte gemein haben, woraus 
gefolgert werden muss, dass diese Gerade eine gemeinschaftliche Seeante der 
beiden Kreise ist. 

Wenn die Asymptoten zweier in ders^ben Ebene befindlicher Hyperbeln 
parallel laufen, so sind die beiden Gurven ebenfalls homothetische^ Kegelschnitte, 
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nachdem die in unendlicher Entfernung gelegenen Schnittpunkte der parallelen 
Asymptoten gemeinschaftliche Punkte der zwei Hyperbeln bilden. 

Zwei Parabeln, welche in derselben Ebene liegen und parallele Axen 
haben, sind auch homotheiische Curven. Denn zwei solche Parabeln berühren 
sich in jenem Punkte der unendlich fernen Geraden, gegen welchen die Axen 
convergiren, woraus man schliessen kann, dass die unendlich ferne Gerade eine 
gemeinschaftliche Secante sei, bei welcher die zwei Schnittpunkte coincidiren. 

Dass zwei homothetische Kegelschnitte höchstens zwei in endlicher Ent- 
fernung gelegene reelle oder imaginäre Schnittpunkte haben können , folgt un- 
mittelbar aus dem obigen Satze 86. 

Berühren sich zwei Kegelschnitte in zwei reellen oder imaginären Punkten 
der unendlich fernen Geraden, so haben die beiden Gurveu denselben Mittel- 
punkt, und liegen also concentrisch. Denn die unendlich ferne Gerade ist in 
diesem Falle eine Berflhrungssehnc, woraus folgt, dass ihr Pol (der Mittelpunkt) 
in Bezug auf beide Kegelschnitte ein und derselbe Punkt sein muss. Zwei solche 
Kegelschnitte sind offenbar auch homothetische Curven. Sie haben keinen in 
endlicher Entfernung gelegenen reellen oder imaginären Punkt gemein« Liegen 
zwei homothetische Kegelschnitte concentrisch, so müssen 
sie umgekehrt auf der unendlich fernen Geraden zwei reelle 
oder imaginäre Berührungspunkte haben. 

Sind iC und ÜC^ (Fig. 62) zwei homothetische Kegelschnitte, AB und 

CD zwei beliebige Durchmesser von K und -^ijÄ, . CjDj jenes Paar von 

Dunhmcssern der Curvo K. , welches dem ,^. ^^, 

^ (Flg. 62.) 

erstcren parallel ist, so muss AC parallel zu 

A^C^ und AD parallel zu A^D^ sein. Um 
dies nachzuweisen, ziehen wir durch D^ eine 
Parallele zu AD und verbinden den zweiten 
Schnittpunkt a dieser Parallelen und der 
Curvc K^ mit dem Punkte C^. Nach Satz 42, 
2. Abschnitt, geben aC^ und aDj die Richtungen 
zweier conjugirter Durchmesser von K^ und 
ebenso AC und AD die Richtungen zweier 
conjugirter Durchmesser von K an. Nachdem 
aD^ parallel zu AD ist, so muss, obigem Satze 
87 zufolge, aC^ parallel zu AC sein, woraus 
wir schliessen können , dass die beiden Drei- 
ecke ACD und aC^D^t sowie auch die Drei- 
ecke ACM und aC^Mi einander ähnlich sind. 

Aus der Aehnlichkeit der letzteren zwei Dreiecke folgt, dass die Winkel AMC 
und aJlf, C| gleiche Grösse haben, was nur möglich ist, wenn a mit A^ coincidirt, 
nachdem auch die Winkel ^ifO und iijlf,C/, einander gleich sind. Der Um- 
stand, dass a mit A^ coincidiren muss, rechtfertigt nun obige Behauptung und 
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wir können weiter schliessen, dass die Dreiecke AMC und ^jJfjCj einander 
ähnlich sind, so wie dass die Proportion besteht : 

welche aussagt : 

89. Dass Längenverhältniss von irgend zwei parallelen 
Durchme ssern zweier homothetischer Kegelschnitte hat eine 
constante Grösse. 

Aus diesem Satze geht hervor, dass zwei homothetische Kegelschnitte 
immer ähnliche Curven sind. Man nennt sie desshalb and weil sie auch eine 
besondere gegenseitige Lage haben (Satz 87) ähnliche and ähnlich 
liegende Kegelschnitte. 



k) Kegelsehnittbttsebel und Kegelsehnittsehaar. 

Unter einem Kegelschnittbüschel versteht man die Gesammtheit aller 
Kegelschnitte, welche dieselben vier reellen oder imaginären Punkte gemein 
haben. In einem specielleren Sinne kann man auch die Gesammtheit irgend 
einer Anzahl solcher Kegelschnitte einen Kegelschnittbüschel nennen. Die vier 
gemciuschaftlichen Punkte heissen die Mittelpunkte des Büschels. Bezug* 
lieh der Realität derselben können nar drei Fälle eintreten. Entweder sind alle 
reell, oder zwei reell und zwei imaginär, oder sie sind alle imaginär. Nur im 
ersten Falle hat der Kegelschnittbüschel sechs eigentliche gemeinschaftliche 
Secanten. Im zweiten ist eine eigentliche und eine ideelle, im dritten sind zwei 
ideelle gemeinschaftliche Secanten vorhanden. 

Eine Kcgelschnittschaar besteht aus der Gesammtheit aller — oder 
auch beliebig vieler — Kegelschnitte, welche dieselben vier reellen oder imagi^ 
närcn Tangenten gemein haben. Diese Tangenton können entweder alle reell 
sein, oder es sind zwei reell und zwei imaginär, oder es sind alle imaginär. Im 
ersten Falle hat die Kcgelschnittschaar sechs eigentliche, im zweiten Falle einen 
eigentlichen und einen ideellen, im dritten zwei ideelle Gontingenzpunkte. 

Ein Kegelschnittbüschel ist durch die Angabe seiner vier Mittelpunkte inso- 
ferno bestimmt, als jede Curve desselben durch die Angabe eines einzigen flinften 
Punktes seiner Ebene vollkommen bestimmt wird. Sind irgend zwei Gurven des 
Büschels gegeben, so müssen die vier reellen oder imaginären Schnittpunkte 
derselben die Mittelpunkte des Büschels sein, daher erscheint jede Curve des 
Büschels durch irgend zwei Gurven des letzteren und einen einzigen Punkt auch 
vollkommen bestimmt. Da die Mittelpunkte Doppelpunkte jener involu torischen 
Reihen sind, welche durch die Paare coujugirter Punkte der gemeinschaftlichen 
Secanten gebildet werden, so erscheinen diese Punkte umgekehrt auch durch 
die Angabe zweier involntorischer Reihen bestimmt, wenn vorausgesetzt wird, 
dass jedes Paar sich entsprechender Paukte der letzteren conjugirte Punkte in 
Bezug auf alle Gurven des Büschels sein sollen. 



Digitized by 



Google 



Kegekchnittbüschel und Kegelschnittschaaf. 201 

Sind die gemeinschaftlichen Tangenten einer Kegelschnittschaar gegeben 
so ist jede Canre der Schaar dnrch ein einzige fttnfte Gerade, welche diese 
Cnrve berühren soll, vollkommen bestimmt. Jede Gorve einer Kegelschnittschaar 
ist femer anch vollkommen bestimmt, wenn irgend zwei Curven der Schaar nnd 
eine Tangente der ersteren Gorve gegeben sind. Die vier gemeinschaftlichen 
reellen oder imaginären Tangenten der zwei gegebenen Gurven and die fünfte 
bekannte Tangente bestimmen nämlich einen Kegelschnitt unzweideutig. Ebenso 
erscheint jede Gurve der Schaar vollkommen bestimmt, wenn zwei involutorische 
Strahlenbflschel gegeben sind, bei welchen man voraussetzt, dass je zwei sich 
entsprechende Strahlen in Bezug auf sämmtliche Gurven der Schaar einander 
conjngirt sein sollen und wenn man ausserdem noch eine einzige Tangente der 
betreffenden Gurve kennt Die reellen oder imaginären Doppelstrahlen bilden 
nämlich unter der gemachten Voraussetzung die vier gemeinschaftlichen 
Tangenten der Kegelschnittschaar. 

Es seien ÜC und iT, irgend zwei Gurven eines Kegelschnittbüschels, a und 
b (Fig. 63) zwei (nach Satz 86, 2 Abschnitt) jedenfalls vorhandene gemein- 
schaftliche Secanten des letzteren, deren Schnittpunkt P kein Mittelpunkt des 
Büschels sein soll, und m eine „. ^« . 

(rlg. DO.) 

beliebige Gerade, welche a\n A und 
b in B schneidet. Der Punkt P ist 
nach Satz 82, 2. Abschnitt, für alle 
Gurven des Büschels ein gemein- 
schaftlicher Pol. Seine Polare heisse 
p und der Schnittpunkt von p und 
m sei C, Nach Satz 80, 2. Abschnitt, 
liegen die Punkte, welche den 
Punkten von m in Bezug auf K und 
K^ zugleich conjngirt sind, alle auf 
einem Kegelschnitte k. Dieser Kegel- 
schnitt geht durch die Punkte A^ 

und jB,, welche entsprechende Punkte beziehungsweise von A und B jener 
involutorischen Reihen sind, die auf den gemeinschaftlichen Secanten a und b 
durch alle Paare conjugirter Punkte der letzteren zu Stande kommen. Der 
Punkt P mnss ebenfalls in k liegen, weil er dem Punkte 0, der in der Polaren 
von P liegt, rflcksichtlich beider Kegelschnitte zugleich conjngirt ist. Ferner 
liegen die Pole M und M^ der Geraden m rücksichtlich K und K^ auf k, wie 
der Satz 80, 2. Abschnitt, lehrt. Die Tangente tm M des Kegelschnittes k ist, 
wie aus der im vorigen Kapitel angestellten Untersuchung hervorgeht, die 
Polare eines Punktes T von m in Bezug auf 7C, dessen Polare in Bezug auf Ä", 
die Gerade JÜOf, bildet. Der Kegelschnitt k muss demnach durch die Punkte 
A^, B^ und P gehen und ausserdem die Gerade t in M berühren. Diese 
Bedingungen bestimmen k vollkommen. Daraus folgt, dass ein Kegelschnitt \, 
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welcher alle Punkte enthäU, die den Punkten von m in Bezug auf K und irgend 
eine Curve K^ des Kegelscbnittbäschels zugleich conjugirt sind, mit dem Kegel- 
schnitte h coincidirt, nachdem es keinen von k verschiedenen Kegelschnitt gibt, 
der durch A^, B^y P geht und Hu üf berührt. Wir können hieraus weiter 
schliessen, dass der Pol M^ der Geraden m in Bezug auf K^ in k liegen miiss. 

Die zwei gemeinschaftlichen Pole der beiden Kegelschnitte K und K^ , 
welche ausser Pnoch existireu» sind, wie bereits gezeigt wurde, die reellen 
oder imaginären Schnittpunkte von p und k. Nachdem nun p and k anverändert 
bleiben, wenn man statt K^ irgend eine andere Gurve des Kegelschnittbüscbels 
annimmt, so folgt, dass es in der Ebene eines Kegelschnit t- 
bttschels im allgemeinen nur drei Punkte gibt, welche 
gemeinschaftliche Polo in Bezug auf sämmtliche Carven 
des Büschels bilden unddass diese gemeinschaftlichen Pole 
im Kegelschnitte k gelegen sind. Von diesen drei gemeinschaftlichen 
Polen können zwei imaginär sein. 

Bezüglich der Kegelschnittschaar ergeben sich analoge Resultate; wir 
können somit den Satz aufstellen : 

90. Die Punkte, welche Die Goraden, weiche den 

den Punkten irgend einer durch irgend einen Punkt M 
Geraden m in Bezug auf gehenden Geraden in Bezug 
sämmtlichc Gurven eines auf sämmtliche Gurven einer 
Kegelscbnittbäschels zugleich Kegelschnittschaar zugleich 
conjngirt sind, liegen alle conjugirt sind, berühren 
auf einem einzigen Kegel- einen einzigen Kegelschnitt 
schnitte k, der auch alle A;,derauch alle Polaren von 
Pole von m in Bezug auf die Jlf in Bezug auf die Gurven 
Gurven dieses Büscheis, dieser Schaar, sowie die 
sowie die drei im allgemeinen drei im allgemeinen vor- 
vorhandenen gemeinschaft- handenen gemeinschaftlichen 
liehen Pole des Kegelschnitt- Polaren der Kegelschnitt- 
büschels enthält. schaar berührt. 

Geht m durch einen Liegt Jlf in einer gemein- 

gemeinschaftlichen Pol Pdes schaftlichen Polaren p der 
Büschels, so wird k durch Schaar, so wird A; durch ein 
ein System von zwei Geraden System von zwei Punkten 
gebildet, wovon eine die gebildet, wovon einer der 
Polarq des Punktes P ist und Pol von p ist und der andere 
die andere durch P hindurch- sich auf p befindet« 
geht. 

Wenn sämmtliche Gurven eines Kcgelschnittbüschels sich in denselben 
zwei Punkten bertlhren, so tritt der einzig mögliche Fall ein, in welchem es 
nicht bloss drei, sondern unendlich viele reelle gemeinschaftliche 
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Pole gibt, wie aas dem Satze 81, 2. Abschnitt, und den zuletzt angestellten 
Untersochangen hervorgeht« Die gemeinschaftlichen Pole liegen dann alle auf 
der gemeinsamen Bertthrangssehue des Kegelschnittbfischels mit Ausnahme 
eines einzigen, welcher der Pol dieser Sehne ist. -> Wenn sämmtliche Garven 
einer Kegelschnittschaar dieselben zwei Tangenten in denselben zwei Punkten 
berühren, so ist eine solche Schaar identisch mit einem Kegelschnittbttschel der 
oben erwähnten Art. Es gilt also für eine solche Kegelschnittschaar dasselbe, 
was bezüglich dieses Büschels bemerkt warde. 

Ist Q irgend ein Punkt der Geraden m (Fig. 63) und MQ^ seine Polare 
in Bezng aof die Corvo K des Kegelschnittbflschels, welche Polare den Kegel- 
schnitt ft in Ol schneidet, so ist Q^ ein Punkt, der dem Punkte Q in Bezug 
auf alle Gnrven des Büschels conjugirt ist, denn die Polare des Punktes Q 
in Bezug auf irgend eine aodere Gnrve des Büschels moss durch Q^ gehen. 
Um dies einzusehen braucht man nur daran zu denken, dass h durch zwei 
Strahlenbüschel erzeugt wird, deren Strahlen die Polaren der Punkte von m in 
Bezug auf irgend zwei Curven des Büschels sind. Ist z. B. M der Pol von m in 
Bezug auf K und üf, der Pol von m in Bezug auf K^, so bilden M und M^ die 
Mittelpunkte zweier den Kegelschnitt h erzeugender Strahlenbüschel. Der dem 
Strahle MQ^ entsprechende nämlich die Polare von Q in Bezug auf K^, muss 
nun die Gerade M^Q^ sein, welche JIfQi in ihrem Schnittpunkte mit dem 
Kegelschnitt h trifft. Nachdem aber die Gerade MQ^ den Kegelschnitt ausser 
in If nur in dem einen Punkte Q^ schneidet, so gibt es nur einen Punkt Qj, 
welcher dem Punkte Q in Bezug auf K und den beliebig gewählten Kegelschnitt 
K,^ conjugirt ist. Aus dem Umstände dass K^ irgend eine Curve lies Büschels 
bezeichnet und dass für jede solche Curve sich derselbe Punkt Q^ ergibt, können 
wir schliessen, dass wenn zwei Punkte Q und Q^ einander in Bezug auf zwei 
Curven des Büschels conjugirt sind, dieselben zwei Punkte einander auch in 
Bezug auf sämmtliche Curven des Büschels coigugirt sein müssen. 

Was wir bessflglich des Punktes Q gezeigt haben gilt bezüglich irgend 
eines anderen Punktes der Ebene des Kegelschnittbttschels, nachdem die Gerade 
fn, sowie auch der Punkt Q in m ganz beliebig gewählt wurden. 

Für die Kegelschnittschaar findet man analoge Resultate, es ergeben sich 
somit die Sätze : 

91. Wenn zwei Punkte Wenn zwei Gerade einan- 
einander in Bezug auf zwei der in Bezug auf zwei Curven 
Curven eines Kegelschnitt- einer Kegelschnittschaar con- 
bttschels conjugirt sind, so jugirt sind, so müssen sie es 
müssen sie es auch in Bezug auch in Bezog auf sämmtliche 
auf sämmtliche Curven Curven der Schaar sein. 

de s Büschels sein. 

92. Die Polaren irgend Die Pole irgend einer Ge- 
eines Punktes Q in Bezug auf raden q in Bezug auf sämmt- 
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sämmtliche Gurven eines liehe Ourven einer Kegel- 
Regelschnittbttschcls gehen schnittschaar liegen alle auf 
alle darch ein und denselben ein nnd derselben Geraden q^^ 
Punkt Qj, nämlich darch jenen nämlich aof jener Geraden, 
Punkt, welcher dem ersteren welche der ersteren in Bezog 
in Bezag auf sämmtliche aaf sämmtliche Oarven der 
Oarven des Büschels conja- Schaar conjagirt ist. 
girt ist. 

Wenn die im obigem Satze 90 (links) durch m bezeichnete Gerade in 
unendlicher Entfernung gelegen ist, so sind alle ihre Pole in Bezug auf die 
einzelnen Curven dieses Kegelschnittbtlschels die Mittelpunkte dieser 
Gurven. Es müssen also die Mittelpunkte aller Gurven eines Kegelschnittbttschels 
in ein und demselben Kegelschnitte (A;) liegen. Der letztere geht durch die 
gemeinschaftlichen Pole des Büschels, sowie auch durch die Gentral- 
punkte jener involutorischcr Reihen, welche auf den gemein- 
schaftlichen Secantcn des Büschels durch conjugirte Punkte 
zu Stande kommen; denn jedem solchen Gentralpunkte ist der in m 
gelegene unendlich ferne Punkt der betreffenden gemeinschaftlichen Secante 
in Bezug auf alle Gurven des Büschels conjugirt. Die genannten Gentralpunkte 
sind zugleich die Halbirungspunkte der von je zwei gemeinsamen 
Punkten des Kegclschnittbüscbels begrenzten Strecken, nachdem je zwei solche 
gemeinsame Punkte zugleich die Doppelpunkte der erwähnten involutorischen 
Reihen bilden. 

ßeßndet sich der im Satze 90 (rechts) durch M bezeichnete Punkt in 
unendlicher Entfernung, so gehen alle seine Polaren rflcksichtlich der einzelnen 
Gurven der Kegelschnittschaar in Durchmesser über. Demnach berühren 
alle einer bestimmten Richtung conjugirten Durchmesser der Gurven einer 
Kegelschnittschaar ein und denselben Kegelschnitt, welcher dem Satze 90 
zufolge auch von den gemeinschaftlichen Polaren der Schaar berührt wird. 

Es ergeben sich hieraus folgende Sätze : 

93. Die Mittelpunkte aller Gurven eines Kegelschnitt- 
büschels liegen auf einem und demselben Kegelschnitte, 
welcher auch durch die gemeinschaftlichen Pole des Büschels 
hindurchgeht. 

94. Die einer bestimmten Richtung conjugirten Durch- 
messer aller Gurven einer Kegelschnittschaar berühren ein 
nnd denselben Kegelschnitt, welcher auch die gemeinschaft- 
lichen Polaren der Schaar berührt. 

Aus den obigen Sätzen 92 ergeben sich, wenn man den im Satze links 
durch Q bezeichneten Punkt und die im Satze rechts durch q bezeichnete 
Gerade in unendlicher Entfernung annimmt, die folgenden specieilen 
Sätze: 
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95. Die einer bestimmten Richtung conjngirten Darch- 
messer aller Gurven eines Kegelschnittbttscbels schneiden 
sich in einem einzigen Punkte. 

96. Die Mittelpunkte aller Curven einer Kegelschnitt- 
schaar liegen auf ein und derselben Geraden. 

Ist k der Kegelschnitt, welcher alle Punkte enthält, die den Punkten einer 
beliebigen Geraden m in Bezug auf sämmtliche Curven eines Kegelscbnitt- 
bflschels zugleich conjngirt sind (Satz 90), und schneidet m die Garve h in den 
Punkten D und Dj, so mttssen letztere Punkte einander in Bezug auf alle 
Curven des Büschels conjugirt sein. Um diese Behauptung zu rechtfertigen, 
nehmen wir an K und K^ seien zwei Kegelschnitte des Bfischels, welche die 
Gerade m berflhren. — Im Kapitel f des zweiten Abschnittes wurde gezeigt, 
dass es entweder keine oder zwei reelle Kegelschnitte gibt, welche durch vier 
Punkte geben und eine Gerade bertthren. • Wir setzen voraus , K und 
K^ seien reell. — Die Ber&hmngspunkte von K und K^ mit m sind die Pole 
von m in Bezug auf diese zwei Kegelschnitte, folglich müssen sie nach Satz 90 
in dem Kegelschnitte h liegen, d. h. die Berührung von K und K^ mit der 
Geraden m erfolgt in jenen Punkten D und D^, in welchen m den Kegelschnitt 
h schneidet, und umgekehrt. Wenn m die Cnrve h in imaginären Punkten 
schneidet, so sind demnach K und K^ nicht reell vorhanden. Es fragt sich nun 
welchen Punkten sind D und 2>, in Bezug auf sämmtliche Gurven des Büschels 
zugleich coi^ugirt? Dem Punkte D muss jedenfalls ein Punkt coigngirt sein, 
welcher auf m liegt, weil m die Polare von D in Bezug auf K ist. Nach 
Satz 90 muss aber der dem Punkte D in Bezug auf sämmtliche Gurven des 
Büschels coi^'ugirte Punkt auch in h liegen, folglich können dem Punkte B nur 
D oder D, in Bezug auf alle Gurven des Büschels conjugirt sein. Von diesen 
zwei Punkten entspricht jedoch nur D^ der gestellten Anforderung, denn B 
kann im allgemeinen nicht sich selbst rücksichtlich aller Gurven conjugirt sein, 
nachdem diese Eigenschaft, wie leicht einzusehen ist, nur den vier gemeinsamen 
Punkten des Büschels zukommt. Wir müssen also schliessen, dass D und D^, 
aber auch nur diese zwei Punkte von m, einander in Bezug auf sämmtliche 
Curven des Büschels coigugirt sind. 

Für die Kegelschnittscbaar ergeben sich durch analoge Betrachtungen 
ähnliche Resultate. Ist h jener Kegelschnitt, der von allen Geraden berührt 
wird, welche den durch irgend einen bestimmten Punkt M gehenden Geraden 
conjugirt sind, so findet man, dass die aus itf an A gezogenen Tangenten 
einander in Bezug auf sämmtliche Gurven der Schaar coqjugirt sein müssen. 
Ausser diesen Tangenten gibt es keine zwei anderen durch M gehenden Geraden, 
welche die genannte Eigenschaft haben* — Es ergeben sich also die Sätze: 
97. Ist h jener Kegel- Ist h jeher Kegelschnitt, 

schnitt, welcher alle Punkte der von allen Geraden berührt 
enthält, die den Punkten einer wird, welche den durch einen 
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beliebigen Geraden m in Be- beliebigen Pnnkt Jlf gebenden 
zng anf sämmtliche Oorven Geraden in Bezug auf sämmt- 
eines K e g elschnittbttschels liebe Curren einer Eegel- 
conjugirt sind, so bilden die scbnittschaar conjugirt sind, 
zwei Schnittpunkte von m mit so bilden die ans M t^n k 
k das einzige Paar von gezogenen Tangenten das 
Punkten der Geraden 9» welche einzige Paar von Geraden, 
einander rücksichtlich aller welche durch M gehen und 
Curven des Bfischels conju- einander racksichtlich aller 
girt sind. Curven der Schaar conjugirt 

sind. 

K^ und ^3 seien nun zwei beliebige Curven des EegelschnittbQscfaels, 
welche m beziehungsweise in den Punktpaaren Ä, Ä^ und By B^ schneiden. 
Auf der Geraden m kommen durch alle in Bezug auf K^, sowie durch alle in 
Bezug anf JTg einander conjugirten Punkte zwei involutorische Reihen zu Stande, 
die ihre Doppelpunkte beziehungsweise in Ä, A^ und B, B^ haben. Nachdem 
die Schnittpunkte D, D^ von m und k einander rttcksicbtlich aller Curven des 
Büschels, also auch in Bezug auf K^ und K^ conjugirt sein müssen, so trennen 
D und Dj sowohl die Doppelpunkte A und A^, als auch B und B^ harmonisch^ 
woraus folgt, dass die zuletzt genannten sechs Punkte eine involutorische Reihe 
bilden, deren Doppelpunkte D und B^ sind (Siehe Satz 56, 1. Abschnitt, und 
die demselben beigefügten Bemerkungen). Die KegeT^cbnitte K^ und K^ wurden 
ganz beliebig angenommen, Geissen daher C und C^ die Schnittpunkte von m 
mit irgend einer dritten Curve K^ des Öbschels, so bilden auch A, Ay^, D, D^ 
C uiid C^ sechs Punkte einer involutorischen Reihe und zwar derselben Reihe, 
welcher B und B^ ebenfalls angehören (Satz 58, 1. Abschnitt). Wir siiehen aus 
dieser Untersuchung den Schluss, dass die Schnittpunkte von m mit sämmtlichen 
Curven des Kegclschnittbüschels eine involutorische Reihe bilden, deren Doppel- 
punkte D und Dj sein müssen. 

Bezüglich der Kegelschnittschaar erhält man analoge Resultate ; es gelten 
somit die Sätze : ' 

98. Die Schnittpunkte Die'von irgend einem 

irgend einer Geraden mit den Punkte ausgehendeuTangenten 
Curven eines Kegelschnitt- an die Curven einer Kegel- 
büschels bilden eine involu- scbnittschaar bilden einen 
torisch^ Reihe. Entsprechende involutorischen Strahlen- 
Punkte der letzteren sind je btischel. Entsprechende Strah- 
zwei in derselben Curve len des letzteren sind je zwei 
gelegene Schnittpunkte. dieselbe Curve berührende 

Tangenten. 

Nachdem je zwei gemeinschaftliche Secanten eines Kegelschnittbüschels, 
welche sich nicht in einem der vier gemeinsamen Punkte des letzteren schneiden, 
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als ein dem BQschel angehöriger Kegelschnitt betrachtet werden können und 
zwei Contingenzpankte einer Kegelschnittschaar, welche nicht in derselben 
gemeinsamen Tangente liegen, ancb als ein zur Scbaar gehörender Kegelschnitt 
aufzufassen ist, so erscheinen die Sätze 20, 2. Abschnitt (von denen der Satz 
links der „Satz des Desargnes^' genannt wird), als Specialitäten der eben 
angefahrten Sätze. 

Wenn zwef gemeinschaftliche Secanten eines KegelschnittbOschels, welche 
sich in keinem der Mittelpunkte des letzteren schneiden, zu einander parallel 
sind, so liegt einer der gemeinschaftlichen Pole P des Bttschels, nämlich der 
Schnittpunkt dieser parallelen Secanten, in unendlicher Entfernung (Satz 82, 
2. Abschnitt). Daher geht die unendlich ferne Gerade der Ebene des Bflschels 
unter der gemachten Voraussetzung durch P, woraus folgt, dass alle Pole der 
unendlich fernen Geraden in Bezug auf sämmtliche Curven des Büschels, 
nämlich alle Mittelpunkte dieser Curven, auf der Polaren des Punktes P liegen 
mQssen. Hat ein Kegelschnittbtlschel zwei solcher Paare von parallelen 
gemeinschaftlichen Secanten, so geht die unendlich ferne Gerade durch zwei 
gemeinschaftliche Pole und bildet somit eine gemeinschaftliche Polare des 
Büschels. Der Pol der unendlich fernen Geraden ist dann ein gemeinschaftlicher 
und zugleich der Mittelpunkt aller Curven des Büschels, £s gilt somit 
der Satz : 

99. Hat ein Kegelschnittbüschel ein Paar von parallelen 
gemeinschaftlichen Secanten, deren unendlich ferner Schnitt- 
punkt kein Mittelpnnktdes Büschelsisty soliegendie Mittel* 
punkte aller Curven des Büschels auf einundder selben Gera- 
den^welche zugleich eine gemeinschaftliche Polare bildet 
Gibt es zwei solche Paare von parallelen gemeinschaft- 
lichen Secanten, so haben alle Curven des Kegelschnitt- 
büschels ein und denselben Mittelpunkt, welcher zugleich 
ein gemeinschaftlicher Pol sein mnss. 

Ist die unendlich ferne Gerade eine gemeinschaftliche Secante eines 
Kegelschnittbüschels, so liegt ein gemeinschaftlicher Pol auf dieser Geraden, 
nämlich der Schnittpunkt der letzteren mit der jedenfalls vorhandenen zweiten 
gemeinschaftlichen Secante. Die Polo der unendlich fernen Geraden in Bezug 
auf sämmtliche Curven des Büschels liegen demnach in diesem Falle auf ein 
und derselben Geraden (Satz 90, 2. Abschnitt) und zwar auf der Polaren des 
erwähnten gemeinschaftlichen Poles. Je zwei Curven eines solchen Büschels 
sind homothetische Kegelschnitte. — Aus dieser Betrachtung ergibt sich 
der Satz : 

100. Die Mittelpunkte aller Curven eines Kegelschnitt- 
büschels, der eine in unendlicher Entfernung gelegene 
gemeinschaftliche Secante hat, liegen auf ein und derselben 
Geraden. 
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Wir wollen nao annehmen, es befinde sich in der Ebene eines Kegelschnitt- 

bflschels irgend ein Kegelschnitt k (Fig. 64) , welcher durch zwei Mittelpunkte 

Ä und B des Büschels geht. C and D seien die zwei übrigen Mittelpunkte, 

IFis 64 "^ ®^°® beliebige Cnrve des Bflschels und 

R, S die zwei Schnittpunkte von K und 

k, welche ausser Ä und B noch vor- 
handen sein müssen. Den Durchschuitts- 
punkt der beiden gemeinschaftlichen 
Secanten des Büschels AB und CD 
nennen wir G, der Schnittpunkt von RS 
und CD heisse H und die Schnittpunkte 
von CD mit Ä; seien E und F, Diesen 
Voraussetzungen gemäss bilden die 
Punktpaare GH, CD und EF nach Satz 
98, 2. Abschnitt, Paare entsprechender 
Punkte einer involntorischen Reibe; 
denn man kann K und k als Gurven eines Kegelschnittbüschels betrachten, 
dessen Mittelpunkte ÄBRS sind. Diese involutorische Reihe wird durch die 
Punkte CDEF vollkommen bestimmt, insoferne, als zu jedem Punkte der Ge- 
raden CD (z. B. G) sich nur ein einziger Punkt (H) als entsprechender Punkt 
der Reihe ergeben kann. Nimmt man daher statt K irgend eine andere Gurve 
K^ des Kegelschnittbflschels (mit den Mittelpunkten ÄBCD) an, so muss k die 
Gurve K^ in zwei Punkten R^, S^ treffen, deren Verbindungslinie ebenfalls durch 
H geht. — Für die Kegelschnittschaar findet man ein analoges Resultat Sind 
nämlich (iU)cd die vier gemeinschaftlichen Tangenten einer Kegelschnittschaar und 
nimmt man irgend einen Kegelschnitt k an, welcher zwei dieser Tangenten, etwa a 
und 6, berührt, so liegen die Schnittpunkte der zwei ausser a und b noch vor- 
handenen gemeinsamen Tangenten von k und irgend einer Gurve der Schaar auf 
einer Geraden, welche durch d6n Schnittpunkt von c und d geht. Es gelten 
somit die folgenden Sätze : 

101. Legt man durch zwei Legt man berührend an 

von den vier Mittelpunkten zwei von den vier gemein- 
ABCD eines Kegelschnitt- samen Tangenten abcd einer 
büschels, etwa durch Ä und Kegelschnittschaar, etwa a und 
deinen beliebigen Kegel- b, einen beliebigen Kegel- 
schnitt, so schneidet derselbe schnitt, so hat derselbe mit 
jade Gurve des Bflschels im jeder Gurve der Schaar im 
allgemeinen noch in zwei allgemeinen noch zwei Tan- 
Pnnkten. Die Verbindungslinie genten gemein. Die Durch- 
von je zwei solchen Punkten schnittspunkte von je zwei 
treffen sich in ein und dem- solchen Tangenten liegen auf 
selben Punkte, welcher auf ein und derselben Geraden, 
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der gemeinschaftlichen weiche darch den Schnittpankt 
Secante CD liegt. von c und d geht. 

Nimmt man an, der darch Ä und B gebende Kegelschnitt (Satz links) 
bestehe aus einem Systeme von zwei Geraden g und^^, wovon die eine durch 
A, die andere durch B geht, so bilden die Schnittpunkte dieser Geraden mit 
den Curven des Büschels zwei Punktreihen, welche perspectivisch liegen mflssen, 
nachdem die Verbindungslinien von je zwei in derselben Gurve liegenden 
Schnittpunkten dem obigen Satze zufolge in ein und demselben Punkte der 
gemeinschaftlichen Secante CD zusammentreffen. Wählt man statt g^ irgend 
eine andere durch B gehende Gerade g^^ so gilt für g und g^ offenbar dasselbe, 
was bezflglich g und g^ gezeigt wurde. Daraus geht hervor, dass die Punktreihen, 
welche auf den beliebigen, durch B gehenden Geraden ^^ und g^ liegen, 
projectivisch verwandt sein müssen. — Wird angenommen, der im 
obigen Satze rechts erwähnte Kegelschnitt, welcher a und b berührt, bestehe 
aus einem Systeme vpn zwei Punkten P und P^, wovon der eine in a der andere 
in b gelegen ist, so bilden die Tangenten, welche von P und P^ aus an sämmt- 
liche Curven der Schaar gezogen werden können, zwei perspectivisch liegende 
Strahlenbüschel. Denn obigem Satze zufolge schneiden sich je zwei solcher, 
dieselbe Curve der Schaar berührende Tangenten in ein und derselben durch 
den Schnittpunkt von c und d gehenden Geraden. Nimmt man statt P^ einen 
andern Punkt P^ von b an, so ergibt sich für P und P^ dasselbe, was für P und 
Pj nachgewiesen wurde, woraus folgt, dass der Strahlenbüschel mit dem Mittel - 
punkte Pj und jener mit dem Mittelpunkte P^ projectivisch verwandt sind. 

Durch diese Betrachtungen erscheinen folgende Sätze gerechtfertigt : 
102.Die Schnittpunkte der Die Tangenten der Cur- 

Gurven eines Kegelschnitt- ven einer Kegelschnittschaar, 
büschels mit irgend zwei welche von zwei in einer der 
durch einen der Mittelpunkte gemeinsamen Tangenten aibcd 
ABCD des Büschels gehenden der Schaar gelegenen Punk- 
Geraden bilden zwei projec- ten ausgehen, bilden zwei pro- 
tivische Punktreihen. Gehen jectivische Strahlenbüschel, 
die zwei Geraden durch Liegen die zwei Punkte in 
verschiedene Mittelpunkte verschiedenen gemeinsamen 
A und B, so liegen diese Tangenten a und 6, so befin- 
zwei Reihen perspectivisch. densich diese zwei Strahlen- 
Ihr Projectionscentrum befin- büschel in perspectivischer 
det sich in Ci). Entsprechende Lage. Ihr Durchschnitt geht 
Punkte der zwei Reihen sind durch den Schnittpunkt von 
je zwei in derselben Curve o und (2. Entsprechende Strah- 
gelegene Schnittpunkte. len der zwei Büschel sind je 

zwei dieselbe Curve berüh- 
rende Tangenten. 

Staadigl: Lehrbvch der neueren Geometrie. 14 



Digitized by 



Google 



210 Zweiter Absehmtt. 

Ans dem Satze 101 (links) ergibt sich der folgende, wenn man annimmt 
dass der Kegelschnitt zwei unendlich ferne Mittelpnnkte habe, also aas einem 
Systeme homothetischer Kegelschnitte bestehe : 

103. Hat ein Kegelscbnittbflschel eine anendlich ferne 
gemeinschaftliche Secante und legt man durch die zwei 
nicht in dieser Secante gelegenen Mittelpunkte des Bfl- 
schels irgend einen Kegelschnitt, soschneidet der letztere 
jede Gurve des Bflschels im allgemeinen noch in zwei Punk- 
ten. Die Verbindungslinien von je zwei solchen Punkten sind 
alle zu einander parallel. 

Der Satz 101 (links) gibt uns ein Mittel an die Hand, die ideelle gemein- 
schaftliche Secante 'Zweier Kegelschnitte K und K^ zu construiren, wenn zwei 
nicht auf dieser Secante gelegene Schnittpunkte Ä und B der beiden Kegel- 
schnitte bekannt sind. Man legt durch Ä und B irgend einen Kegelschnitt k, 
welcher K in R, 8 und K^ in i2|/jS^ schneidet; die Verbindungslinien BS nnd 
B^S^ treffen sich dann in einem Punkte der gesuchten ideellen Secante. Dasselbe 
Verfahren liefert einen zweiten Punkt dieser Secante, wenn man statt k irgend 
einen andern, die Gurven K und K^ schneidenden Kegelschnitt annimmt, 
welcher durch A und B geht. Eine specielle Anwendung findet das eben 
erklärte Verfahren, wenn es sich darum handeh, die in endlicher Ent- 
fernung gelegene gemeinschaftliche Secante zweier Kreise 
K und K^ , welche keinen reellen Punkt gemein haben, zn 
ermitteln. Man zieht irgend einen dritten Kreis k, welcher K und K^ 
beziehungsweise in 22, 8 und i2|, 8^ schneidet. Der Schnittpunkt von R8 und 
B^8^ ist ein Pnnkt der gesuchten Secante. Ein zweiter Punkt ergibt sich auf 
gleiche Weise. Um die Richtigkeit dieses Verfahrens einzusehen braucht man 
nur daran zu denken , dass alle in ein und derselben Ebene befindliche Kreise 
eine unendlich ferne gemeinschaftliche Secante haben. 

Ein System confocaler Kegelschnitte bildet eine Kegelschnittschaar 
mit vier imaginären Tangenten. Ist nämlich F ein gemeinschaftlicher Brenn- 
punkt der Gurven eines solchen Systems und K irgend eine Gurve des letzteren, 
so bildet F den Mittelpunkt eines involutorischen Strahlenbflschels 8j in wel- 
chem je zwei sich entsprechende Strahlen rflcksichtlich K conjugirt sind und auf 
einander senkrecht stehen. Durch die Angabe des Punktes F allein erscheint 
somit /S, unabhängig von der Gurve K, vollkommen bestimmt, da der Bflschel 8 
eine rechtwinklige Involution bildet. Jedes Paar entsprechender Strahlen des- 
selben ist also nicht bloss rflcksichtlich K conjugirt, sondern auch in Bezug auf 
jeden beliebigen Kegelschnitt, der einen Brennpunkt in F hat. Hieraus folgt, 
dass die Doppelstrahlen von 8 imaginäre Tangenten aller Gurven, des in Rede 
stehenden Systems confocaler Kegelschnitte sein mflssen. Nachdem fflr den 
zweiten Brennpunkt F^ dasselbe gilt, was bezüglich des Punktes F bemerkt 
wurde, so hat das genannte System vier gemeinschaftliche imaginäre Tangenten 



Digitized by 



Google 



KegeUchnütbüschel und Kegelschnittschaar, 211 

and bildet somit eine Kegelschnittschaar. F nod F^ sind zagleicb die zwei 
Con tigenz pnn kte dieser Schaar. 

Darch jeden Punkt der £bene einer Schaar^ confocaler Kegelschnitte 
gehen zwei Curven der Schaar, welche sich rechtwinklig durchschneiden. (Sätze 
56 and 57, 2. Abschnitt). Die eine dieser Gnrven ist eine £llipse, die andere 
eine Hyperbel, wenn beide Brennpunkte in endlicher Entfernung liegen. Befindet 
sich ein Brennpunkt in unendlicher Entfernung, so sind selbstverständlich alle 
Curven der Schaar Parabeln. 

Aus dem Umstände, dass eine Schaar confocaler Kegelschnitte ein und 
denselben Mittelpunkt hat, folgt , dass die unendlich ferne Gerade, 
nämlich die Polare des Mittelpunktes, e i n e g em einschaftliche Polare 
der Schaar ist, und dass der Mittelpunkt selbst demnach ein gemcinschaft- 
lieber Pol sein muss. Da die Axen aller Curven der, Schaar zusammenfallen, so sind 
die in den Endpunkten der Uauptaxen gezogenen Tangenten zu einander parallel 
und ebenso die Tangenten in den Endpunktender Nebenaxcn, woraus folgt, d a s s 
die beiden Axen gemeinschaftliche Polaren der Seh aar bilden. 

Ist P irgend ein Punkt in der Ebene der Schaar, so gehen, wie bereits 
erwähnt, durch denselben zwei sich rechtwinklig schneidende Curven K und K^ 
der Schaar. Die Tangenten dieser Curven in P sind zwei Gerade , welche ein- 
ander sowohl in Bezug auf K , als auch auf K^ conjugirt sind , denn jede geht 
durch den Pol der andern , folglich müssen sie nach Satz 90, 2. Abschnitt, ein- 
ander in Bezug auf sämmtliche Curven der Schaar conjugirt sein. Wir scbliessen 
hieraus, dass je zwei Gerade, welche einander in Bezug auf sämmtliche Curven 
der Schaar conjugirt sind, auf einander senkrecht stehen müssen, nachdem eine 
Gerade, wenn sie keine gemeinschaftliche Polare ist, nur einer einzigen Geraden in 
Bezug auf sämmtliche Curven der Schaar conjugirt sein kann. Es gilt somit der Satz : 

104. Je zwei Gerade, welche in Bezug auf sämmtliche 
Curven einer Schaar confocaler Kegelschnitte conjugirt 
sind, stehen auf einander senkrecht 

Sämmtliche Gerade, welche den durch irgend einen bestimmten Punkt P 
gehenden Geraden in Bezug auf alle Curven der Schaar conjugirt sind, berühren 
ein und denselben Kegelschnitt h (Satz 90, 2. Abschnitt). Dieser Kegelschnitt 
ist immer eine Parabel, nachdem A; anch die gemeinschaftlichen Polaren der 
Schaar, also die unendlich ferne Gerade berühren muss. Heissen g und g^ die 
durch P gehenden, in Bezug auf sämmtliche Curven der Schaar conjugirten Gera- 
den, so berühren g und g^ die erwähnte Parabel ebenfalls. Nachdem nun diese 
Parabel die beiden Axen (als gemeinschaftliche Polaren) und die auf einander 
senkrecht stehenden Geraden g und g^ tangirt, so muss die Verbindungslinie des 
Punktes P mit dem Mittelpunkte der confocalen Curven die Leitlinie der 
Parabel sein (Satz 71, 2.Absclinitt). Wir können somit den Satz aufstellen : 

105. Alle Geraden, welche den durch irgend einen 
bestimmten Punkt Pgehendcn Geraden in Bezug auf säno^mt- 

14* 
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liehe Gorven einer Schaar confocaler Kegelschnitte con- 
jngirtsind, berühren eine Parabel. Die Axen der Schaar 
tangiren letztere ebenfalls und die Verbindangslin ie des 
PnnktesPmitdem Mittelpunkte der Schaar ist die Leit- 
1 inie dieser Parabel. 



1) Bertthrung Zureiter und dritter Ordnung zirisehen zwei KegelsehnltteB. — 

Krilmmungshalbmesser. 

Zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte haben immer vier 
(reelle oder imaginäre) Punkte gemein (Satz 86, 2. Abschnitt). Von diesen vier 
Punkten können zwei o<ler drei coincidiren, oder es können auch alle zusammen- 
fallen. Wir haben bereits gezeigt, dass zwei solche Punkte nur in einem reellen 
Punkte coincidiren und dass eine gemeinschaftliche Secante, ob sie nun eine 
eigentliche oder ideelle sein mag, stets eine reelle Tangente sein mnss, wenn 
ihre Schnittpunkte mit den Curven in einen Punkt zusammenfallen. Wenn also 
zwei von den vier gemeinschaftlichen Punkten zweier Kegelschnitte in einem 
Punkte P coincidiren, so haben die zwei Curven in P eine reelle gemeinschaft- 
liche Tangente. Es findet dann zwischen beiden Kegelschnitten eine Be- 
rflhrung der ersten Ordnung statt. Fallen drei gemeinschaftliche 
Punkte in P zusammen, so müssen die beiden Kegelschnitte in P ebenfalls eine 
gemeinschaftliche Tangente und ausser den in P vereinigten Punkten noch einen 
vierten Punkt gemein haben, welcher immer reell ist, nachdem imaginäre Punkte 
nur paarweise vorkommen. In diesem Falle gehen die beiden Curven eine B e- 
rflhrung der zweiten Ordnung ein. Coincidiren endlich alle vier 
gemeinsamen Punkte der zwei Kegelschnitte in einem einzigen Punkte P, so 
fallen auch alle gemeinsamen Secanten in eine Gerade zusammen und bilden 
eine Tangente, welche beide Curven in P berührt. Wie leicht einzusehen, können 
die zwei Curven ausser den vier coincidirenden Punkten keine weiteren reellen 
oder imaginären Punkte gemein haben. Zwischen den Kegelschnitten findet in 
diesem Falle eine Berührung dritter Ordnung statt. Eine Berührung 
höherer als dritter Ordnung ist zwischen zwei verschiedenen Kegelschnitten 
nicht möglich, nachdem zwei solche Curven, wenn sie fünf Punkte gemein haben 
würden, identisch sein müssten. 

Zwischen zwei verschiedenen Kreisen kann nur eine Berührung erster 
Ordnung stattfinden, denn eine Berührung zweiter Ordnung würde bedingen, 
dass die Kreise ausser den zwei imaginären Kreispunkten der unendlich fernen 
Geraden noch drei Punkte, also im Ganzen fünf Punkte gemein hätten. Zwischen 
einem Kreise und irgend einem anderen Kegelschnitte ist im allgemeinen nur 
eine Berührung erster oder zweiter Ordnung möglich. Ist nämlich P irgend ein 
Punkt eines beliebigen Kegelschnittes und würde verlangt, dass man einen Kreis 
construire, welcher mit dem Kegelschnitte vier in P coincidirende Punkte gemein 



Digitized by 



Google 



zwischen zwei Kegelschnitten. — Krümmungshalbmesser. 213 

habe, so wäre der Kreis durch sechs Punkte, und zwar durch die vier Punkte 
in P und die zwei imaginären Kreispunkte der unendlich fernen Geraden 
gegeben. Einen Kreis zu ermitteln, welcher diesen Bedingungen entspricht, wQrde 
also im allgemeinen unmöglich sein. 

Von zwei Kegelschnitten, welche eine BerOhrung höherer als erster 
Ordnung eingehen, sagt man, dass sie in dem Punkte ihrer Berührung oscn- 
liren. Der Berflhrungspunkt selbst heisst dann der Osculationspunk t. 
Findet zwischen irgend einem Kegelschnitte und einem Kreise eine Berührung 
höherer als erster Ordnung statt, so nennt man den Kreis einen osculirenden 
oder Krümmnngskreisfttr jenen Punkt, in welchem die Berührung erfolgt, 
und den Halbmesser dieses Kreises den Krümmung s- Halbmesser für 
letzteren Punkt. 

Ist K irgend ein Kegelschnitt und P ein beliebiger Punkt desselben, so 
gibt es unendlich viele andere Kegelschnitte Ko^ welche mit K im Punkte P 
eine Berührung zweiter oder dritter Ordnung eingehen, denn Ko ist durch die 
drei, beziehungsweise vier in P vereinigten Punkte picht vollkommen bestimmt. 
Unter allen Kegelschnitten Ko gibt es jedoch nur einen einzigen Kreis, 
welcher mit K im Punkte P osculirt, denn die drei in P vereinigten Punkte und 
die zwei imaginären Kreispunkte der unendlich fernen Geraden bestimmen 
diesen Kreis vollkommen. 

Es soll zunächst erklärt werden, wie man einen Kegelschnitt ermittelt, 
der mit einem gegebenen Kegelschnitte eine Berührung zweiter Ordnung 
eingeht. Der gegebene Kegelschnitt sei K (Fig. 65) und der Punkt, in welchem 
die Oscnlation erfolgen soll, heisseP. p. ^-^ 

Die Tangente tiu P kann man als eine 
Secante der Curve K betrachten, deren 
Schnittpunkte Ä undB in P coincidiren. 
Nimmt man nun zwei beliebige Punkte 
C und D in der Ebene von K an und 
betrachtet dieselben, sowie die Punkte 
Ä und B (nämlich P) als Mittelpunkte 
eines Kegelschnittbüschels, so werden 
sanimtliche Curven dieses Büschels die 
Gerade t in P berühren, und eine von 

den Curven des Büschels wird mit K 

im Punkte P osculiren, wie aus Folgendem hervorgeht: 

Ist üTj irgend eine Curve des genannten Kegelschnittbüschels und schnei- 
den sich K und £j in den Punkten B und S, so geht die Gerade BS nach Satz 
101, 2. Abschnitt, durch einen bestimmten Punkt H der Geraden CD, wie man 
auch die Curve K^ annehmen mag. Wird z. B. statt K^ das System der zwei 
Geraden PC und PD gewählt und schneiden letztere den gegebenen Kegelschnitt 
K in B^ und /S^, so muss auch B^S^ durch H gehen (Vergleiche Fig. 64). Ver- 
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ändert man daher die Gnrve K^ derart, dass sie nach und nach mit allen Gurven 
des Kegelschnitthflschels zusammenfällt, so dreht sich die Gerade ES om den 
Punkt H und wird einmal mit der Geraden PH coincidiren. Der Pankt R fällt 
dann mit P and 8 mit jenem Punkte E zusammen, in welchem PH den gegebenen 
Kegelschnitt K trifft. Fflr diese Lage von RS geht K^ in den Kegelschnitt Ko 
über, der in P drei Punkte, nämlich A^ B und R mit K gemein hat, also mit K 
im Punkte P osculirt, und zwar findet zwischen Ko und K eine Berfihmng 
zweiter Ordnung statt. Dass ausser Ko keine andere Gurve des in Rede stehen- 
den Kegelschuittbflschels mit K osculiren kann folgt daraus, dass es nur eine 
einzige Lage der Geraden RS gibt, in welcher letztere durch P geht. 

Der osculireude Kegelschnitt Ko ist durch die beliebig gewählten Punkte 
0, D, den Punkt E und die Tangente t mit ihrem Berührungspunkte P voll- 
kommen bestimmt und es könnten mit Hilfe des PascaTschen Satzes beliebig 
viele andere Punkte von Ko ermittelt werden. Indess findet man auch beliebig 
viele Punkte von Ko wie folgt: Man zieh\ durch P irgend eine Gerade PF, 
welche den Kegelschnitt K^ in F^ schneidet, verbindet E^, nämlich den Schnitt- 
punkt von JST, und der Geraden PH mit F^ und bestimmt den Durchschnitt Q 
der Geraden E^F^ mit CD. Der Punkt F, in welchem sich die Geraden PF und 
QE treffen, ist dann ein Punkt von Ko, — Die Richtigkeit dieser Gonstruction 
ergibt sich aus dem Satze 102, 2. Abschnitt. Die Geraden PF und PE schneiden 
niünlich die Curven des Kegelschnittbüschels, zu welchen Ko und K^ gehören 
in perspectivisch liegenden Puuktreihen, deren Projectionscentrum Q sich in CD 
befindet. Nachdem nun je zwei entsprechende Punkte der beiden projectivischen 
Reihen dem genannten Satze zufolge in ein und derselben Curve liegen müssen 
und die Punkte E und F entsprechende Punkte der Reihen PF^Fnn^ PE^E 
sind, so muss F ein Punkt von Ko sein. 

Statt des Kegelschnittes K^ kann irgend ein Kreis angenommen werden, 
welcher t in P berührt und den gegebenen Kegelschnitt K schneidet. Die 
Punkte G und D müssen selbstverständlich in diesem Kreise gewählt werden. 

Handelt es sich bloss um die Bestimmung eines Punktes E in K, durch 
welchen der osculirende Kegelschnitt gehen muss, wenn man C und D bereits 
gewählt hat, so bedarf man des Kegelschnittes K^ nicht. Man zieht nämlich 
bloss die Geraden PC und PD, welche K in R^ und 8^ schneiden, und verbindet 
den Schnittpunkt H von R^S^ und CD mit P. Die Gerade PH trifft dann den 
gegebenen Kegelschnitt im Punkte E, welcher mit C, 2), P und der Tangente t 
den osculirenden Kegelschnitt vollkommen bestimmt. 

Eine Eigenthflmlichkeit des osculirenden Kegelschnittes ist , dass er 
den zweiten Kegelschnitt im Osculationspunkte schneidet. 
Dies geht aus dem Umstände hervor , dass K und Ko ausser dem Osculations- 
punkte P nur noch den Punkt E gemein haben. Der eine Gurventheil von Ko 
zwischen den Punkten E und P liegt ganz innerhalb K, der andere ganz ausser- 
halb, woraus folgt, dass die Gnrve Ko in P vom Aeussern in das Innere der 
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Gurve K eindringt, also K in P schneiden mnss. Bei der Berührung erster 
Ordnang findet einschneiden der sich berührenden Kegelschnitte im Berührungs- 
punkte nicht statt, wie leicht einzusehen ist, wenn man berücksichtigt, dass zwei 
sich in erster Ordnung berührende Kegelschnitte ausser dem Berührungspunkte 
immer noch zwei imagin&re oder zwei reelle gemeinsame Punkte haben. 

Wird verlangt, dass der oscnlirende Kegelschnitt Ko ein Kreis sei, so ist 
Ko, wie bereits erklärt, vollkommen bestimmt. — Es soll nun gezeigt werden 
wie man Ko in diesem Falle ermitteln kann. 

Ist K (Fig. 66) der gegebene Kegelschnitt, P der Osculationspunkt und t 
die Tangente in diesem Punkte, so errichtet man inPauf^ eine Senkrechte PN, 
d. h. man zieht die Normale der Gurve 'Y\g qq ) 

K in P, Der Mittelpunkt des gesuchten 
oscnlirenden Kreises, sowie jedes Krei- 
ses überhaupt, der K in P berührt, 
muss auf dieser Senkrechten liegen. 
Wird nun ein beliebiger Kreis K^ ge- 
zeichnet, welcher tinP berührt und K 
in irgend zwei Punkten B und S 
schneidet, und zieht man ferner durch 
P zu RS eine parallele Gerade, so 
trifft letztere den gegebeneu Kegel- 
scliuitt in einem Punkte E, der dem oscnlirenden Kreise Ko angehört. 

Der Mittelpunkt von Ko ist dann leicht zu finden ; seine Entfernung 
von P gibt die Grösse des Krümmungshalbmessers für den Punkt P an. — Die 
Richtigkeit dieser Gonstruction geht aus dem Satze 103, 2. Abschnitt, hervor. 
Die beiden Kreise K^ und Ko gehören nämlich einem Kegelschnittbüschel an, 
der nur aus Kreisen besteht, welche t in P berühren. Die Mittelpunkte dieses 
Büschels sind die zwei in P vereinigten Punkte und die zwei imaginären Kreis- 
punkte der unendlich fernen Geraden. Nachdem nun der Kegelschnitt K durch 
die zwei in P coincidirenden Mittelpunkte geht, so schneidet K Me Kreise des 
Büschels in je zwei Punkten , deren Verbindungslinien unter einander parallel 
sind. Verändert man also den Kreis K derart, dass er nach und nach mit allen 
Kreisen des Büschels zusammenfällt, so wird RS einmal mit PE coincidiren und 
R nach P gelangen. Der veränderte Kreis K geht in diesem Falle in den Kreis 
Ko über und osculirt, wie nun leicht einzusehen, in P mit der Gurve K. 

Wir haben schliesslich noch zu erklären, wie ein Kegelschnitt Ko 
(Fig. 67) construirt werden kann, der mit irgend einem gegebenen Kegelschnitte 
i n einem beliebig angenommenen Punkte P des letzteren eine Berührung 
dritter Ordnung eingeht, Dass auch in diesem Falle Ko nicht vollkommen 
bestimmt ist, wurde bereits erwähnt. Mau kann irgend einen Punkt C in der 
Ebene von K beliebig wählen und annehmen Ko solle durch C gehen. Diese 
Annahme bestimmt jedoch Ko vollkommen, denn es erscheinen dann fünf 
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Pankte vod Ko^ nämlich C and die vier in P vereinigten, gegeben. Beliebig 

viele andere Pankte von Ko erhält man aaf folgende Weise : Dnrch P wird 

_. ._ . irgend eine Gerade PD gezogen, 

( J? lg. Dl.) 

welche K m 8 schneidet Den 

Pankt S verbindet man mit jenem 
Pankte Ä, in welchem FC die 
Corve K trifft, and bestimmt den 
Schnittpunkt U von RS mit der 
Tangente t, die den Kegelschnitt 
X in P berührt. Die Gerade CH 
schneidet dann PD in einem 
Pankte D, welcher dem gesuch- 
ten Kegelschnitte angehört. — 
Dieselbe Construction wurde 
aach zur Bestimmang des. in der 
beliebigen , durch P gezogenen 
Geraden PM^ gelegenen Punktes M^ der Carve Ko angewendet. — Der Beweis 
für diese Construction ist mit Benützung der Sätze 101 und 102, 2. Abschnitt, 
leicht herzustellen. Betrachtet man die in P vereinigten Pankte A und B der 
Secante (eigentlich Tangente) t^ sowie G und D als Mittelpunkte eines Kegel- 
schnittbüschels, so muss das System der zwei Geraden PC und PD auch als 
ein diesem Büschel angehörender Kegelschnitt aufgefasst werden. Die gegebene 
Curve K geht durch zwei Mittelpunkte des Büschels, nämlich dnrch A und By 
folglich schneidet sie jeden Kegelschnitt des Büschels in zwei Punkten 12, 8, 
deren Verbindungslinie gegen H convergirt. Lässt man eine Curvc des Kcgel- 
schnittbüschels sich derart verändern, dass sie nach und nach mit allen Curven 
dos Büschels zusammenfällt, so dreht sich RS um H und wird einmal mit t 
coincidiren. Fflr diese Lage von RS vereinigen sich R und 8, wie leicht einzu- 
sehen, im Punkte P und der veränderliche Kegelschnitt hat dann mit X in P die 
vier Punkte A^ B, R und 8 gemein, osculirt also mit K in P. Aus dieser Be- 
trachtung geht hervor, dass der gesuchte osculirende Kegelschnitt Ko eine Curve 
des genannten Kegelschnittbüschels ist, woraus folgt, dass Ko durch D gehen muss. 
— In gleicher Weise kann gezeigt werden, dassjtf^, sowie überhaupt jeder Punkt, 
welcher sich durch die oben erklärte Construction ergibt, ein Punkt von Ko ist. 
Nachdem C beliebig gewählt wurde, so können unendlich viele Curven 
Ko construirt werden, welche mit K im Punkte P eine Berührung dritter 
Ordnung eingehen , was wir bereits aus dem Umstände gefolgert haben, 
dass Ko durch die vier in P vereinigten Punkte nicht vollkommen be- 
stimmt wird. 

Es wurde oben erwähnt , dass ein Kreis mit einem Kegelschnitte 
im allgemeinen keine Berührung dritter Ordnung eingehen kann. Die 
Ausnahme von dieser Regel tritt dann ein, wenn der Oscnlations- 



Digitized by 



Google 



Mtüischen zwei Kegelschnitten. - KrümmungsJuübmesser. 217 

pnnkt ein Scheitel des Kegelschnittes ist. Um cües einzusehen betrachte 
man die Figur 66. Wäre P ein Scheitel, so würde B8y also auch PE 
parallel zu t werden und der Punkt E mttsste, sowie B mit P zusam- 
menfallen. Es müssten sich also in P vier Punkte , nämlich A^ B , B 
und E vereinigen, woraus wir schliessen , dass der Krümmungs- 
kreis in einem Scheitel eines Kegelschnittes immer eine 
Berührung dritter Ordnung eingeht. 
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Dritter Abschnitt. 

Grundgebilde der zweiten Stufe. 



a) Collineation der d^rundgebilde zweiter Stofe. 

Sowie mau zwei Gruodgobilde der ersten Stufe auf cinauder bezieht, 
indem man jedem Elemente des einen Gebildes ein einziges bestimmtes Element 
des andern zuweist, so können auch zwei Gruudgebilde der zweiten Stufe dadurch 
auf einander bezogen werden, dass jedem Elemente des einen Gebildes ein ein- 
ziges bestimmtes Element des anderen zugewiesen wird. Je zwei einander zu- 
gewiesene Elemente werden entsprechende Elemente genannt. 

Sind zwei ebene Systeme 2 und 2^ so aufeinander bezogen, dass jedem 
Punkte P in 2 ein Punkt Pj in 2, und jeder durch P gehenden Geraden in 2 
eine durch P^ gehende Gerade in 2^ entspricht, so sagt man, dass die beiden 
Systeme collinear verwandt, oder collinear sind. Zwei Strahlen- 
bUndel 8 und s^ nennt man collinear, wenn jedem Strahle p in s ein Strahl p^ in 
Sj und jeder durch p gehenden Ebene in s eine durch p^ gehende Ebene in s^ 
entspricht. Endlich werden ein ebenes System 2 und ein Strablenbündel s col- 
linear genannt, wenn jedem Punkte P von 2 ein Strahl p von $ und jeder durch 
P gehenden Geraden von 2 eine durch p gehende Ebene von s zugewiesen 
erscheint. Man kann also im allgemeinen sa;;en : 

Zwei Grundgebilde der zweiten Stufe sind collinear, 
wenn je zwei ungleichartigen Elementen P und q des einen 
Gebildes, von welchen P in g liegt, zwei ungleichartige 
Elemente P^ und q^ des andern entsprechen, von denen Pj 
in q^ gelegen ist.*) 

Aus diesen Erklärungen folgt, dass wenn 2 und 2^ zwei collineare ebene 
Systeme und a, a^ ein Paar sich entsprechender Geraden dieser Systeme sind, 
einem jeden Punkte P von a ein ina^ gelegener Punkt P^ entsprechen muss,denn 
sonst könnte a^ nicht durch P, gehen, wie es die collineare Verwandtschaft 
verlangt. Ferner ergibt sich, dass die Verbindungäiiuie zweier beliebiger Punkte 
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P and Q des Systemes ^ jeoer Geraden entsprechen muss , welche die Punkte 
Pj und öl des Systemes 2^ verbindet , die den Punkten Pund Q entsprechen. 
Denn der Geraden FQ soll eine Gerade entsprechen, welche sowohl durch P^, 
als auch durch Q^ geht, folglich kann letztere keine andere Gerade als P^Q^ 
sein. Aus den gegebenen Erklärungen können wir endlich auch schliessen, dass 
wenn a und h irgend zwei Gerade eines ebenen Systems 2 und a^, h^ die ent- 
sprechenden Geraden eines zweiten Systemes 2^ sind, welches mit 2 collinear 
verwandt ist, der Schnittpunkt Pvon a und h dem Schnitte P^ der Geraden a^, 
ftj entspricht. Jener Punkt P^, der dem Punkte Pentspricht, muss nämlich sowohl 
in a^, als auch in h^ liegen, er kann sich daher nur im Durchschnitte von a, und 
\ befinden. 

In ähnlicher Weise können nachstehende Sätze gerechtfertigt werden : 

Ist a irgend eine Gerade eines ebenen Systemes 2 nnd e jene Ebene 
eines mit 2 collinear verwandten StrahlenbQndels 5, welche der Geraden a 
entspricht, so muss jedem in a gelegenen Punkte ein in e befindlicher Strahl 
entsprechen. — Dem Schnittpunkte zweier Geraden a und 6 in .^ entspricht 
der Durchschnitt jener zwei Ebenen in s, welche den Geraden a und h 
entsprechen, und der Verbindungslinie zweier Punkte P und Qin 2 entspricht 
jene Ebene in s, welche durch die zwei den Punkten P und Q entsprechenden 
Strahlen bestimmt wird. 

Bezüglich zweier Strahl enbüudel gellen analoge Sätze, deren Aufstellung 
und Begründung mit Hilfe der vorausgegangenen Erklärungen nicht schwer fällt. 

Aus der Erklärung über die colli neare Verwandtschaft zweier Grund- 
gebilde der zweiten Stufe ergibt sich nun folgender Satz : 

1. Sind zwei Grundgehilde der zweiten Stufe mit einem 
dritten solchen Gebilde collinear verwandt, so sind sie es 
auch anter einander. 

Sind zwei ebene Systeme 2 und 2^ collinear verwandt, so entspricht der 
unendlich fernen Geraden des einen Systemes im allgemeinen eine in endlicher 
Entfernung befindliche Gerade des andern Systemes. Sowohl die Gerade in 2^ 
welche der unendlich fernen Geraden von 2^, als auch die Gerade in 2^, 
welche der unendlich fernen Geraden in 2 entspricht, wird eine Gegenaxe 
genannt. Ist demnach ein ebenes System 2 mit n ebenen Systemen collinear 
verwandt, so hat 2 im allgemeinen n Gegenaxen. Aus diesen Erklärungen kann 
nachstehender Satz leicht gefolgert werden : 

2. In zwei collinearen ebenen Systemen entsprechen 
parallelen Geraden des einen Systemes Gerade im anderen 
Systeme, welche gegen ein und denselben Punkt der Gegen- 
axe des letzteren convergiren, und allen Geraden des einen 
Syst emes, welche sich in demsel ben Punkte der Gegenaxe 
dieses Systemes schneiden, entsprechen parallele Gerade im 
andern Systeme. 
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Hieraas ergibt sich ferner : 

3. Sind 2 und ^^ zwei coliineare ebene Systeme und 
g,g' beziehungsweise ihre Gegenaxcn, so entsprechen allea 
zu g parallelen Geraden des Systemes ^ Gerade im Systeme 
JS'p welche zu (f parallel sind. 

4. Liegen die Gegenaxen zweier collinearer ebener 
Systeme J^ und 2*^ in endlicher Entfernung, so entsprechen 
parallelen Gerad'en in ^ nur dann parallele Gerade in ^j, 
wenn erstere parallel zur Gegenaxe von 2 sind. 

Coincidiren zwei entsprechende Elemente von zwei gleichartigen 
colliuearen Grundgebilden der zweiten Stufe, so sagt man, dass letztere diese 
Elemente entsprechend gemein haben. 

Je zwei einförmige Gruudgebildc g und g^, welche sich in zwei ver- 
schiedeneu collinearen Gruudgebilden der zweiten Stufe befinden, nennt man 
sich entsprechende Gebilde, wenn g aus Elementen besteht, die den 
Elementen von g^ in Bezug auf die zwei collinearen Grundgebilde entsprechen. 
Sind z. B. ^ und 2"^ zwei coliineare ebene Systeme und Jß, R^ irgend zwei 
Punktreihen, welche sich beziehungsweise in ^ und J^ befinden, so sagt man, 
dass R und R^ entsprechende Gebilde sind, wenn R aus Elementen besteht, die 
den Elementen von R^ in Bezug auf 2 und 2^ entsprechen. Haben zwei 
coliineare Grundgebilde der zweiten Stufe alle Elemente eines einförmigen 
Grundgebildes entsprechend gemein, so sagt man, dass sie dieses 
Gebilde entsprechend gemein haben. 

Aus der Definition der collinearen Verwandtschaft und dem Satze 73, 
1. Abschnitt, ergibt sich unmittelbar der Satz: 

5. Je zwei einförmige Grundgebilde, welche in collinearen 
Grundgebilden der zweiten Stufe einander entsprechen, sind 
projectivisch. 

Mit Rücksicht auf diesen und den obigen Satz 4 können wir behaupten : 

6. Liegen die Gegenaxen von zwei collinearen ebenen 
Systemen in endlicher Entfernung, so sind zwei sich entspre- 
chende Punktreihen dieser Systeme nur dann einander ähn- 
lich, wenn die Träger der Punktreihen zu den betreffenden 
Gegenaxen parallel sind. 

Haben zwei coliineare ebene Systeme 2' und 2^ \ior Punkte ABCB^ von 
denen keine drei in derselben Geraden liegen, entsprechend gemein, so sind 2 
und 2"^ identisch. Um dies nachzuweisen nehmen wir an, ^sei irgend ein 
fünfter Punkt des Systemes 2 und denken uns den Punkt A mit B^ C, D und 
E durch gerade Linien verbunden. Diese vier Verbindungslinien bilden einen 
Strahlenbüschel , welcher beiden Systemen entsprechend gemein ist ; denn der 
gemachten Voraussetzung zufolge coincidiren die Strahlen AB , AC und AD 
mit den ihnen entsprechenden, woraus mit Rücksicht auf den Satz 10, 1. Ab- 
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schDÜt, geschlossen werden kann, dass alle durch Ä gehenden Geraden , also 
anch ÄE, mit den ihnen entsprechenden zusammenfallen. Der Pankt E^ , welcher 
dem Punkte E entspricht, muss demnach jedenfalls im Strahle ÄE liegen. 
WQrde man statt Ä etwa den Punkt B mit den vier Obrigen Punkten durch 
gerade Linien verbunden gedacht haben, so hätte sich ergeben, dass E^ in der 
Geraden JSE gelegen sein muss. Nachdem nun der Punkt E^ sowohl in ÄE, als 
anch in BE liegen soll, so coincidirt er mit E, woraus folgt , da ^ beliebig 
gewählt wurde , dass alle Punkte in 2 mit den ihnen entsprechenden in 2^ 
coincidiren. 

Nimmt man an 2 und 2^ hätten vier Gerade äbcd, von denen keine 
drei durch ein und denselben Punkt gehen, entsprechend gemein, so zeigt sich, 
dass auch in diesem Falle die beiden Systeme identisch sein müssen. Ist e irgend 
eine fünfte Gerade des Systemes 2 und nennt man die Schnittpunkte von a mit 
den Geraden bcde beziehungsweise BCDE, so coincidiren nach Satz 10, 
1. Abschnitt, diese vier Punkte mit den ihnen entsprechenden im Systeme 2"^, 
daher muss die Gerade ^j, welche der Geraden e entspricht, jedenfalls durch E 
gehen. Hätten wir statt der Schnittpunkte von d jene der Geraden b in 
Betracht gezogen, so würde sich ergeben haben, dass e^ auch durch den Schnitt- 
punkt von b und e gehen muss. Die Geraden e und e^ fallen daher zusammen, 
woraus folgt, dass alle Geraden von 2 mit den ihnen entsprechenden 
coincidiren, nachdem e beliebig gewählt wurde. Die Systeme 2 und 2^ sind 
also identisch. 

In ganz ähnlicher Weise kann man sich überzeugen, dass zwei coUineare 
Strahlenbttndel identisch sind , wenn sie vier Strahlen oder vier Ebenen 
entsprechend gemein haben, von denen keine drei demselben Strahlenbüschel, 
beziehungsweise demselben Ebenenbüschel, angehören. Es gilt also der Satz : 

7. Haben zwei Grundgebilde der zweiten Stufe vier 
gleichartige Elemente, von denen keine drei ein und 
demselben einförmigen Grundgebilde angehören, entsprechend 
gemein, so sind sie. identisch. 

Mit Hilfe des obigen Satzes ö lässt sich auch der folgende leicht 
nachweisen : 

8. Will man zwei Grundgebilde der zweiten Stufe 
collinear auf einander beziehen, so kann man in jedem 
derselben vier gleichartige Elemente, von denen keine drei 
demselben einförmigen Grundgebilde angehören, beliebig 
wählen und einander als entsprechend zuweisen; jedem 
fünften Elemente des einen Grundgebildes entspricht dann 
ein durch diese Annahmen vollkommen bestimmtes Element 
des andern. 

Dabei wird vorausgesetzt, dass nur solche Elemente als entsprechende 
betrachtet werden, welche in collinearen Gebilden überhaupt einander 
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entsprechen können, nämlich in zwei ebenen Systemen zwei Pankte oder zwei 
Gerade, in zwei Strahlenbündeln zwei Strahlen oder zwei Ebenen und endlich 
im ebenen Systeme nnd Strahlenbündel ein Punkt einem Strahle oder eine 
Gerade einer Ebene. 

Um diesen Satz fttr zwei ebene Systeme 2 nnd 2^ nachzoweisen, nennen 
wir ABCD vier beliebi<?e Pankte in 2*, von denen keine drei derselben Geraden 
angehören, nnd nehmen an, die beliebig gewählten Punkte A^B^C^D^ des 
Systemes 2",, von denen ebenfalls keine drei in derselben Geraden liegen dürfen, 
seien den zuerst genannten vier Punkten als entsprechende zugewiesen worden. 
Zn irgend einem fünften Punkte Ein 2 kann dann der ihm entsprechende E^ 
in 2^ nicht mehr beliebig gewählt werden, wie ans Folgendem hervorgeht: 
Verbindet man A mit BCDE. sowie auch A^ mit B^C^D^ und ^j, so erhält 
man nach Satz 5, 3. Abschnitt, zwei projectivische StrahlenbOschel. Der Strahl 
A^E^^ nämlich jener, welcher dem Strahle ^^ entspricht, wird nun durch die 
übrigen Strahlen der beiden Btischel vollkommen bestimmt. (Satz 11, 
1. Abschnitt). E^ kann demnach nur in einer ganz bestimmten Geraden liegen. 
Verbindet man statt A und A^ die Punkte B und B^ mit den übrigen vier 
Punkten des Systemes, welchem sie angehören, so erhält man ein zweites Paar 
projectivischer Strahlenbüschel, also wie leicht einzusehen auch einen zweiten 
vollkommen bestimmten Strahl B^E^, der den Punkt Fi enthalten mnss. E^^ 
ergibt sich somit im Durchschnitte zweier durch die gewählten vier Pnnktpaare 
vollkommen bestimmter Geraden, er kann also nicht mohr beliebig gewählt 
werden. Hieraus folgt auch, dass jeder Geraden in 2 eine durch die Annahmen 
unzweideutig bestimmte Gerade in 2^ entspricht. 

Der Fall, in welchem sowohl in 2y als auch in 2^ vier beliebige Gerade, 
dbcd und a^h^c^d^, gew'Mt werden, von denen keine drei durch denselben Pankt 
gehen, kann auf den soeben betrachteten zurückgeführt werden. Die Geraden 
(ibcd bilden nämlich ein einfaches Vierseit, dessen Ecken ABCD den Ecken 
A^B^C^D^ des einfachen Vierseites a^h^c^d^ entsprechen. Durch die Wahl der 
vier Paare sich entsprechender Geraden erscheinen also, die Punkte ABCD und 
ihre entsprechenden A^B^C^D^ angenommen und jedem fünften Punkte nnd 
jeder fünften Geraden in 2 kann daher, wie eben bewiesen wurde, nur ein 
durch die Annahmen bestimmter Punkt, beziehungsweise eine bestimmte Gerade 
entsprechen. 

In ganz ähnlicher Weise lässt sich obiger Satz rechtfertigen, wenn die 
zwei Grundgebilde der zweiten Stufe zwei Strahlenbündel, oder ein ebenes 
System und ein Strahlenbündel sind. 

Aus diesem Satze ergibt sich unmittelbar der folgende : 

9. Zwei ebene Vierecke, oder zwei aus vier Strahlen 
bestehende Strahlenbündel, oder auch ein ebenes Viereck, 
nnd ein aus vierStrahlen bestehender Strahlenbündel, können 
immer als Tbeile collinearer Gebilde betrachtet werden. 
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Liegt j^der Pnokt eines ebenen Systemes 2 in dem ihm entsprechenden 
Strahle eines mit S collinear verwandten Strablenbflndels s, so ist 2 ein 
Schnitt des Bflndels s and der letztere wird ein Schein von 2* genannt. 
Die Bezeichnung Schein findet ihre Rechtfertigung in der Vorstellnng, dass die 
Strahlen des Bfindels Lichtstrahlen seien, welche von den einzelnen Punkten 
des ebenen Systemes ausgehen. Ein Strahlenbündel, welcher der Schein eines 
ebenen Systemes ist, heisst auch in Bezug auf dieses System ein projicirender 
BQndel. Schneidet man einen Strahlenbfindel durch zwei Ebenen, so ergeben 
sich als Schnitte zwei ebene Systeme, deren jedes als die Projection des 
andern betrachtet werden kann. Der Bflndel, dessen Schnitte die zwei Systeme 
bilden» ist dann fQr beide zugleich projicirend nnd sein Mittelpunkt wird das 
Projectionscentrum der zwei Systeme genannt. 

Perspectivisch liegend oder perspectivisch nennt man: 

1. Zwei ebene Systeme, weiche Schnitte desselben Strahlenbündels sind. 

2. Zwei* Strahlenbünde], welche Scheine desselben ebenen Systemes sind. 

3. Ein ebenes System und einen Strahlenbündel, wenn ersteres ein 
Schnitt des letzteren ist. 

4. Zwei collineare ebene Systeme, welche in derselben Ebene liegen, 
wenn sie eine Punktreihe und einen Strahlenbüschel entsprechend gemein haben. 

ö. Zwei collineare concentriscbe Strahlenbündel, wenn sie einen Strahlen- 
büschel und einen Ebenenbüschel entsprechend gemein haben. 

Dass in den drei ersteren F&llen die beiden perspectivisch liegenden 
Gebilde immer collinear sind, ist leicht einzusehen, man kann also sagen : 

Je zwei perspectivisch liegende Grundgebilde der 
zweiten Stufe sind collinear verwandt. 

Nachdem im Falle 1 die beiden ebenen Systeme auch immer eine Punkt- 
reihe und im Falle 2 die beiden Strahlenbündel einen Ebenenbüschel 
entsprechend gemein haben, so folgt, dass zwei perspectivische 
ebene Systeme immer eine Punktreihe und zwei perspec- 
tivische Strahlenbünde] immer einen Ebenenbüschel ent- 
sprechend gemein haben müssen. 

Auch der nachstehende Satz ergibt sich aus den obigen Erklärungen fast 
unmittelbar : 

10. Je zwei ein förmige Grundgebilde, welche einander 
in perspectivischen Grundgebilden der zweiten Stufe 
entsprechen, liegen perspectivisch. 

Für die drei ersten Fälle ist dieser Satz selbstverständlich ; dass er auch 
bezüglich der Fälle 4 und 5 Geltung hat, ergibt sich aus folgender Betrachtung: 

Liegen zwei collineare ebene Systeme 2 nnd 2^ in derselben Ebene und 
haben sie einen Strahlenbflschel 8 und eine Punktreihe R entsprechend gemein, 
so schneiden sich je zwei entsprechende Gerade a und a^ in einem Punkte von 
B und jedem Punkte in a entspricht der Schnittpunkt des durch a gehenden 
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Strahles von 8 mit der Geraden a, . Hieraos folgt, dass die aaf a nnd a^ dnrch 
entsprechende Punkte von 2 und 2^ gebildeten Punktreihen Schnitte des 
Büschels 8 sind, also perspectivisch liegen. — Sind A nnd A^ zwei beliebige 
entsprechende Punkte von 2 und 2^, so entspricht irgend einer dnrch A 
gehenden Geraden, deren Schnittpunkt mit dem Träger von B wir dnrch B 
bezeichnen wollen, die Verbindungslinie der Punkte A^^ nnd B. Daraus kann 
man schiiessen, dass die zwei sich entsprechenden Strahlenbttschel, wovon der 
eine seinen Mittelpunkt in A, der andere in A^ hat, Scheine der Reihe B sein 
müssen, sich also in perspectivischer Lage befinden. — Nachdem nun die aof 
a und a^ gelegenen Punktreihen, sowie die zwei Strahlenbflschel, deren Mittel- 
punkte A und A^ sind, als ganz beliebige Paare sich entsprechender einförmiger 
Gebilde von 2 und 2^ betrachtet werden können, so ist obiger Satz für den 
Fall 4 bewiesen. 

Der Beweis für den Fall 5 kann auf ganz ähnliche Art durchgeführt 
werden. Man hat eben zu zeigen, dass je zwei entsprechende Ebenenbüschel 
Scheine des Strahlenbttschels sind, der beiden Bündeln entsprechend gemein ist, 
und dass je zwei entsprechende Strahlenhüschel Schnitte jenes Ebenenbüschels 
sein müssen, den die beiden Bündel entsprechend gemein haben. 

11. Wenn ein ebenes System 2 mit einem Strah len- 
bündel s collinear verwandt ist und vier gleichartige 
Elemente des Systemes, von welchen keine drei demselben 
einförmigen Grundgebilde angehören, in den ihnen ent- 
sprechenden Elementen des Bündels liegen, so ist 2 ein 
Schnitt vo n s. 

Ist nämlich 2^ das ebene System, welches sich als Schnitt des Trägers 
von 2 mit dem Bündel s ergibt, so müssen nach Satz 7 die beiden Systeme 2 
nnd 2^ identisch sein, woraus folgt, dass 2 einen Schnitt von s bildet. 

Auch die nachstehenden Sätze lassen sich mit Hilfe des Satzes 7 in 
einfacher Weise rechtfertigen : 

12. Haben zwei collineare Haben zwei collineare 

ebene Systeme 2 und 2^^ Strahlenbündel s nnd s^ 
deren Träger nicht coinci- deren Mittelpunkte nicht 
diren, eine solche gegen- coincidiren, eine solche 
seitige Lage, dass die Geraden, gegenseitige Lage, dass die 
welche vier Punkte des Geraden, in welchen vier 
Systems 2, von denen keine Ebenen des Büschels s, von 
drei in derselben Geraden denen keine drei durch die- 
liegen, mit den entsprechen- selbe Gerade gehen, die ent- 
den Punkten von^j verbinden, sprechenden Ebenen von 8^ 
in einem Punkte zusammen- schneiden, in einer Ebene 
treffen, so bilden 2 nnd 2^^ liegen, so bilden s und Sj 
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Schnitte desselbeo Ötrabieu- Sciieiue desselben ebenen 
bfindels. Systems. 

(Satz links) Verbindet man sämmtlicbe Punkte von 2 mit jenem Pankte 
O, in welchem sich die vier erw&bnten Verbindangslinien treffen, so entsteht 
ein StrahlenbOndel s, der einen Schein des Systemes 2 bildet. Ebenso erh&lt 
man einen Strahlenbündel 8, , wenn man alle Pankte von 2^ mit verbindet. 
Nachdem nun die beiden Bfindel $ und 8^ coUinear sind und vier Strahlen 
entsprechend gemein haben, so müssen sie identisch sein, wodurch obiger Satz 
gerechtfertigt erscheint. 

Der Satz rechts lässt sich durch eine ganz analoge Schlussfolgerung 
beweisen. 

13. Haben zwei collineare Haben zwei collineare 

ebene Systeme einen Strah- Strahlenbündel einen Strah- 
lenbttschel, oder eine Punkt- lenbüscbel, oder einenEbenen- 
reihe entsprechend gemein, bttschel entsprechend gemein, 
so liegen sie perspectivisch. so liegen sie perspecti visch. 

(Satz links). Wenn zwei collineare ebene Systeme 2 und 2^ einen 
Strahlenbflschel 8 entsprechend gemein haben, so liegen sie in derselben Ebene. 
Dass sie dann auch eine Punktreihe entsprechend gemein haben, also perspecti- 
visch liegen, kann wie folgt nachgewiesen werden. Ist der Mittelpunkt von 8 
und Ä irgend ein Punkt des Systemes 2, so liegt der dem Punkte Ä entspre- 
chende Ä^ in der Geraden AO, nachdem AO als ein Strahl des Bflschels 8 sich 
selbst entsprechen muss. Sind nun A und A^ die Mittelpunkte zweier in 2 und 
2^ sich entsprechender Strahlenbüschel 8^ und 8^, so müssen Si und 8^ 
perspectivisch liegen, sich also in einer Pnnktreihe B schneiden, weil sie den 
Strahl AO entsprechend gemein haben. Jeder Punkt der Reihe R ist ein sich 
selbst entsprechender ; denn verbindet man irgend einen solchen Punkt, z. B. P 
mit 0, so erscheint derselbe als Dnrchschnittspunkt der Geraden AO und PO 
des Systemes 2, welcher mit dem Schnittpunkte jener Geraden A, und PO des 
Systemes 2^ zusammenfällt, die den zuerst genannten Geraden entsprechen. 
Die Reihe R ist also den beiden Systemen entsprechend gemein. — Dass es 
ausser R im allgemeinen keine zweite selbstcntsprechendc Reihe geben kann 
geht darans hervor, dass 2 und 2^ nach Satz 7, 3. Abschnitt, identisch sein 
müsRten, wenn sie zwei Reihen entsprechend gemein hätten. — Ans dieser 
Untersuchung folgt auch, dass je zwei entsprechende Strahlenbüschel der 
Systeme 2 und 2^ sich in der Reihe R schneiden. 

Haben zwei collineare ebene Systeme 2 nnd 2^ eine Pnnktreihe R ent- 
sprechend gemein, so können sie entweder in derselben, oder in verschiedenen 
Ebenen liegen. Nehmen wir zuerst an, sie befinden sich in derselben Ebene, so 
lässt sich leicht zeigen, dass sie auch einen Strahlenbüsche] entsprechend gemein 
haben und daher perspectivisch liegen müssen. Sind nämlich a und a^ irgend 
zwei sich entsprechende Gerade in .? nnd 2^, so schneiden sich dieselben in 

st au di gl: Lehrbach der ntuereii Geometrie. 15 
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einem Pnukte P der Reihe E, Die Panktreihen B^ and iE^, deren Träger a und 
Oj bilden und einander in den zwei Systemen entsprechen , liegen daher per- 
spectiviscb, weil sie den Punkt P entsprechend gemein haben. Der projicirende 
Büschel 8, der Reihen R^ nnd R^ ist nnn ein sich selbst entsprechender BOschel, 
denn irgend ein Strahl desselben, z. B. &, welcher etwa die Pankte Ä nnd Ä^ 
der zwei Reihen verbindet und dessen Schnittpunkt mit B wir B nennen wollen, 
ist eine sich selbst entsprechende Gerade, nachdem AB der Geraden A^B ent- 
sprechen muss. 2 und 2^ haben somit die Reihe B und den Bflschel S ent- 
sprechend gemein, sie liegen also perspectivisch. — Dass es im allgemeinen 
keine zwei sich selbst entsprechenden Bflschel geben kann, folgt aus dem Um- 
stände, dass 2 und 2^ nach Satz 7 identisch sein mttssten, wenn sie zwei 
Bflschel und die Reihe B entsprechend gemein h&tten. 

Der Beweis fflr den Fall, in welchem 2 nnd 2^ nicht in derselben Ebene 
liegen, kann wie folgt gegeben werden. Sind B^ und B^ irgend zwei sich ent- 
sprechende Reihen, so schneiden sich ihre Träger in einem Punkte der Reihe 
B, welche beiden Systemen entsprechend gemein ist , daher liegen B^ and B^ 
perspectivisch. Verbindet man ihr Projectiouscentrum mit allen Punkten von 
2, so erhält man einen Strahlenbflndel, der von dem Träger des Systemes 2^ in 
einem ebenen Systeme 2^ geschnitten wird, welches mit 2 , also auch mit 2^ 
coUinear verwandt ist. Da nun 2^ nnd 2^ die Punktreihen B und B^ entspre- 
chend gemein haben, so sind sie identisch, daher bilden 2 und 2^ Schnitte des- 
selben Strahlenbflndels (mit dem Mittelpunkte 0) und liegen sonach perspectivisch. 

(Satz rechts). Haben zwei collineare Strahlenbflndel s und s, einen 
Strahlenbflschel 8 entsprechend gemein, so liegen sie concentrisch und je zwei 
sich entsprechende £benen mflssen sich in einem Strahle von S schneiden. Hier- 
aus folgt, dass je zwei entsprechende Strahleubflschel, nachdem sie einen Strahl 
von ^ entsprechend gemein haben , perspectivisch liegen. Der Ebenenbflschel E^ 
welcher irgend zwei solche Strahlenbflschel 8^ und 8^ projicirt, ist beiden 
Strahlenbandeln entsprechend gemein, wie leicht einzusehen, wenn man bedenkt, 
dass jede Ebene von E den Träger des Bflschels 8 in einer selbst entsprechen- 
den Geraden schneidet. Die Strahlenbflndel 8 und s^ haben also einen Strahlen- 
bflschel 8 und einen Ebenenbflschel E entsprechend gemein, sie liegen daher 
perspectivisch. — Ausser dem Bflschel E können 8 und s^ im allgemeinen keine 
anderen Ebenenbflschel entsprechend gemein haben, weil sie sonst identisch 
sein mflssten. 

Der Beweis fflr den Fall, als 8 und s^ einen Ebenenbflschel entsprechend 
gemein haben , lässt sich auf ähnliche Art geben , wie jener, durch welchen 
gezeigt wurde, dass zwei collineare ebene Systeme perspectivisch liegen, wenn 
in denselben eine sich selbst entsprechende Punktreihe existirt. 

14. Haben zwei Dreiecke ABO und A^B^C^ eine solche 
gegenseitige Lage, dass die Geraden AA^, BB^^ CC^ in dem- 
selben Punkte zusammentreffen, so liegen die drei Punkte, 
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in welchen die Seiten AB, BC and AO beziehungsweise von 
den Seiten A^B^, B^C^ und A^C^ geschnitten werden , auf der- 
selben Geraden. Umgekehrt schneiden s i c h A^^ , ^J^^ and CC^ 
in demselben Punkte, wenndie Dorchschnitte derSeiten AB, 
5Cand AG mit den Seiten A^B^^ B^C^ und A^C^ auf derselben 
Geraden liegen. 

Befinden sich die beiden Dreiecke in verschiedenen Ebenen , so bilden sie, 
unter der Voraussetzung, dass AA^, BB^ und CO^ durch denselben Punkt 
gehen, zwei perspectivisch liegende ebene Systeme. Solche Systeme haben immer 
eine Pnnktreihe entsprechend gemein, daher schneiden sich je zwei entspre- 
chende Gerade der beiden Systeme in einem Punkte dieser Reihe. — Liegen 
die beiden Dreiecke in derselben Ebene und gehen AA^, BB^ und 00^ durch 
denselben Punkt 0, so bilden die zwei Dreiecke collineare ebene Systeme, 
welche einen Strahlenbttschel, n$lmlich OA^ OB, 00 entsprechend gemein 
haben, daher liegen sie nach Satz 13 perspectivisch und haben auch eine Punkt- 
reihe entsprechend gemein. 

Der Beweis fQr den zweiten Theil des obigen Satzes kann auf ganz ähn- 
liche Weise gefQhrt werden. 

Es fällt nicht schwer, fttr zwei aus drei Strahlen bestehende Strahlen- 
bttndel einen analogen Satz aufzustellen und nachzuweisen. 

Der Träger jener Punktreihe, welche in zwei perspectivischen ebenen 
Systemen sich selbst entspricht, wird die C o 1 1 i n e a t i o n s a x e, der Punkt, in 
welchem die Verbindungslinien von je zwei sich entsprechenden Punkten solcher 
Systeme zusammentreffen , das Gollineationscentrum und jede der 
erwähnten Verbindungslinien eiuGollineationsstrahl genannt. 

Liegen die beiden Systeme in verschiedenen Ebenen , so ist der Durch- 
schnitt ihrer Träger zugleich die Collineatioosaxe und der Mittelpunkt des 
StrahlenbUndels, dessen Schnitte die beiden Systeme bilden, das CoUineations- 
centrum. Liegen die beiden Systeme in derselben Ebene, so ist der Mittelpunkt 
jenes Strahlenbflschels, welchen sie entsprechend gemein haben, das Collinea- 
tionscentrum und jeder Strahl dieses Bdscbels ein Gollineationsstrahl. In jedem 
Falle, ob nun die beiden Systeme in verschiedenen Ebenen, oder in derselben 
Ebene liegen, schneiden sich je zwei entsprechende Gerade in 
einem Punkte der Gollineationsaxe. Daraus kann man schliessen, 
dass die Gegenaxen parallel zur Gollineationsaxe sind, nach- 
dem die unendlich ferne Gerade eines jeden der beiden Systeme die Gollineations- 
axe in einem unendlich fernen Punkte schneidet , gegen welchen auch die 
betreffende Gegenaxe convergiren muss. 

15. Dreht man von zwei perspectivischen ebenen Sy- 
stemen 2 und 2^ das eine um die Gollineationsaxe, während 
das andere seinen Grt nicht ändert, so bleiben 2 und 2^ 
perspectivisch und das Gollineationscentrum beschreibt 

15* 
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einen Kreis, dessen Ebene auf der Collineationsaxe senk* 
recht steht and seinen Mittelpunkt in der Oegenaze des 
rahenden Systemes hat. Der Halbmesser dieses Kreises ist 
gleich dem Abstände der Oegenaxe des gedrehten Systeme» 
von der Collineationsaxe. 

Dieser Satz leachtet ein, wenn man berttcksichtigt , dass zwei ebeoe 
Systeme immer perspectivisch liegen, wenn sie eine Panktreihe (die Collineations- 
axe) entsprechend gemein haben and dass aaf die sich entsprechenden Paukt - 
reihen, deren Träger mit der Collinationsaxe einen rechten Winkel bilden, der 
Satz 20, 1. Abschnitt, Anwendung findet. 

Liegen zwei perspectivische ebene Systeme in derselben Ebene, so kano 
man bezflglich ihrer gegenseitigen Lage zwei verschiedene Fälle ooterscheiden. 
Entweder verlaufen alle conjectivischen Punktreihen, deren Träger ein Gollinea* 
tionsstrahl ist, entgegengesetzt, oder sie verlaufen einstimmig. Im 
ersten Falle sagt man, die beiden Systeme liegen entgegengesetzt, im 
zweiten sie liegen einstimmig perspectivisch. 

Dass alle erwähnten conjectivischen Punktreihen entweder entgegengesetzt, 

oder alle einstimmig verlaufen, lehrt folgende Betrachtung. Sind und c 

(Fig. 68) beziehungsweise das Collineationscentrum und die Collineationsaxe 

^ ^Q , und zieht man durch O irgend 

(rlg. DO.) 

eine Gerade a, welche c in D 

schneidet, so ist a der Träger 
von zwei sich entsprechendeD, 
also conjectivischen Punkt- 
reihen R und R^, deren Dop- 
pelpunkte und D sein müs- 
sen. Die Gegenpunkte von R 
und R^ sind nun offenbar die 
Schnittpunkte G und Cr' der 
Geraden a mit den Gegenaxen 
g und g\ Nach Satz 38. und 39, 1. Abschnitt, liegen daher G und G' entweder 
zwischen den Punkten und P, oder ausserhalb der endlichen Strecke OD, 
woraus folgt, dass auch bezüglich der Lage der Gegenaxen nur zwei Fälle ein- 
treten können. Entweder befinden sich beide Gegenaxen zwischen c und 0, oder 
c und liegen zwischen den Gegenaxen. (Fig. 68, a und b). Im ersteren Falle 
verlaufen alle conjectivischen Reihen, deren Träger Collineationsstrahlen sind, 
entgegengesetzt, im zweiten einstimmig. — Da die Abstände OG und DG' 
bekanntlich einander immer gleich sind, so ergibt sich der nachstehende Satz : 
16. In entgegengesetzt perspec tivischen ebenen Syste- 
men liegen die beiden Gegenaxen g und g' zwischen der 
Collineationsaxe c und dem Collneationscentrum 0, in ein- 
stimmig perspectivischen Systemen aber befinden sieb c 
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and zwischen g und /. Die Entfernang des Punktes von 
g ist immer gleich jener der zwei Geraden c nnd g\ 

fifind vier beliebige Punkte ABGD eines ebenen Systemes ^, von denen 
keine drei derselben Geraden augehören, und die vier diesen Punkten entspre- 
chenden Punkte A^B^G^D^ eines zweiten ebenen Systemes 2^ gegeben, welches 
mit 2 coUinear verwandt ist, so erscheint jedem fttnften Punkte des einen 
Systemes der entsprechende Punkt im andern Systeme, wie bereits erklärt 
wurde, unzweideutig zugewiesen. Auch jeder beliebigen Geraden von 2 ent- 
spricht dann nur eine einzige Gerade nnd umgekehrt; daher ist die Lage der 
Gegenaxen in beiden Systemen eine vollkommen bestimmte. Um die Gegenaxen 
für diesen Fall — wenn ÄBCDund A^B^C^D^ bekannt sind — zu construiren, 
suche man den Durchschnittspunkt E der Geraden AB und CD, sowie auch den 
Schnittpunkt ^;i^ der Geraden A^B^ und 0^2),. Die sämmtlichen Punkte der 
Geraden AB und die ihnen entsprechenden Punkte in A^B^ bilden zwei pro- 
jectivische Punktreihen B und B^ (Satz 5, 3. Abschnitt), von welchen drei 
Paare entsprechender Elemente AA^, BB^ und EE^ sind; es ist also möglich 
in R und i^ die Gegenpunkte G und G' zu ermitteln. Dies geschieht wohl am 
einfachsten, wenn man B un'd 22, in perspectivischc Lage bringt, dasProjections- 
cenirum bestimmt, und aus letzterem Parallele zu den Trägern von B und R^ 
zieht. Wie leicht einzusehen ist G ein Punkt der Gegenaxe von 2 und G* ein 
Punkt der Gegenaxe von 2^. Wählt man statt AB und A^B^ etwa jiC und 
A^ C^ als Träger von Punktreihen, welche sich in 2 und 2^ entsprechen, und 
bestimmt in diesen Reihen die Gegenpunkte &,, &,, so sind die Geraden GG^ 
und G'G^ die verlangten Gegenaxen. 

Wir wollen nun untersuchen, ob man zwei beliebige coUineare ebene 
Systeme in perspectivische Lage bringen kann und wie dies zu geschehen hätte. 
Dabei setzen wir wieder voraus, von den zwei ebenen Systemen 2 und 2^ seien 
vier Paare sich entsprechender Punkte AA^, BB^^ CC^, DD^ (Fig. 69) bekannt 
und ABCD wären so gelegen, dass keine drei von diesen Punkten derselben 
Geraden angehören, was dann selbstverständlich auch bezflglich der Punkte 
iljJSj CjD, gilt. — Bestimmt man die Gegenaxen g nnd g* von 2 und 2^, wie 
eben erklärt wurde , verbindet den Schnittpunkt G der Geraden AB und der 
Gegenaxe g mit dem Punkte D und zieht durch D^ eine Parallele D^ IT zur 
Geraden A^B^ , so ist diese Parallele offenbar jene Gerade in 2^ , welche der 
Geraden DG in 2 entspricht. Würden nun 2 und 2^ perspectivisch liegen, so 
mflsste der Schnittpunkt P der Geraden AB, A^B^ und der Schnittpunkt Q der 
Geraden DG, D^lT sich selbst entsprechende Punkte sein und eine solche 
Lage haben, dass die Verbindungslinie PQ zu den Gegenaxen parallel wäre, 
nachdem P und Q Punkte der Gollineationsaxe sein würden. Um also die Systeme 
2 und 2^ in perspectivische Lage zu bringen hätte man dieselben so zu legen, 
dass zwei entsprechende Punkte von AB und A^B^ , sowie auch zwei entspre- 
chende Punkte von DG und D^ IT in Punkten P und Q coincidiren , deren Yer- 
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bindangsliDie za den Gegenaxeo parallel wäre. Dies kann immer leicht geschehen. 
Sind G* ond Fdie Schnittpunkte der Geraden A^B^ und DjCTmit der Gegen- 
axe g\ so bestimme man in g einen Ponkt H, der so gelegen ist, dass . 

GH=a'F 
ist, and ziehe durch H eine Parallele a zu AB, Den Schnittpunkt von a mit 
DG nennen wir Q. Die ans Q zn g parallel gezogene Gerade muss dann AB in 

(Fig. 69.) 



einem Punkte P schneiden, dessen Abstand von Q ebenso gross ist, als der Ab- 
stand jener Punkte P^ und Q^ des Systemes 2^, welche P und Q entsprechen. 
Daher ist es immer möglich die entsprechenden Strecken PQ und P^ Q^ zur 
Goincidenz zu bringen. Da nun die entsprechenden Reihen B und B^ , deren 
Träger PQ und P^Q^ bilden, congrnent sein mflssen, nachdem sie wegen ihres 
Parallelismus zu den Gegenaxen einander ähnlich sind und die entsprechenden 
Strecken PQ, P^Q^ gleiche Grösse haben (Satz 29, 1. Abschnitt), so fallen B 
und B^ mit allen ihren entsprechenden Elementen zusammen , sobald man die 
Punktpaare PP^ und QQ^ zur Goincidenz bringt. B und B^ bilden dann eine 
Punktreihe, welche 2" und 2^ entsprechend gemein haben, und ihr gemeinschaft- 
licher Träger muss die Collineationsaxe sein. — Dass 2 und 2^, wenn B und 
B^ zur Goincidenz gebracht sind , perspectivisch liegen, lehrt der Satz 13, 
3. Abschnitt 

Nachdem die Länge der Strecke G'F sowohl auf der einen, wie auf der 
anderen Seite von G aufgetragen werden kann, so ergeben sich auf AB und DG 
zwei Paare von Punkten PQ und PQ\ deren Verbindungslinie parallel zu g ist 
und mit den ihnen entsprechenden Punkten Pj ^j , P^'Q^' in S^ zur Goincidenz 
gebracht werden können. Hieraus folgt, dass man zwei collineare ebene Systeme 
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für zwei verschiedene Coliineationsaxen in perspcctiviscbe Lagu bringeu kann. 
— Bei dieser Untersuchung wurde allerdings vorausgesetzt, dass AB und DG 
in einem in endlicher Entfernung gelegenen Punkte G convergiren. Der specielle 
Fall, in welchem dies nicht stattfindet, wenn nämlich g in unendlicher Ent- 
fernung gelegen ist, wird in der Folge besonders untersucht werden. — Da J 
und 2*^, wenn sie auf die angegebene Weise in perspectivische Lage gebracht 
wurden, beliebig um die CoUineationsaxe gedreht werden können, ohne ihre 
perspectivische Lage zu verlieren, so folgt der Satz: 

17. Zwei collineare ebene Systeme können im allge- 
meinen immer für zwei verschiedene Coliineationsaxen 
in unendlich vielen Stellungen in perspectivische Lage 
gebracht werden. Sollen sie in derselben Ebene perspec- 
tiv isch li egen , so gibt es fü r j od c von den zwei niög lieben 
Coliineationsaxen zwei, also im Ganzen vier verschiedene 
Arten der perspectiv! sehen Lage. 

Aus diesem Satze geht hervor , dass mau von zwei collinearen Systemen 
im allgemeinen jedes als die Projection des andern betrachten kann. 

Wir wollen nun auch die Frage beantworten, ob ein ebenes System 2 und 
ein ihm coliinear verwandter Strahlenbündel s stets in perspectivische Lage 
gebracht werden können. Sind ABCD vier beliebige Punkte in J, von denen 
keine drei derselben Geraden angehören, und die diesen Punkten entsprechen- 
den Strahlen abcd in s bekannt, so ist irgend einem fünften Punkte in 2 ein 
einziger Strahl in 8 zugewiesen und der letztere kann mit Benützung der 
gegebenen Elemente bestimmt werden. Würde 2 gegen s perspectivisch liegen, 
so müsste der aus den Strahlen AB, AG, AD bestehende Strahlenbüschel S ein 
Schnitt des Ebenenbüschels (t sein, der durch die Ebenen ab^ ac, ad gebildet 
wird. Der Strahlenbüschel 8 lässt sich nun im allgemeinen wohl auf unzählig 
viele Arten mit a in perspectivische Lage bringen, jedoch kann die Ebene des 
Büschels S für alle diese Lagen nur zwei verschiedene Stellungen haben (Siehe die 
Bemerkungen zu Satz 30, 1. Abschnitt) und wenn nicht bloss S gegen (7, son- 
dern das ganze System 2 gegen s perspectivisch liegen soll, so müssten auch 
die Punkte B, C und Diu den ihnen entsprechenden Strahlen b, c und d zu liegen 
kommen, was im allgemeinen nicht der Fall sein kann, wie leicht einzusehen ist. 
Ans dieser Betrachtung folgt also ,dass ein ebenes System und ein 
ihm coliinear verwandter Strahlenbündel sich im allge- 
meinen nicht in perspectivische Lage bringen lassen. 

Sind g und g* (Fig. 70) die Gegenaxen, c die CoUineationsaxe und das 
CoUineationscentrum von zwei perspectivischen ebenen Systemen 2 und 2^, 
welche in derselben Ebene liegen, so kann zu irgend einem Punkte A des 
Systemes 2 der entsprechende A^ in 2^ wie folgt ermittelt werden : Man zieht 
den Collineationsstrahl OA, sowie auch eine beliebige zweite durch A gehende 
Gerade AM und bestimmt die der letzteren Geraden entsprechende G"M. Der 
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gesuchte Punkt Ä^ ergibt sich dann im Durchschnitte von OÄ mit G^'M. Dm 
die Gerade G^M zu erhalten, hat man nur durch eine Parallele zu AM zu 

ziehen, deren Schnittpunkt mit ff' wir 
(Fig- '^^•) G» nennen wollen, und (?" mit dem 

Punkte M zu verbinden , in welchem 
AM die Colli neationsaxe trifft. Dass 
G"M dieser Construction zufolge jene 
Gerade des Systenies 3j ist, welche der 
Geraden AM entspricht, geht daraus 
hervor, dass G" dem unendlich fernen 
Punkte in AM entspricht und der Pnnkt 
M, als ein Punkt der Colli neaUonsaxe 
sich selbst entsprechen muss. 

Zieht man irgend einen zweiten 
Collineationsstrabl, welcher AM in C 
und A^M in C^ schneidet, so bilden C 
und Oj ein Paar sich entsprechender 
Punkte. Ist ferner B ein beliehiger 
Punkt in OA und heisst der Schnitt- 
punkt der Geraden BC mit der Colli- 
neationsaxe M\ so entspricht der Geraden BC im Systeme 2 die Gerade 
CiM' im Systeme 2^, daher muss der Durchschnittspunkt B^ von OA und O^üT 
dem Punkte B entsprechen. Die Geraden MO, MD, MA und JfA, bilden nun 
einen Strahlenbüschel S, welcher gegen jenen Strahlenbüschel Sj, der aus den 
Strahlen M'O, M'D, M'B, MB^ besteht, perspectivisch liegt. Die beiden Büschel 
werden somit durch OA in conjectivischen Punktreihen geschnitten ; es besteht 
also die Gleichung : 

{AA^OD) = (BB^ODy 

Nachdem BB^ ein beliebiges Paar entsprechender Punkte in OA sind, so 
kann man statt B auch den in der Gegenaxe g gelegenen Punkt von OAy näm- 
lich G setzen und statt 5j den unendlich fernen Punkt U von OA^. 

Die obige Gleichung geht dann in folgende über: 
{AA^OD)==:{GUOD), 

oder 

AO Ap_GqGp^GO 
Ä^O '' A,D~UO ' UD GD' 

Ist G' der Schnittpunkt von AO mit der Gegenaxe g\ so muss 

GO=—G'D 



sein, man hat also 



AO AD ^ &D 
Afi ' A^D GD 
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Aas der Fig. 70 erkennt man, dass 

AO MG^^DG' 

I^~Ä[G''~ Ä,G' 

ißt ; nachdem nan auch dann, wenn das System 2^ durch Drehung um die Col- 

lineationsaxe in eine beliebige andere Stellung gebracht wird, die Gleichung 

besteht 

AO\^DG' 
Ä^O~Ä^G'' 
wie eine einfache Betrachtung lehrt, und bei dieser Drehung die Verhältnisse 

T-VTi ^r^ der Gleichung a ungeändert bleiben, so gilt diese Gleichung 
A^D GD 

auch für zwei nicht in derselben Ebene befindliche collineare 
Systeme, welche perspectivisch liegen. Wir können somit den 
Satz aufstellen : 

18. Sind A und A^ zwei entsprechende Punkte perspec- 
tivisch liegender ebener Systeme, deren Collineations- 
centrum ist und bezeichnet man den Werth des Verhält- 

AO 
nisses - . durch w, ferner den Werth des Verhältnisses 

AyO 

der Abstände, welche A und Ay von der Gollineationsaxe 

haben, durch n, so hat für j edes Paar entsprechender 

n 

Punkte einen constanten Werth. Dieser Werth heisst der 

Modnius der beiden Systeme und ist gleich dem Verhältniss 

der Abstände der Gegenaxeu von der Gollineationsaxe 

negativ genommen. 

Wenn die beiden Systeme in derselben Ebene entgegengesetzt 
perspectivisch liegen, so befinden sich, wie bereits erklärt, die Gegenaxeu 
zwischen dem Gollineationscentrum und der Gollineationsaxe, daherist für diesen 
Fall der Modul us immer negativ. Liegen die Systeme einstimmig perspec- 
tivisch, so haben sie einen positiven Modulus, nachdem das Gollineations- 
centrum und die Gollineationsaxe sich dann zwischen den Gegenaxeu befinden. — 

Wir wollen nun untersuchen, wie viele gemeinschaftliche Elemente zwei 
in derselben Ebene befindliche collineare ebene Systeme und zwei concentrische 
collineare Strahlenbündel haben können. 

Sind AA^ zwei entsprechende Punkte zweier collinearer Systeme 2 und 
2j, welche in derselben Ebene liegen, und nennt man 5, 8^ jene sich entspre- 
chenden Strahlenbflschel in 2 und 2^^ deren Mittelpunkte A^ A^ bilden, so 
erzeugen 8 und 8^ im allgemeinen einen Kegelschnitt IT, der die Punkte 
A und A^ enthält. Heissen femer B^ B^ irgend zwei andere entsprechende 
Punkte von S und S^ , eo erzeugen jene sich entsprechenden Strahlenbflflchel 
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s, Sj, deren Mittelpunkte B, B^ sind, ebenfalls einen Kegelschnitt K^, welcher 
durch B und B^ hindurchgeht. Die Kegelschnitte K und X^ haben einen Punkt, 
nämlich den Schnittpunkt C der Geraden AB und A^B^ gemein, denn diese 
Geraden bilden sowohl in S und S^, als auch in s und s^ ein Paar entsprechender 
Strahlen. K und K^ müssen sich daher noch in drei Punkten schneiden, von 
denen mindestens einer reell ist. Jeder Schnittpunkt von £^ und ^^ , mit Aus- 
nahme des Punktes C, ist nun ein Punkt, welchen die beiden Systeme J und 2^ 
entsprechend gemein haben, nachdem, wenn P irgend einen solchen Punkt 
bezcichuel, die Geraden AP, BF, den Geraden A^P^ B^P entsprechen. Dass 
der Punkt C im allgemeinen kein selbstentsprechender Punkt ist, folgt schon 
ans dem Umstände, dass derselbe als beliebig gewählt betrachtet werden kann 
und dass 2 und 2^ identisch sein mttssten, wenn sie vier Punkte von denen 
keine drei derselben Geraden angehören, entsprechend gemein hätten. Die drei 
sclbstentsprechenden Punkte liegen, wie leicht einzusehen, im allgemeinen 
nicht auf derselben Geraden. Nur in dem speciellen Falle, wenn K und K^ 
selbst gcradling sind, ist dies möglich ; dann liegen aber die beiden ebenen 
Systeme perspectivisch und ihre Collineationsaxe fällt mit dem perspectivischen 
Durchschnitte der Strahlenbüschel S und S^, so wie der Büschel s und s^ 
zusammen. 

Sind drei reelle selbstentsprechcnde Punkte vorhanden, so sind die Seiten 
jenes Dreieckes, dessen Ecken von diesen Punkten gebildet werden, selbst- 
entsprechende Gerade. Gibt es nur einen reellen selbstentsprechenden Punkt P« 
80 existirt immer eine, aber auch nur eine reelle selbstentsprechende Gerade 
|7, welche im allgemeinen nicht durch P geben kann, p ist nämlich jene ideelle 
gemeinschaftliche Secante der beiden Kegelschnitte K und K^ welche die zwei 
imaginären sclbstentsprechenden Punkte enthält. 

In dem speciellen Falle, wenn K und K^ sich berühren, ist die gemein- 
schaftliche Tangente im Berührungspunkte eine selbstentsprechende Gerade. 
Die beiden Systeme haben dann zwei Punkte und zwei Gerade, wovon die eine 
die zwei Punkte verbindet und die andere durch einen von den zwei Punkten 
geht, entsprechend gemein. 

Als Resultat unserer Untersuchung über die gemeinschaftlichen Elemente 
zweier collinearer ebener Systeme können wir nun den Satz aufstellen : 

19. Zwei collineare ebene Systeme, welche in defselben 
Ebene, aber nicht perspectivisch liegen, haben im allge- 
meinen die Eckpunkte und Seiten eines Dreieckes entspre- 
chend gemein. Zwei Eckpunkte, also auch zwei Seiten 
dieses Dreieckes können imaginär sein; ein Eckpunkt und 
eine Seite sind jedoch immer reell. 

Ein analoger Satz gilt auch bezüglich zweier concentrisch liegender 
collinearer Strahlenbündel, wie leicht einzusehen ist, wenn man sich beide 
Bündel durch irgend eine Ebene geschnitten denkt. In dieser Ebene ergeben 



Digitized by 



Google 



CollinecUion der Chnmdgebüde zweiter Stufe. 235 

sich als Schnitte mit den zwei Bflndeln zwei collineare ebene Systeme, deren 
gemeinschaftliche Elemente aas dem Mittelpunkte der Strahlenbündel durch 
gemeinschaftliche Elemente der letzteren projicirt werden. 

Zum Schlüsse dieses Kapitels geben wir noch einige Definitionen, welche 
sich auf Ornndgebüde der zweiten Stufe beziehen. 

Unter einem einfachen neck versteht man ein System von n in 
derselben Ebene liegenden Punkten, die man sich in bestimmter Ordnung 
auf einander folgend denkt, mit den n Geraden, welche je zwei unmittelbar 
auf einander folgende Punkte verbinden. Die n Punkte heisscu Eckpunkte 
und die n Verbindungslinien Seiten des neckes. 

Einfaches nseit wird ein System von n in derselben Ebene liegenden 
Geraden genannt, welche man sich in bestimmter Ordnung auf einander folgend 
denkt, mit den n Durchschnittspunkten von je zwei unmittelbar auf einander 
folgenden Geraden. Die n Geraden heissen Seiten, die n Punkte Ecken des 
nseits. 

Ein einfaches neck ist also gleichbedeutend mit einem einfachen nseit. 

Jede Verbindungslinie nicht unmittelbar auf einander folgender Eckpunkte 
eines einfachen neckes oder nseits wird eine Diagonale und jeder Durch- 
schnittspunkt von je zwei nicht unmittelbar auf einander folgenden Seiten ein 
Diagonalpunkt genannt. 

Ein einfaches neck wird durch jeden ausserhalb seiner Ebene gelegenen 
Punkt durch ein einfaches nkant und jedes einfache nseit durch ein 
einfaches nseit im Strahlenbflndel projicirt. Das einfache nkaot, 
so wie auch das einfache nseit im Strahlenbflndel haben daher n Kanten und 
n Seiten. 

Ein vollständiges neck wird durch ein System von n in derselben 

Ebene liegenden Punkten mit den — i— -— ^ Verbindungslinien dieser Punkte, 
und ein vollständiges nseit durch ein System von n in derselben Ebene 
liegenden Geraden mit den - — ^— ^ Durchschnittspunkten dieser Geraden ge- 

bildet. Das vollständige neck hat also nEckpnnkte und -—^ Seiten , das 

vollständige nseit nSeiten und — ^ — - Eckpunkte. Dass im vollständigen neck 

~^~ — ~ Seiten vorhanden sein mOssen, sieht man leicht ein, wenn man berück- 
sichtigt, dass jeder Eckpunkt mit allen flbrigen Eckpunkten durch (n — 1) 
Seiten verbunden erscheint. 

Ein vollständiges neck wird durch jeden ausserhalb seiner Ebene befind- 
lichen Punkt durch ein vollständiges nkant, und ein vollständiges nseit 
durch ein vollständiges nseit im Strahlenbflndel projicirt. Das 
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vollständige nkant hat somit nEanten und -^— ^ — - Seiten, während das voll- 

ständige nseit im Strahlenbttndel ans nSeiten ond - ^ Kanten besteht. 

Wenn die Ecken and Seiten eines neckes, das einem ebenen Systeme 
1 angehört, bcziehangsweiso den Ecken und Seiten eines neckes entsprechen, 
welches in einem mit ^ collinear verwandten ebenen Systeme ^^ liegt, so sagt 
man, dass die beiden necke sich entsprechen. Ebenso nennt man zwei nseite 
sich entsprechende Gebilde, wenn ihre Seiten und Ecken entsprechende 
Elemente collinearer Systeme sind. 

Zwei nkante oder nseite im Strablenbflndel werden entsprechende 
Gebilde genannt, wenn ihre Kanten nnd Seiten dnrch entsprechende Elemente 
zweier collinearer Strahlenbündel gebildet werden. 

Mit Rftcksicht anf diese Erklärungen kann nun aas obigem Satze 19 der 
folgende abgeleitet werden: Zwei concentrische collineare Strahlenbündel, 
welche nicht perspectivisch liegen, haben im allgemeinen die Kanten and Seiten 
eines Dreikantes entsprechend gemein. Zwei Kanten, also auch zwei Seiten 
dieses Dreikantes können imaginär sein ; eine Kante and eine Seite sind jedoch 
immer reell. 



b) Hpeelelie eoUineare Yerwandtsehaft: Afllnltftt, Aekniiehkelt, Congmens. 

In dem speciellen Falle, wenn die unendlich fernen Geraden von zwei 
collinearen ebenen Systemen einander entsprechen, oder, was dasselbe ist, wenn 
die Gegenaxen solcher Systeme in unendlicher Entfernung liegen , nennt man 
die beiden Systeme affin. Die Affinität ist also ein specieller Fall der 
Collineation. 

Aus dieser Erklärung und dem Satze 2, 3. Abschnitt, ergibt sich 
unmittelbar : 

20. In affinen ebenen Systemen entsprechenparallelen 
Geradendes einen Systems parallele Gerade des andern. 

Aus dem Satze 5, 3. Abschnitt, kann man schliessen: 

21. In affinen ebenen Systemen sind je zwei entspre- 
chende Pnnktrcihen einander ähnlich. 

Solche Punktreihen sind nämlich dem erwähnten Satze zufolge projec- 
tivisch und da ihre unendlich fernen Elemente sich entsprechen, so müssen sie 
auch ähnlich sein. 

Eine Specialität des Satzes 8, 3. Abschnitt, ist der folgende : 

22. Will man zwei ebene Systeme 2 und 2^ affin auf 
einander bezieben, so kann man in jedem derselben ein 
Dreieck beliebig annehmen und die Seiten des einen 
Dreieckes den Seiten des andern willkürlich als entspre- 
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chende Gerade zuweisen. Jedem Elemente in 2 entspricht 
dann ein durch diese Annahmen vollkommen bestimmtes 
Element in J,. 

Da nämlich die unendlich entfernten Geraden der beiden afGnen Systeme 
schon ein Paar entsprechender Geraden bilden, so können, wie der angefahrte 
Satz lehrt, nur mehr drei Paare von Geraden beliebig gewählt werden. 

Sind abc und a^b^c^ die beziehungsweise in 2 und 2^ liegenden, einander 
als entsprechend zugewiesenen Geraden und heissen ASO, A^B^C^ die Eck- 
punkte jener zwei Dreiecke, deren Seiten diese Geraden bilden, so kann man, 
um zu irgend einem Punkte D in S den entsprechenden D, in 2^ zu bestimmen, 
folgendermassen verfahren : Man verbindet D mit Ä, wodurch sich im Schnitt- 
punkte von AD mit der Dreieckseite BC ein Punkt E ergibt, bestimmt in B^C^. 
jenen Punkt J^|, welcher der Proportion entspricht: 

BC i EG = B^ E^ '. J2?| t/| 
und verbindet E^ mit Ä^. Der gesuchte Pankt D, muss dann in A^E^ liegen 
und ist offenbar jener Punkt, der die Strecke Ä^E^ in demselben Verhältnisse 
theilt, wie der Punkt D die Strecke ÄE. 

Aus dem zuletzt aufgestellten Satze ergeben sich unmittelbar die 
folgenden : 

23. Zwei Dreiecke können immer als affine Figuren 
betrachtet werd eu. 

24. Zwei affine ebene Systeme sind identisch, wenn sie 
ein Dreieck entsprechend gemein haben. 

Eine wichtige Eigenschaft affiner ebener Systeme ist, dass die Flächen- 
inhalte von irgend zwei entsprechenden Figuren derselben ein constantes 
Grössen verhäUniss haben, um dies zu beweisen nehmen wir an, D und d 
(Fig. 71) seien irgend zwei beliebige Dreiecke eines ebenen Systemes 2 und 
Dj, d^ die entsprechenden Dreiecke eines mit 2 affinen ebenen Systemes 2^, 

(Fig. 71.) 
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Die Seiten G and g betrachten wir als Gmodlinien der Dreiecke D und d, die 
entsprechenden Seiten G^ and g^ als Grandlinien der Dreiecke D^ and d^. 
Zieht man darch die Spitze eines jeden der vier Dreiecke eine parallele Gerade 
zar Grandlinie, nämlich die Geraden m, n, m^, n^, so erhält man zwei 
Parallelogramme P and P^, welche darch m,n,m^,n^ ond jene Geraden za 
Stande kommen, in denen die Grandlinien G^ g and G^, g^ liegen. Bezeichnet 
man die in den Geraden G and G^ gelegenen Seiten der beiden Parallelogramme 
beziehaugsweise darch S and S^^ so besteht nach obigem Satze 21 die 
Proportion : 

G:8 = G^ :Si. 

Da ferner P and D, so wie aach P^ and B^ gleiche Höhe haben, ist: 



and 



D-l^a.s 



i>.4 = ö. 



also 

Aaf dieselbe Art lässt sich zeigen, dass 

d',d^=P'.P^ 
sein mnss, woraus mit Rücksicht aaf die vorhergehende Proportion folgt : 

I):D^=d: d, a 

oder 

2>:(l==Di:(l, ß. 

Nachdem man sich jede beliebige ebene Figur aas Dreiecken zusammen- 
gesetzt denken kann, so l&sst sich aus diesen beiden Proportionen schliessen : 

25. In affinen ebenen Systemen haben die Flächen von 
irgend zwei entsprechenden Figuren ein constantes 
Grössenverhältniss und die Flächen zweier beliebiger 
Figuren des einen Systemes verhalten sich za einander, 
wie die Flächen der entsprechenden Figuren des anderen 
Systemes. 

Da der Schwerpunkt eines Dreieckes im Durchschnittspunkte jener 
Geraden erhalten wird, welche die Halbirnngspunkte der Seiten mit den gegen- 
flberliegenden Ecken verbinden, so sind in affinen ebenen Systemen die 
Schwerpunkte zweier entsprechender Dreiecke, wie leicht einzusehen, entspre- 
chende Paukte. Hieraus kann man schliessen, nachdem sich jede ebene Figur 
in Dreiecke zerlegen lässt : 

26. In affinen ebenen Systemen sind die Schwerpunkte 
entsprechender Figuren entsprechende Punkte. 
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Den allgemeinen Erklärangen Qber die perspectivische Lage collinearer 
Systeme zufolge liegen zwei affine ebene Systeme perspectiviscb, wenn 
sie Schnitte desselben Strahlenbflndels sind, oder, in dem Falle als sie derselben 
Ebene angehören, wenn sie eine Pnnktreihc und einen Strablenbflschel 
entsprechend gemein haben. Der StrahlenbQndel, dessen Schnitte zwei affine 
ebene Systeme bilden, ist immer einParallelstrahlenbttndel, wenn die 
Ebenen, in welchen die beiden Systeme liegen nicht parallel sind; denn 
sonst könnten sich die Gegenaxen nicht in onendlicher Entfernung befinden, 
wie es die affine Verwandtschaft verlangt. Liegen die zwei affinen Systeme i n 
derselben Ebene perspectiviscb, so ist der Strablenbflschel, welchen sie 
entsprechend gemein haben, immer ein Parallelbüschel, aasser in dem 
Falle, wenn je zwei entsprechende Gerade der beiden Systeme za einander 
parallel sind. W&ren nftmlich irgend zwei entsprechende Gerade a and a^ nicht 
parallel und setzt man voraus , der selbstentsprechende Strahlenbüschel hätte 
einen in endlicher Entfernung gelegenen Mittelpunkt, so könnten die Gegen- 
punkte der auf a und a^ befindlichen Punktreihen nicht in unendlicher Ent* 
femung liegen. 

Die CoUineationsaxe affiner Systeme wird Affinitätsaxe und jeder 
Gollineaüonsstrahl ein Affinitätsstrahl genannt. 

Ans den obigen Betrachtungen folgt, dass alle Affinitätsstrahlen 
im allgemeinen unter einander parallel sind, dass also das 
Collineationscentrum affiner Systeme im allgemeinen in unendlicher Entfernung 
liegt. Nur in dem Falle, wenn die Affinitätsaxe auch unendlich ferne gelegen ist, 
kann das Collineationscentrum solcher Systeme sich in endlicher Entfernung 
befinden. Diesen speciellen Fall wollen wir vorläufig nicht in Betracht ziehen 
und nehmen immer an, wenn das Gegentheil nicht ausdrücklich bemerkt ist, die 
Affinitätsaxe sei in endlicher Entfernung gelegen. 

Sind ÄÄ^ und BB^ irgend zwei Paare entsprechender Punkte, welche 
perspectivischen affinen Systemen, die in derselben Ebene liegen, angehören, 
so ist die Gerade AÄ^ der Geraden BB^ parallel, nachdem diese zwei Geraden 
Affinitätsstrahlcn sein mttssen. Heissen die Durchschnittspunkte von AA^ und 
BB^ mit der Affinitätsaxe beziehungsweise M und N, so besteht die Proportion : 

AM:A^M==BN:B^N, 
wie leicht einzusehen ist, wenn man berücksichtigt, dass die Geraden AB und 
A^B^ sich, als entsprechende Gerade, in einem Punkte der Affinitätsaxe 
schneiden. Bezeichnet das in unendlicher Entfernung gelegene Collineations- 
centrum, so ist der Werth des Doppelverhältnisses: 

AO AM 

A^O ' A^M 

der Modul US der affinen Systeme (Satz 18, 3 Abschnitt) und da das Verhält- 

AO 

niss — — _ den Werth 1 hat, so muss 
A^O 
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A,M ^B^N 
AM ~ BN 
gleich dem Modnlns sein. Hierans folgt, dass der Modnlns aach gleich ist dem 
Verhältnisse der Abstände irgend zweier sich entsprechender Punkte von der 
Afflnitätsaxe und da diese Abstände keine Aenderong erleiden, wenn man das 
eine der beiden Systeme um die Affinitätsaxe dreht, so kann man schliessen : 

27. In zwei perspectivischen, affinen Systemen hat das 
Verhältniss der Abstände irgend zweier entsprechender 
Punkte von der Affinitätsaxe einen constanten Werih, 
welcher gleich dem Modnlns der beiden Systeme ist 

Liegen die zwei affinen Systeme in derselben Ebene und befinden sich 
zwei entsprechende Punkte zu verschiedenen Seiten der Affinitätsaxe, so ist der 
Modulus negativ und man sagt, dass die Systeme entgegengesetzt 
perspectivisch liegen. Befinden sich aber zwei entsprechende Punkte auf 
derselben Seite der Affinitätsaxe, so hat der Modulus einen positiven Werth 
und die beiden Systeme werden einstimmig perspectivisch liegend 
genannt. 

Sind D und D^ (Fig. 72.) irgend zwei entsprechende Dreiecke perspec- 
tivisch liegender affiner Systeme, so hat nach Satz 25, 3. Abschnitt^ das 

,^. -« , Verhältniss der Flächen von D 

(Flg. 72.) ^ 

und D, einen für je zwei solche 

Dreiecke constanten Werth. Dieser 
Werth ist gleich dem Modulus 
der beiden Systeme, wie folgende 
Betrachtung lehrt. — Die Eck- 
punkte von 2> seien ABCy jene 
von D, nennen wir A^B^C^ und 
die iu der Affinitätsaxe gelegenen 
Dnrchscbnittspunkte der Seiten 
AB, A^B^ und AC, -4,C, seien 
beziehungsweise P uutJ Q. — 
Obigem Satze 25 zufolge besteht 

dann die Proportion : 

D:D,=APQ:A,PQ; 

da nun die Dreiecke APQ und A^ PQ die Grundlinie PQ gemeinschaftlich haben, 
so verhalten sich ihre Flächen wie ihre Höhen. Die letzteren sind aber gleich 
den Abständen der entsprechenden Punkte A und A^ von der Affinitätsaxe, 
somit ist das Verhältniss der Flächen von D und D^ gleich dem Modulus der 
affinen Systeme. Hieraus folgt der Satz: 

28 In zwei perspectivischen affinen Systemen ist das 
Grössenverhältniss von irgend zwei entsprechenden Figuren 
gleich dem Modulus der beiden Systeme. 
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Wir wollen nun die Frage beantworten, ob zwei affine Systeme sich immer 
in perspectivische Lage bringen lassen and wie die betreffende Con- 
straction darchzafnhren wäre. 

Sind S and 8^ irgend zwei entsprechende Strahlenbdschel affiner ebener 
Systeme S und 2^, so gibt es in 8 zwei auf einander senkrecht stehende 
Strahlea r, s, deren entsprechende r^, Sj, in 8^ ebenfalls auf einander senkrecht 
stehen, nnd jedem rechten Winkel in 2, dessen Schenkel zn r, s parallel sind, 
entspricht ein ebenfalls rechter Winkel in 2^, dessen Schenkel parallel zn 
r,, s^ lanfen. In jedem von zwei affinen ebenen Systemen gibt es also zwei — im 
allgemeinen aber nicht mehr — anf einander senkrecht stehende Richtnngen, 
deren entsprechende im anderen Systeme ebenfalls einen rechten Winkel bilden. 
Diese Richtangen nennen wir die Nor mal rieh tu nge n der affinen Systeme. 
Heissen nun ABC die Ecken eines rechtwinkligen Dreieckes in 2, dessen 
Katheten AB, AC zu den Normairichtangen parallel sind, nnd nennt man 
A^B^C^ die Eckpunkte des diesem Dreiecke entsprechenden Dreieckes in ^,, 
so können 2 and ^| inperspectivische Lage gebracht werden, wenn es zwei solche 
Dreiecke ABC and A^B^C^ gibt, deren Hypothenusen BO, B^C^ gleiche Länge 
haben. Man wflrde nämlich 2 and 2^ in perspectivischer Lage erhalten, wenn 
man BC und B^ C^ zur Coincideuz brächte. Denn die auf BC und B^ 0^ 
befindliehen ähnlichen Punktreihen mflssten congroent sein, wenn BC^s^B^C^ 
wäre (Satz 29, 1. Abschnitt) und ihre vereinigten Träger würden die Affinitäts- 
axe bilden. Nimmt man eine Kathete des Dreieckes ABO, etwa AB, beliebig 
an, so ist die Länge der Kathete A^B^ vollkommen bestimmt. Wird non voraus- 
gesetzt, die Katheten AC und A^C^ hätten fflr den Fall als BC=^B^C^ ist, 
beziehungsweise die Längen x und rr^ so besteht die Gleichung 

AB^ + x^^A,B^^ + w V, 
wenn m dass Verhältniss angibt, welches je zwei entsprechende Strecken 
der anf iiCund A^C^ befindlichen Panktreihen zn einander haben. Ans dieser 
Gleichung ergibt sich 

f w2— 1 

woraus zu ersehen ist, dass x auch imaginär sein kann, AB mag wie immer 
gewählt werden. Für diesen Fall ist es nicht möglich, die beiden Systeme in 
perspectivische Lage zu bringen. 

Existirt ein reeller Werth von a;, so sind nicht bloss dieaaf^Cand 
B^C^ gelegenen sich entsprechenden Panktreihen, sondern überhaupt irgend 
zwei entsprechende Reihen, deren Träger parallel za BC nnd B^C^ laufen, 
congruent. Nachdem aber, wenn 2; reell ist, im allgemeinen noch eine zweite 
Gerade aus J? gezogen werden kann, deren zwischen^ und AC gelegene Strecke 
B(7 gleich der Länge der entsprechenden Strecke B^ C^ ist, so gibt es im all- 
gemeinen noch ein zweites System von parallelen Geraden in 2 und 2^, welche 
Träger congruenter sich entsprechender Punktreihen sind. Nur wenn x^obO 

stand! gl: Lehrbuch der neueren Oeometrie. 16 
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wird, coincidiren BC ond BC mit AB und es gibt dann eine einzige Richtang, in 
welcher congruente entsprechende Panktreihen liegen. Diese Richtung mnss 
zugleich eine Normalrichtnng sein. 

Ans dieser Untersachnng können wir also den Schlnss ziehen : 

29. Zwei affine ebene Systeme können nicht immer io 
perspectivische Lage gebracht werden, nachdem nicht 
immer congraente entsprechende Panktreihen in denselben 
vorhanden sind. Gibt es eine Reihe, deren entsprechende 
mit ihr congrnent ist, so sind unendlich viele solche Rei- 
hen vorhanden. Ihre Träger haben entweder zwei ver- 
schiedene Richtungen, welche mit einer Normalrichtnng 
gleiche Winkel bilden, oder sie sind alle parallel zn einer 
Normalrichtnng. In diesen beiden F&llen kann man S und 
^, auf an en dl ichvieleArten in perspectivische Lage bringen. 

Zwei afßne ebene Systeme, in welchen je zwei entsprechende Strecken 
dasselbe Längenverhältniss haben, werden ähnlich genannt. Während also in 
affinen ebenen Systemen nur solche entsprechende Strecken ein bestimmtes 
constantes Längenverhältniss haben, die denselben sich entsprechenden Rich- 
tungen parallel sind, so ist in ähnlichen ebenen Systemen das Längenverhält- 
niss von irgend zwei entsprechenden Strecken constant, welche auch ihre Rich- 
tungen sein mögen. Die Aehnlichkeit ist somit ein specieller Fall der Affinität. 

In ähnlichen ebenen Systemen haben je zwei entspre- 
chende Winkel gleiche Grösse, wie leicht einzusehen ist, wenn man 
berflcksichtigt, dass je zwei entsprechende Dreiecke solcher Systeme in Folge 
der Proportionalität ihrer Seiten einander ähnlich sein müssen. Hieraus folgt, 
dass je zwei entsprechende Strahlenbflschel ähnlicher 
ebener Systeme congruent sind. 

Sowie bei affinen ebenen Systemen Oberhaupt hat auch das Yerhältniss 
der Flächen von je zwei entsprechenden Figuren ähnlicher Systeme einen con- 
stanten Werth. Dieser Werth ist gleich dem Verhältnisse der Quadrate irgend 
zweier entsprechender Strecken, wie mit Benützung eines bekannten Lehrsatzes 
der elementaren Geometrie leicht nachgewiesen werden kann. 

Liegen zwei ähnliche ebene Systeme 2 und 2^ perspectivisch, so bilden 
je zwei entsprechende Gerade mit der Gollineationsaxe gleiche Winkel und da 
solche Gerade sich auch in dieser Axe schneiden sollen, so müssten 2 und 2^ 
congruent sein, wenn ihre Gollineationsaxe in endlicher Entfernung gelegen 
wäre. Die Gollineationsaxe ähnlicher nicht congrnenter 
ebener Systeme liegt somit in unendlicher Entfernung. 
Hieraus kann man schliessen , dass die Ebenen perspectivischer 
ähnlicher Systeme immer zu einander parallel sind, oder 
zusammenfallen. Das Gollineationscentrum befindet sich 
stets in endlicher Entfernung. Denn wärde es unendlich ferne liegen, 
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so mflssten die beiden Systeme coDgrnent sein, nachdem in diesem ^alle je zwei 
entsprechende Pnnktreihen congrnent wären. — Das Gollineationscentram ähn- 
licher Systeme wird der Aehnlichkeitspnnkt genannt. Die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte heissen Aehnlich keitsstrahlen. 

Befinden sich je zwei entsprechende Punkte perspectivischer ähn- 
licher Systeme 2 und 2^ zu verschiedenen Seiten des Aehnlichkeitspunktes, so 
sagt man, dass ^und^'^ entgegengesetzt perspectivisch liegen und wenn 
je zwei entsprechende Punkte auf derselben Seite des Aehnlichkeitspunktes 
gelegen sind, so werden ^ und 2^ einstimmig perspectivisch genannt. Im 
ersteren Falle heisst der Aehnlichkeitspunkt ein innerer, im zweiten ein 
äusserer. 

Nachdem das Verhältniss der Abstände je zweier entsprechender Punkte 
von der unendlich fernen Gollineationsaxe ähnlicher ebener Systeme gleich der 
Einheit ist, so muss der Modul us solcher Systeme gleich dem Verhältnisse der 
Abstände irgend zweier entsprechender Punkte vom Aehnlichkeitspunkt, oder 
was dasselbe ist, gleich dem Längenverhältnisse von irgend zwei entsprechenden 
Strecken sein (Satz 18, 3. Abschnitt). Der Modulus einstimmig perspectivischer 
Systeme ist demnach positiv, der Modulus entgegengesetzt perspectivischer 
Systeme negativ. 

Zwei ähnliche ebene Systeme können immer dadurch in perspectivische 
Lage gebracht werden , dass man irgend zwei nicht parallele Gerade des einen 
Systemes mit den ihnen entsprechenden Geraden des anderen Systems in paral- 
lele I^age bringt. Denn es laufen dann je zwei entsprechende Gerade zu ein- 
ander parallel und schneiden sich in einem unendlich fernen Punkte, welcher 
der Gollineationsaxe angehört. 

Ein specieller Fall der Aehnlichkeit ist die Gongruenz, da zwei ähnliche 
ebene Systeme congruent genannt werden, wenn das Längenverhältniss von je 
zwei entsprechenden Strecken gleich der Einheit ist, also je zwei solche Strecken 
gleiche Länge haben. In congruenten ebenen Systemen sind somit je zwei ent- 
sprechende Strecken, sowie auch je zwei entsprechende Winkel einander gleich. 

Die Gollineationsaxe congruenter ebener Systeme, welche perspectivisch 
liegen, kann sowohl in endlicher, als auch in unendlicher Entfernung gelegen 
sein. Im ersteren Falle befindet sich das Gollineationscentrum unendlich weit 
entfernt, im zweiten kann es entweder ebenfalls unendlich ferne, oder zwischen 
je zwei entsprechenden Punkten in gleichen Abständen von ihnen entfernt liegen. 
Befinden sich die zwei perspectivischen congruenten Systeme in derselben Ebene 
und haben sie eine in endlicher Entfernung gelegene Gollineationsaxe, so stehen 
alle Gollineationsstrahlen senkrecht auf dieser Axe und der Abstand, von je zwei 
entsprechenden Punkten wird durch die Axe halbirt. — Der Modulus congru- 
enter ebener Systeme ist gleich ± 1. 

Dass je zwei congruente ebene Systeme auf unendlich viele Arten in per- 
spectivische Lage gebracht werden können, ist selbstverständlich. 

16* 
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e) lüTolatloii eollinearer Ctmndfebttde der zweiten Stufe. 

Haben zwei in derselben Ebene befindliche coUineare Systeme 2 and 2^ 
eine derartige Lage, dass jedem Punkte Ä ihrer Ebene derselbe Pankt A^ ent- 
spricht, ob man Ä als Punkt von 2 oder von 2^^ betrachtet, so sagt man, dass 
die beiden Systeme involutorisch liegen, oder dass sie eine InvolatioD 
bilden. Häufig fasst man beide Systeme als ein einziges auf und bezeichnet sie 
als ein in volntorisches ebenes System. — Dass in zwei involatorisch 
liegenden ebenen Systemen auch jeder Geraden a dieselbe Gerade a^ entspricht, 
man mag a als Element des einen oder des anderen Systems betrachten, ist 
leicht einzusehen. 

Diesen Erklärungen zufolge ist jede Verbindungslinie zweier entsprechen- 
der Punkte eines involntorischen ebenen Systemes eine selbstentsprechende 
Gerade. Sind daher Ä, A^ und B, B^ irgend zwei Paare solcher Punkte, so 
muss der Schnittpunkt der Geraden AA^ und BB^ ein selbstentsprechender 
Punkt und zugleich der Mittelpunkt eines Strahlenbflschels sein, welchen die 
involntorischen ebenen Systeme entsprechend gemein haben. Hieraus folgt (nach 
Satz 13, 3. Abschnitt), dass zwei zu einer Involution vereinigte ebene Systeme 
immer perspectivisch liegen. 

Nachdem die auf den Collineationsstrahlen solcher Systeme befindlichen 
Punktreihen (nach Satz 51, 1. Abschnitt) gleichfalls involutorisch sind, so coin- 
cidiren die Gegenpunkte von je zwei entsprechenden Reihen, deren Träger ein 
Gollineationsstrahl ist, woraus man schliessen kann, dass die Gegenaxen invola- 
torischer ebener Systeme zusammenfallen. Aus Satz 16, 3. Abschnitt, geht ferner 
hervor, dass ein Zusammenfallen dieser Gegenaxen nur dann möglich ist, wenn 
die ebenen Systeme entgegengesetzt perspectivisch liegen , und dass die ver- 
einigten Axen den Abstand des CoUineationscentrums von der Collineationsaze 
halbiren. 

Die Gollineationsaxe involutorischer ebener Systeme wird Involution s- 
a X e, das CoUineationscentrum Involutionscentrum und jeder Golline a- 
tionstrahl ein Involutionsstrahl genannt. 

Wir können nun den Satz aufstellen : 

30. Involutorische ebeneSysteme liegen immer entge geo- 
gesetzt perspectivisch. Ihre Gegenaxen fallen zusammen 
und halbiren den Abstand des Involntionce ntrums von der 
Involutionsaxe, daher ist ihr Modulus immer gleich — 1. 

Aus der Aber die Involution von Punktreihen gegebenen Erklärung und 
dem Satze 50, 1. Abschnitt, ergibt sich : 

31. Zwei coUineare Systeme, weichein derselben Ebene 
perspectivisch liegen, bilden eine Involution, wenn ihre 
Gegenaxen coincidiren, wenn also ihr Modulus gleich — 1 ist. 
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Da jede ans entsprechenden Punkten eines involntorischen ebenen 
Systemes bestehende Punktreihe (deren Träger ein Collineationsstrahl bildet) 
involutorisch ist, so werden je zwei entsprechende Punkte eines solchen Systemes 
durch das Involutionscentrum und die Involutionsaxe harmonisch getrennt. Das- 
selbe gilt bezüglich zweier entsprechender Geraden, nachdem jeder Strahlen- 
büschcl, welcher durch entsprechende Gerade gebildet wird (also seinen Mittcl- 
puukt in der Involutionsaxe hat) , gleicbfalls involutorisch ist. Eis gilt dalicr 
der Satz : 

32. Je zwei entsprechende Punkte, so wie auch je zwei 
entsprechende Gerade eines in volutorischen ebenen Systems 
werden durch das Involutionscentrum und die Involutions- 
axe harmonisch getrennt. 

Kennt man zwei Paare entsprechender Punkte ÄA^ und BB^ eines invo- 
lntorischen ebenen Systemes, welche nicht derselben Geraden angehören , so 
lässt sich zu jedem beliebigen Punkte D der entsprechende D^ unzweideutig 
ermitteln ; es erscheint somit durch die Angabe von zwei Paaren entsprechender 
Punkte ein involutorisches ebenes System vollkommen bestimmt (vergl. Satz 8, 
3. Abschnitt). Das Involntionsccntrum ist nämlich der Durchschnittspunkt 
von AÄi und BB^, die Involutionsaxe c ist die Verbindungslinie der Punkte, in 
welchen sich AB, A^Bf und AB^, A^B schneiden, endlich muss D^ jener Punkt 
in OD sein, der von D durch und c harmonisch getrennt wird. 

Aus dem Umstände, dass der Modulus involutorischer ebener Systeme 
immer gleich — 1 ist, folgt, dass in zwei affinen ebenen Systemen, 
welche involutorisch liegen, die Abstände von je zwei ent- 
sprechenden Punkten durch die Involutionsaxe halbirt 
werden. Nachdem der Modulus ähnlicher ebener Systeme nur dann gleich 
— 1 werden kann, wenn die Aehnlichkeit in Gongruenz übergeht, seist es 
nicht möglich zwei ähnliche, nicht congruente ebeneSysteme 
zu einer Involution zu vereinigen. 

Bei einer Involution, welche aus zwei congruenten ebenen Systemen 
besteht, kann die Involutionsaxe entweder in endlicher, oder in unendlicher Ent- 
fernung gelegen sein. Im ersteren Falle halbirt die Involutionsaxe, im zweiten 
Falle das Involntionscentrum die Abstände von je zwei entsprechenden Punkten, 
wie aus dem Umstände hervorgeht , dass der Modulus immer gleich — 1 
sein muss. 

Da in einer Involution, welche durch affine oder congruente ebene Systeme 
zu Stande kommt, je zwei entsprechende Punkte von der Involutionsaxe gleich 
weit abstehen, so nennt man eine derartige Involution eine symetrische und 
ihre Involutionsaxe die Axe der Symetrie. Bei affinen involntorischen 
Systemen liegt die Symetrieaxe schief gegen alle Verbindungslinien entspre- 
chender Punkte, bei congruenten involntorischen Systemen steht sie auf diesen 
Linien senkrecht. Jene involntorischen ebenen Systeme, mit unendlich ferner 
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InvolatioDsaxe, welche durch Vereinigung congruenter ebener Systeme enisteheo, 
werden ce Dtrisch-symetrische Systeme genannt und ihr Involatioos- 
centrnm helsst das G e n t r n m der Symetrie. Man hat also dreierlei Arten 
der Symetrie zu unterscheiden : Die schiefaxige, die normalaxige ond 
die centrische Symetrie."") 

Von zmrei collinearen StrahlenbOndeln sagt man, dass sie involoto- 
risch sind, wenn irgend zwei Elemente a und a^ derselben sich entsprechen , ob 
man a als Element des einen, oder des anderen Bündels betrachtet. Zwei solche 
Strahlenbflndel werden häufig als ein einziger aufgefasst, welchen man einen 
involutorischen Bflndel nennt. Jeder Schein eines involutorischen ebenen Sjrste- 
mes ist dieser Erklärung zufolge ein involntorischer Strahlenbündel und jeder 
ebene Schnitl; eines derartigen Bündels ein involutorisches ebenes System. Es 
fällt nicht schwer jene Eigenschaften involntorischer Strahlenbflndel nachzu- 
weisen , welche den Eigenschaften involutorischer ebener Systeme analog sind. 

Von einem Strahlenbflndel s und einem ebenen Systeme 2 sagt man, dass 
sie involutorisch liegen, wenn der Träger von 2 den Bündel s in einem ebenen 
Systeme schneidet, weiches gegen 2 involutorisch liegt. 



d) Collineatlon von ebenen Gurren, insbesondere von Kegelschnitten. 

Zwei ebene Gurven heissen collinear, wenn sie collinearen ebenen 
Systemen angehören und jede derselben die Verbindungslinie jener Punkte ist, 
welche den Punkten der andern Gurve entsprechen. Sind C und C^ zwei der- 
artige Gurven und wird C durch irgend eine Gerade a in n Punkten geschnitten, 
so schneidet die der Geraden a entsprechende a^ die Gurve O, ebenfalls in 
n Punkten ; denn jedem Schnittpunkte von a^ und C^ kann nur ein Pnnkt ent- 
sprechen, welcher zugleich in a und C liegt, also nur ein Schnittpunkt von a 
und C. Berührt a die Gurve C in einem Punkte Ä, so ist a^ eine Tangente von 
Cj, deren Berührungspunkt der dem Punkte Ä entsprechende Äj^ ist. WOrde 
nämlich a^ die Curve C, nicht berühren, sondern schneiden, so müssten diesem 
Schnittpunkte die zwei in ^ vereinigten Schnittpunkte von a und C entspre- 
chen, was mit dem Umstände in Widerspruch stünde, dass jedem Punkte des 
einen Systemes nur ein einziger Punkt des anderen entsprechen kann. Hieraus 
folgt, dass wenn P und P^ irgend zwei Punkte der ebenen Systeme sind und 
sich aus P an die Gurve C n Tangenten ziehen lassen, dass es auch möglich ist 
von P^ aus an 0^ n, aber nicht mehr, Tangenten zu ziehen. Wir können somit 
schliessen : 

33. Zwei collineare ebene Gurven sind immer von der- 
selben Ordnung und Glasse. Einem Kegelschnitte kann daher 
nur wieder ein Kegelschnitt collinear sein. 

*) Vergleiche den Anhang des kleinen Werkes von Chr. Paulus: ^Zeichnende 
Geometrie*'. Stuttgart, 186(). 
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Sind g ond g* die Oegenaxen der ebenen Systeme, in weichen die colli- 
nearen Gurven C and C^ liegen, and schneidet C die Axe ^ in n Punkten, so 
müssen n Ponkte von C^ in anendlicher Entfemang liegen and deti n Tangen- 
ten, welche C in ihren Schnittpunkten mit g berühren, entsprechen n Asymp- 
toten von Cj. — Berührte die Gegenaxe g^ so ist die anendlich ferne Gerade 
eine Tangente von C, and haben C and g keinen reellen Ponkt gemein, so 
besitzt C| keinen reellen anendlich fernen Ponkt Bieraas kann Man schliessen, 
dass wenn Cand C^ zwei Kegelschnitte sind, die Garve C^ eine Ellipse, 
Parabel, oder Hyperbel sein mass, je nachdem die Gegenaxe g von C nicht 
geschnitten, berührt, oder in zwei Punkten geschnitten wird. 

Liegen die ebenen Systeme, welchen zwei coUineare Garven angehören, 
perspectivisch, so gehen die Verbindungslinien von je zwei entsprechend en 
Punkten dieser Gurven durch ein und denselben Punkt, nAmlich durch das Gol- 
lineationscentmm, und zwei Tangenten, deren Berührangspunkte sich entspre- 
chen, schneiden sich in einem Punkte der Gollineationsaxe. Den Schnittpunkten 
irgend eines Gollineationsstrahles mit der einen Gurve entsprechen die Schnitt- 
punkte desselben Strahles mit der anderen Gurve, woraus folgt, dass wenn ein 
Gollineationsstrahl«die eine Gurve berührt, er auch Tangente der anderen Gurve 
sein rauss und dass umgekehrt jede gemeinschaftliche Tangente beider Gurven, 
deren Berührungspunkte sich entsprechen, durch das GoUineationscentrum gehen 
muss. Je zwei sich entsprechende Tangenten schneiden sich in einem Punkte 
der Gollineationsaxe, daher entspricht jeder Tangente , welche parallel zur 
Gollineationsaxe ist, eine ebenfalls zu dieser Axe parallele Tangente. Schneiden 
sich zwei Tangenten der einen Gurve in einem Punkte der zugehörigen Gegen- 
axe, so entsprechen ihnen parallele Tangenten der andern Gurve und umgekehrt. 
Endlich müssen die beiden Gurven gemeinsame Schnittpunkte und Berüh- 
rungspunkte mit der Gollineationsaxe haben, da Schnittpunkte jeder der zwei 
Gurven mit dieser Axe selbstentsprechende Punkte sind. 

Es fällt nun nicht schwer eine Gurve C^ zu constfuiren (Fig. 73), welche 
einer gegebenen Gurve C collinear ist, und gegen dieselbe perspectivisch liegt. 
Als gegeben setzen wir das GoUineationscentrum 0, die Gollineationsaxe c und 
die Gegenaxen g^ ^ voraus. Um zu dem Punkte A der Gurve C den entspre- 
chenden A^ in C/j zu bestimmen, zieht man den Gollineationsstrahl AO in wel- 
chem Ay liegen muss, und ermittelt zu irgend einer zweiten, durch A gehenden 
Geraden Aa die entsprechende A^a. Der Schnittpunkt von AO und A^a ist 
dann der gesochte Punkt A^. Die Gerade A^a ergibt sich, wenn man durch 
eine ParaUele zu Aa zieht und den Schnittpunkt P dieser Parallelen and der 
Gegenaxe sf ^^^ jenem Paukte o verbindet, in welchem Aa die Gollinea- 
tionsaxe schneidet. Dass aF der Geraden Aa entspricht geht daraus hervor, 
dass a ein selbstentsprechender Punkte ist und P dem unendlich fernen Punkte 
von Aa entsprechen muss, nachdem der Gollineationsstrahl OP die Gerade Aa 
in unendlicher Entfemang schneidet. 
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Ist b irgend eine die Carve C im Pnnkte B berührende Tangente und 
heisst ihr Schnittpunkt mit der Gollineationsaxe /9, so erhält man die ihr ent- 
sprechende Tangente b^, wenn man ß mit jenem Punkte Q verbindet, in welchem 
eine dnrch zn b parallel gezogene Gerade OQ die Gegenaxe g' schneidet. Der 

(Fig. 73.) 



Bertlhrongspunkt B^ von 5^ ist der Durchschnitt von OB mit Qß, — In unserer 
Figur wurde auch jene Tangeute ^, ermittelt, welche der zu c parallelen Tan- 
gente t entspricht. — Dass die gesuchte Gurve C^ jene Tangenten berflhren 
musB, welche von an C gezogen werden können, ist leicht einzusehen. Eine 
solche Tangente ist OD. Der Berührungspunkt D^ von OD mit C^, welcher dem 
Bertihrungspunkte D entspricht, kann auf dieselbe Art bestimmt werden , wie 
der Punkt A^^ bestimmt wurde. Die ' beliebige durch D zu ziehende Gerade 
haben wir in unserer Figur auf der Gollineationsaxe senkrecht stehend ange- 
nommen. — Der Schnittpunkt E der Gurve C mit der Gollineationsaxe ist zu- 
gleich ein Punkt der Gurve C^ ; die Tangente in E an letztere Gurve lässt sich 
in derselben Weise construiren, wie die Tangente b^. 

Bezeichnet U den Schnittpunkt von C mit der Gegenaxe g und schneidet 
die in U gezogenene Tangente die Gollineationsaxe in <^, so muss die Gerade 
dir, welche durch S parallel zn OU gezogen wird, eine Asymptote der Gurve 
C^ sein. Die Geraden du und SIT sind nämlich entsprechende Gerade und da 
dü die Gurve C in einem Punkte U berührt, dessen entsprechender unendlich 
ferne liegt, so erscheint unsere Behauptung gerechtfertigt. 
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Werden g und g' in eine Gerade zusammen fallend angenommen, so erhält 
man durch die ehen erklärte Gonstmction eine Garve C^, welche gegen C in vo- 
1q toxisch liegt. 

Soll eine Gnrve C^ construirt werden (Fir 74), welche mit einer gege- 
benen Gnrve C affin iBt und gegen letztere peispectivisch liegt, so kann man 
wie folgt verfahren. Gegeben ^p.^ ^^ ^ 

seien die Gollineationsaxe 
c, die Richtung 8 der Golli- 
neationsstrahlen und der 
Modulus m, also das Yer- 
hältniss der Abstände ir- 
gend zweier entsprechender 
Punkte der beiden Gurveo 
von der Gollineationsaxe. 

Der dem Punkte Ä 
entsprechende A^ wird er- 
halten, indem man durch Ä 
eine Parallele zu s , also 
einen Gollincationsstrabl 
zieht und die Strecke AP 

des letzteren zwischen A und c in jenem Verhältni sse theilt, welches der Modu- 
lus angibt, so dass 

AP ^^ 
A,P--'' 
wird. Den entsprechenden Punkt B irgend eines anderen Gurrenpuiiktes B 
findet man einfach auf folgende Art. Man verbindet AnndA^^ mit demselben 
beliebigen Punkte a der Gollineationsaxe, zieht durch B eine Parallele zu Aa^ 
welche c ia ß schneidet, und aus ß eine Parallele zu A^a. Der durch B gehende 
Gollineationstrahl schneidet dann letztere Parallele im gesuchten Punkte B^. 
Denn der Geraden Aa entspricht A^a und nachdem in affinen ebenen Systemen 
parallele Gerade des einen System es parallelen Geraden des anderen entspre- 
chen, so mtissen A^a und B^ß zu einander parallel sein. Um die Tangente in 
B^ zu erhalten, hat man nur in B an die gegebene Gurve eine Tangente zu 
ziehen und den Punkt y, in welchem sie die Gollineationsaxe schneidet, mit B^ 
zu verbinden. — Der zur Gollineationsaxe parallelen Tangente t von C ent- 
spricht eine ebenfalls zu dieser Axe parallele Tangente t^ und jede Tangente 
von C, welche parallel zu s ist, muss auch C^ berühren. Der Berührungspunkt 
E^ einer solchen gemeinsamen Tangente, welche C in E berührt, wurde in 
unserer Figur mit BenjQtzung zweier entsprechender Geraden bestimmt, wovon 
die eine, nämlich Ee, senkrecht auf der Gollineationsaxe steht. Fällt man von 
A eine Senkrechte auf c und verbindet ihren Fusspunkt d mit il,, so ergeben 
sich zwei entsprechende Gerade Ad und A^S ; wird also durch den Fusspunkt 
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einer von Esxii c gefällten Senkrechten eine Parallele zu A^S gezogen, so erhält 
man im Schnittpunkte dieser Parallelen mit dem Gollineationsätrahle von E den 
gewünschten Punkt £\. 

Dass allen parallelen Tangenten von C parallele Tangenten von C^ ent- 
sprechen, folgt aus dem Satze 20 dieses Abschnittes. 

Wäre der Modulus negativ angenommen worden, so müssten je zwei ent- 
sprechende Punkte zu verschiedenen Seiten der CoUineationsaxe liegen. Wählt 
man den Modulus — 1, soiiegen C und 0^ involutorisch. Die Gonstraction 
der Gurve C^ kann fOr diesen Fall ebenso wie für beliebige Wertbe des Modu- 
lus durchgeftthrt werden. 

Ist ein Kreis, so wird C^ eine Ellipse. Die eben erklärte Con- 
struction von C^ wird für diesen specielleu Fall häufig angewendet, besonders 
wenn die GoUineationsstrahlen senkrecht auf der Gollineationsaxe stehen. Als 
diese Axe nimmt man gewöhnlich einen Üurcbmesser des Kreises au. Mehrere 
bekannte Gonstructionen der Ellipse und die Lösung verschiedener die Ellipse 
betreffender Aufgaben finden ihre Rechtfertigung in den Beziehungen, welche 
zwei perspectivisch liegende affine Gurven im allgemeinen zu einander haben. — 
Auf dieses Gebiet näher einzugehen, würde uns hier zu weit führen. *) 

Wir gehen nun zur Betrachtung der collinearen Verwandtschaft der Kegel- 
schnittslinien über. 

Zunächst untersuchen wir die Frage , ob irgend zwei beliebige 
Kegelschnitte collinear verwandt sind. Die beiden Kegelschnitte 
nennen wir K, K^, drei beliebige Punkte in K und K^ seien beziehungsweise 
ABG und A^B^C^^ ferner bezeichnen wir die Tangenten in den Punkten A, B, 
Jlj, By^ durch a, 6, a^, h^ und heissen endlich die Schnittpunkte der Tangenten 
a, &, so wie der Tangenten a, , \ beziehungsweise D und D^ . Mann kann nun 
ABCD als Punkte eines ebenen Systemes 2 betrachten, welche den Punkten 
A^B^C^D^ eines zweiten mit 2 collinear verwandten Systemes 2^ entsprechen. 
(Satz 8, 3. Abschnitt). Dem Kegelschnitte Kixa 2 muss ein Kegelschnitt K^ in 
^1 entsprechen (Satz 33, 3. Abschnitt), welcher a^ in A^ und h^ in B^ berührt 
und durch C^ geht. Nachdem aber ein Kegelschnitt durch zwei Tangenten mit 
ihren Berührungspunkten und einen dritten Punkt unzweideutig bestimmt wird, 
so müssen K^ und K^ identisch sein, woraus folgt : 

34. Zwei beliebige Kegelschnitte können immer als 
collinearc Gurven betrachtet werden. In jedem derselben 
kann mann drei Punkte beliebig wählen und einander als 
entsprechend zuweisen; daher lassen sich irgend zwei 



*) Vom Standpunkte der darstellenden Geometrie erscheint die Curve 
Ol in Fig. 73 als perspectivische , in Fig. 74 als schiefe Projection der Curve C. 
Die Gerade g der ersteren Figur kann als „Horizont" die CoUineationsaxe c als 
„Grundlinie*^ und als „Distanzpunkt" betrachtet werden. 
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Kegelschnitte auf onendlich viele Arten collinear auf 
einander beziehen. 

Dass man zwei beliebige Kegelschnitte nicht immer als affine Carven 
betrachten kann, lässt sich schon ans dem Umstände schliessen, dass zwei 
affine Corven eioe gleiche Anzahl nnendlicb ferner Punkte haben müssen, 
nachdem iu zwei affinen Systemen jedem unendlich fernen Punkte des einen 
ein unendlich ferner Punkt des anderen entspricht. Somit können nur zwei 
Ellipsen, zwei Hyperbeln, oder zwei Parabeln affin sein, nicht aber eine Ellipse 
und eine Hyperbel u. s. w. 

Es fragt sich nun, ob irgend zwei beliebige Kegelschnitte 
derselben Gattung als affine Gurven betrachtet werden können. 
Um diese Frage zu beantworten, weisen wir vor allem den folgenden Satz nach: 

35. Die Mittelpunkte affiner Kegelschnitte sind entspre- 
chende Punkte der ebenen Systeme, welchen die beiden 
Curven angehören, und je zwei conjugirten Durchmessern der 
einen Curve entsprechen conjugirte Durchmesser der anderen. 

Jedem Paare von parallelen Tangenten des einen von zwei affinen Kegel- 
schnitten K und K^ entspricht nämlich ein Paar paralleler Tangenten des 
andern (Satz 20 , 3. Abschnitt) und da die Verbindungslinie der Berührungs- 
punkte von je zwei parallelen Tangenten durch den Mittelpunkt der betreffenden 
Curve geht, so erscheint obiger Satz gerechtfertigt. — Auch der nachstehende 
Satz ist leicht zu begründen : 

36. Wenn in zwei collinear auf einander bezogenen 
Kegelschnitten derselben Gattung die Mittelpunkte sich 
entsprechen, so sind die beiden Gurven affin. 

Denn irgend einem Durchmesser AB der einen Gnrve K entspricht ein 
Durchmesser Ä^B^ der anderen Gurve jGC, und da auch die Punkte ÄÄ^ und 
BBi, so wie die Mittelpunkte sich entsprechen, so bilden AB und A^B^ Träger 
ähnlicher Pnnktreihen, woraus folgt, dass die unendlich fernen Punkte der 
genannten Durchmesser sich entsprechen. Dasselbe gilt nun auch für irgend 
ein anderes Paar entsprechender Durchmesser, demnach erscheint der obige 
Satz gerechtfertigt. 

37. Zwei beliebige Ellipsen können affin auf einander 
bezogen werden, indem man irgend ein Paar conjugirter 
Durchmesser der einen Gnrve einem beliebigen Paare 
conjugirter Durchmesser der anderen Gurve als entspre- 
chend zuweist. 

Heissen die beiden Ellipsen Kund K^, sind a, b die gewählten conjugirten 

Durchmesser von K und a^, b^ die ihnen als entsprechend zugewiesenen 

Durchmesser von K^, so entspricht dem Schnittpunkte von a, b der Schnittpunkt 

von Ai, &p also dem Mittelpunkte von K der Mittelpunkt jener Ellipse £3, 

welche durch die conjugirten Durchmesser a^, b^ bestimmt wird. Hieraus folgt, 
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dass K and K^ aflfiD sind. Nachdem nun K^ and K2 identisch sein mttssen, weil 
zweiconjagirte Durchmesser (a^, \) einen Kegelschnitt unzweideutig bestimmen, 
so sind K and K^ affin aof einander bezogen. 

38. Zwei beliebige Hyperbeln können affin auf einander 
bezogen werden, indem man irgend ein Paar conjugirter 
Durchmesser der einen Garve einem beliebigen Paare 
conjugirter Durchmesser der anderen derart als entsprechend 
zuweist, dass die zwei eigentlichen und die zwei uneigent- 
lichen Durchmesser sich entsprechen. 

Dieser Satz kann in derselben Weise begründet werden, wie der 
vorhergehende. 

Dass die Asymptoten affiner Hyperbeln sich entsprechen müssen, folgt 
aas dem Umstände, dass sowohl die Mittelpunkte, als auch die unendlich fernen 
Punkte solcher Gurven sich entsprechen. — Wie leicht einzusehen, entsprechen 
sich die Asymptoten zweier Hyperbeln, sobald man irgend ein Paar conjugirter 
Durchmesser der einen Gurve einem Paare conjugirter Durchmesser der 
anderen als entsprechend zuweist Die Asymptoten ergeben sich ja als 
Diagonalen eines Parallelogrammes, dessen gegenüberliegende Seiten durch die 
Endpunkte der conjugirten Durchmesser halbirt werden. 

39. Zwei beliebige Parabeln können affin auf einander 
bezogen werden, indem man irgend einer Sehno und dem ihr 
conjugirten Durchmesser der einen Gurve eine beliebige 
Sehne und den ihr conjugirten Durchmesser der anderen 
Gurve als entsprechend zuweist. 

Um diesen Satz zu rechtfertigen nennen wir die beiden Parabeln K. K^, 
die in X gewählte Sehne AB, die ihr als entsprechend zugewiesene A^B^^ und 
die Endpunkte der diesen Sehnen conjugirten Durchmesser d, d^^ beziehungs- 
weise Cund Cj. Die Parabel IT ist jener Parabel K^ affin, für welche dj ein 
Durchmesser mit dem Endpunkte C^ und A^B^ eine diesem Durchmesser 
conjugirte Sehne ist. Nun müssen aber K^ und K^ identisch sein, nachdem es 
nur eine Parabel gibt, welche durch Ä^B^^C^ geht, und d, als Durchmesser hat, 
folglich sind K und K^ unter den gemachten Voraussetzungen affin. — dass es 
nur eine Parabel gibt, welche die Punkte Ä^B^O^ enthällt und d^ zum Durch- 
messer hat, ist leicht einzusehen, wenn man berücksichtigt, dass die Tangente 
in Op nachdem sie parallel zu Ä^Bj^ sein muss, so wie der in d^ gelegene 
unendlich ferne Punkt der Parabel gegeben erscheinen. Durch eine Tangente 
mit ihrem Berührungspunkt und andere drei Punkte des Umfanges wird ja ein 
Kegelschnitt unzweideutig bestimmt 

Aus den drei zuletzt aufgestellten Sätzen geht nun hervor, dass zwei 
Kegelschnitte derselben Gattung sich auf unendlich viele 
Arten affin auf einander beziehen lassen. 
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Sind S nnd 2^ zwei collineare ebene Systeme nnd K, K^ zwei entspre- 
chende Kegelschnitte derselben, so entsprechen je zwei Punkten oder Geraden, 
welche einander in Bezag auf K conjngirt sind, zwei in Bezug anf K^ conjagirte 
Punkte oder Gerade in 2^. Denn ist P irgend ein Punkt in 2 und heisst seine 
Polare jp, so theilen F und p jede durch F gehende Sehne AB des Kegel- 
schnittes harmoDisch (Satz 29, 2. Abschnitt). Ebenso wird die der Sehne AB 
entsprechende durch den Punkt P^, welcher dem Punkte F entspricht, und die 
Polare j>, von P, harmonisch getheilt. Da nun in collinearen ebenen Sjrstemen 
je zwei entsprechende Punktreihen projectivisch sind, so muss jeder 
harmonischen Reihe des einen Sjstemes eine harmonische Reihe des anderen 
entsprechen, woraus folgt, dass p un^p^, entsprechende Gerade sind. Jedem 
Punkte in p, also jedem, welcher P coujugirt ist, entspricht daher ein Punkt 
in Pj, also ein dem Punkte Pj co^jugirter. — Dass auch je zwei conjugirte 
Gerade in Bezug auf K zwei Geraden entsprechen, welche in Bezug anf K^ 
conjngirt sind, ist nun leicht einzusehen, nachdem jeder Geraden in ^, welche 
durch P geht, also der Geraden p conjngirt ist, eine durch P^ gehende Gerade 
in 2^ entsprechen muss. Wir können somit den Satz aufstellen : 

40. Sind K nnd IT, zwei sich entsprechende Kegelschnitte 
collinearer ebener Systeme, so entsprechen je zwei Punkten 
oder Geraden, welche in Bezug auf K conjngirt sind, zwei in 
Bezug auf K^ conjugirte Punkte oder Gerade. 

Liegen die beiden collinearen Systeme in derselben Ebene perspectivisch 
und heissen A^ B irgend zwei Punkte der QoUineationsaxe, welche einander in 
Bezug anf K conjngirt sind, so mflssen A und B auch in Bezug auf K^ 
conjugirte Punkte sein, weil jeder Punkt der genannten Axe sich selbst 
entspricht. Ebenso sind je zwei in Bezug auf £ conjugirte Gollineationsstrahlen 
einander anch in Bezug auf K^ conjngirt Es gilt somit der Satz : 

41. Die Gollineationsaxe zweier Systeme, welche in 
derselben Ebene perspectivisch liegen, ist eine gemein- 
schaftliche Secante und das Collineationscentrum ein 
Contingenzpunkt für je zwei entsprechende Kegelschnitte 
dieser Systeme. 

Zwei entsprechende Kegelschnitte involutorischer ebener Systeme 
können anch coincidiren. Dass eine solche Coincidenz in perspectivisch 
liegenden ebenen Systemen nur dann eintreten kann, wenn die Systeme 
involutorisch sind, lehrt eine einfache Betrachtung. Heissen die beiden in 
derselben Ebene perspectivisch liegenden Systeme 2 und 2^^ ihr Collineations- 
centrum 0, und die Gollineationsaxe c, so muss, wenn jedem Punkte A des in 
2 gelegenen Kegelschnittes K stets nur ein in K befindlicher Punkt A^ 
entsprechen soll, anch dem Punkt A^ m 2 der Punkt A in 2^ entsprechen, 
woraus folgt, dass der Modulus von 2 und 2^ unter der gemachten Voraus- 
setzung gleich — 1 ist, dass die beiden Systeme also involutorisch liegen. 
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Nachdem ffir diesen Fall je zwei entsprechende Ponkte dnrdi das GoUineations- 
centrnm and die Collineationsaxe harmonisch getrennt werden, so bildet den 
Pol von c in Bezug auf K, — Wir können demnach behaupten : 

42. Wenn in zwei collinearen Systemen 2 nnd S^^ 
welche in derselben Ebene perspectivisch liegen, ein Kegel- 
schnitt K sich selbst entspricht, so liegen 2 and ^^ invo- 
latorisch and das Inrolutionscentram ist der Pol der Invo- 
Intionsaxe in Bezog auf K, 

Umgekehrt kann man Pol und Polare irgend eines Kegelschnittes immer 
als Involntionscentrnm nnd Involationsaxe eines involatorischen ebenen Systemes 
betrachten, in welchem der Kegelschnitt sich selbst entspricht Dieser umstand 
kann benfltzt werden, wenn man antersnchen will, ob irgend ein gegebenes 
Segment eines Kegelschnittes elliptisch, parabolisch oder 
hyperbolisch ist. 

Man zieht in zwei beliebigen (möglichst weit von einander entfernten) 
Punkten Ä^ B des Segmentes die Tangenten and ermittelt jene zu AB parallele 
Gerade g, welche den Abstand des Schnittpunktes der beiden Tangenten von 
der Geraden AB halbirt. Betrachtet man nun AB als Involutionsaxe und als 
Involntionscentrnm eines ebenen Systemes, in welchem das gegebene Segment 
einen Theil eines sich selbst entsprechenden Kegelschnittes K bildet, so mnss 
g die Gegenaxe sein und je nachdem g das Segment schneidet, bernhrt, oder 
nicht schneidet, ist K eine Hyperbel, Parabel, oder Ellipse. 

Der folgende Satz bedarf nun Jceiner weiteren Begrfindung mehr : 

43. Jeder Kegelschnitt kann als eine sich selbst ent- 
sprechende Gurve eines involutorischen ebenen Syste- 
mes betrachtet werden, dessen Involntionscentrnm und 
Involutionsaxe irgend ein Punkt nnd seine Polare 
bilden. Der Kegelschnitt wird dann ein involutorischer 
genannt. 

Nachdem die Collineationsaxe und das Collineationscentrum zweier 
Systeme, welche in derselben Ebene perspectivisch liegen für je zwei entspre- 
chende Kegelschnitte dieser Systeme beziehungsweise eine gemeinschaftliche 
Secante und einen Gontingenzpunkt bilden, so drängt sich die Frage auf, ob 
nicht Irgend zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte als entsprechende 
Curven perspectivisch liegender ebener Systeme betrachtet werden können, 
wenn man eine ihrer gemeinschaftlichen Secanten als Collineationsaxe und 
einen ihrer Contingenzpunkte als Collineationscentrum annimmt. 

K nnd K^ (Fig. 75 ) seien zwei beliebige in derselben Ebene gelegene 
Kegelschnitte, s eine gemeinschaftliche Secante und ein Gontingenzpunkt 
derselben. Bezüglich der Secante s nehmen wir an, dass alle ihre Punkte, 
welche innerhalb oder ausserhalb K gelegen sind, beziehungsweise auch 
innerhalb oder ausserhalb K^ liegen. Die Secante s hat demnach die Eigen- 
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scbaft, dass wenn sich von irgend einem Ponkte M derselben reelle Tangenten 
an K ziehen lassen, auch von M aasgehende reelle Tangenten an K^ möglich 
sind. Von einer derartigen Secante sagt man, dass sie eine gleichartige 
Lage habe, während gemeinschaftliche Secanten, bei welchen die ausserhalb, 
oder innerhalb des einen Kegelschnittes gelegenen Strecken beziehnngsweise 
innerhalb, oder ansserhalb der anderen Cnnre liegen, angleichartig 

(Fig. 75.) 



liegende gemeinschaftliche Secanten heissen. Secanten der letzteren Art kommen 
in dem Falle vor, wenn beide Aeste einer Hyperbel von einer Ellipse geschnitten 
werden. 

Der aaf s befindliche gemeinschaftliche Pol sei P and der Contingenz- 
pankt liege auf der Polaren von P (Satz 82, 2. Abschnitt). Dieser Voraas- 
setzang gemäss hat eine derartige Lage, dass jede durch gehende Gerade, 
welche K in reellen Punkten schneidet, auch K^ in reellen Punkten trifft» 

Liegt nämlich P ausserhalb iCund^j, so schneidet seine Polare beide 
Kegelschnitte und liegt P innerhalb KnndK^^ so befindet sich seine Polare 
ganz ausserhalb beider Gurven. Nun kann ein Gontingenzpunkt — als Durch- 
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schnitt zweier reeller oder imagin&rer gemeinschaftlicher Tangenten — nur 
entweder ausserhalb oder innerhalb beider Cnrven gelegen sein. In dem Falle, 
wenn der Gontingenzpnnkt innerhalb liegt, schneidet jede dnrch ihn gehende 
Gerade beide Garven, in dem Falle, wenn er ausserhalb liegt, können sich beide 
Cnrven entweder in demselben Winkel a der gemeinschaftlichen Tangenten 
befinden, dann nennt man den Gontingenzpnnkt gleichartig liegend, oder 
eine Gnrve befindet sich im Winkel a und die andere im Nebenwinkel von a, 
dann wird der Gontiugenzpunkt ungleichartig liegend genannt. Wie leicht 
einzusehen, hat ein gleichartig liegender Gontingenzpuakt die Eigenschaft, dass 
jede dnrch ihn gehende Gerade, welche die eine Garve schneidet, auch die 
andere Gurve trifft, was bei ungleichartig liegenden Gontingenzpunkten nicht 
der Fall ist. Wenn nun durch O, unseren Voraussetzungen gemäss, eine gemein- 
schaftliche Polare geht, welche entweder ganz ausserhalb K und K^ liegt, oder 
beide Gurven schneidet, so mnss ein gleichartig liegender 
Gontingenzpunkt sein und jede durch gehende Gerade, welche £^ 
schneidet, muss auch K^ treffen. 

Die Polaren des Punktes in Bezug auf £ und K^^ welche wir beziehungs- 
weise und o^ nennen wollen, schneiden sich in P, nachdem unserer 
Annahme zufolge auf der Polaren von P liegt Zieht man aus irgend eine 
Gerade, welche K in den Punkten Ä, B und K^ in Ä^B^ schneidet, and 
construirt in diesen vier Punkten die Tangenten, so liegt der Schnittpunkt C 
der in Ä und B berührenden Tangenten auf o und der Schnittpunkt C^ der 
Tangenten in Ä^ und B^ auf o^ (Satz 30, 2. Abschnitt). Die Gerade 00 ist der 
Geraden OÄ in Bezug auf X und die Gerade OC^ derselben Geraden OÄ in 
Bezug auf iC, conjugirt Nachdem nun sowohl OG, als auch 00^ von OÄ durch 
die in sich schneidenden gemeinschaftlichen Tangenten harmonisch getrennt 
wird, so fallen OC und 00^ zusammen, d.h. 0(7 geht durch den Punkt C7|. 

Wir ziehen nun eino zweite beliebige Gerade durch 0, welche o in D und 
0^ in Dj schneidet, und verbinden D mit Ä, sowie auch D, mit A^. Die 
Dreiecke ÄCD und A^O^D^ haben eine solche gegenseitige Lage, dass die drei 
Verbindungslinien der Eckpunkte AAi dann (7(7^ und DD^ im Punkte O 
zusammentreffen, daher liegen die Schnittpunkte P, Q, R der Dreieckseiten CD, 
C^D^, dann AC, A^C^ und AD, A^D^ auf ein und derselben Geraden. (Satz 
14, 3. Abschnitt). Wir können also die genannten zwei Dreiecke als entspre- 
chende Figuren zweier perspectivisch liegender ebener Systeme 2 und 
S^ ansehen, deren GolliDeationscentrnm der Gontingenzpunkt ist, und welche 
zur Gollineationsaxe die Gerade PQ haben. Die Systeme S und 2^ sind 
vollkommen bestimmt, nachdem die vier Punkte ACDO in 2 den Punkten 
A^C^D^O in 2^ als entsprechend zugewiesen erscheinen. In diesem Systeme 
müssen B und B^ entsprechende Punkte sein. Denn heissen E und E^ die 
Schnittpunkte von OA mit o und o^, so bilden A^E^B^O eine harmonische 
Reihe, welcher eine ebenfalls harmonische Reihe entsprecheu muss, und da von 
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der leteteren die Punkte A^, E^, den Punkten A, £, zugewiesen sind, so 
entsprechen sich B and B^. Nennt man die Schnittpunkte der Geraden AD und 
BD mit dem Kegelschnitte K beziehungsweise F und Q und verbindet A mit 
&, so wie auch B mit F, so mttssen sich AG und BF in einem Punkte. IT der 
Polaren o schneiden, denn H ist zufolge der angegebenen Construction der 
Pol der Geraden OD (Satz 30, 2. Abschnitt). Ebenso liegt der Punkt H^, 
welcher in analoger Weise wie der Punkt H erbalten wird — indem man A^D^ 
und B^D^ zieht und die in K^ gelegenen Punkte jP,, Q^ dieser Geraden 
beziehungsweise mit B^ und A^ verbindet — auf der Geraden o^. Nachdem 
nun OH und OD einander in Bezug auf K conjugirt sind, so müssen sie es 
auch in Bezug auf K^ sein, woraus folgt, dass OH und OH^ zusammenfallen, 
d. h. die Gerade OH geht durch den Punkt H^ . Aus dem Umstände, dass H und 
H^ auf entsprechenden Geraden o, o^ der Systeme 2, 2^ and auf demselben 
Gollineationsstrahle liegen, lässt sich schliessen, dass H und H^^ entsprechende 
Punkte sind. Auch ist leicht einzusehen, dass F und F^ sich entsprechen, 
nachdem F der Schnittpunkt von AD, BH und F^ der Schnittpunkt der 
entsprechenden Geraden A^D^^ A^i ^^^- 

Betrachtet man nnn den Kegelschnitt K als eine Gurve des Systemes 2, 
so muss jene Curve, welche K im Systeme 2^ entspricht, ein Kegelschnitt sein, 
der die Geraden A^ C^ und B^ C^ beziehungsweise in A^ und B^ berQhrt und 
durch den Punkt F^ geht. 

Dieser Kegelschnitt ist aber kein anderer, als jener, welchen wir K^ 
genannt haben. Die beiden Kegelschnitte K und K^ bilden also entsprechende 
Gurven der Systeme 2 und 2^. 

Die Collineationsaxe FQ von 2 und 2^ ist eine gemeinschaftliche Secante 
von K und K^ (Satz 41, 3. Abschnitt), welche durch den auf der gemeinschaft- 
lichen Secante s gelegenen Pol P geht. Da nun durch einen gemeinschaftlichen 
Pol nur zwei gemeinschaftliche Secanten gehen können, so muss die 
Collineationsaxe PQ entweder mit 8, oder mit der zweiten durch P gehenden 
gemeinschaftlichen Secante s^ coincidiren. Je nachdem man A und A^^ so wie 
B und jBj, oder A und B^, so wie B und A^ als entsprechende Punkte ansieht, 
ergibt sich s oder a, als Collineationsaxe. Unsere Figur stellt den ersteren 
Fall dar. Hätten wir die zuletzt genannten Punktpaare als entsprechend betrachtet, 
so würde sich die zweite gemeinschaftliche Secante ergeben haben. Die in Bede 
stehenden zwei Fälle unterscheiden sich wesentlich dadurch, dass in dem einen 
2 und 2^ entgegengesetzt, im anderen einstimmig perspectivisch 
liegen« 

Als Endergebniss dieser Untersuchung können wir nun den folgenden 
Satz aufstellen : 

44 Zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte 
können immer als entsprechende Curven perspectivisch 
liegender ebener Systeme angesehen werden. Als C olline- 
st au digi: Lehrbacb d«r neneren OMm«tri«. 17 
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ationsaxe kann man irgend eine gleichartig liegende 
gemeinschaftliche Secante s and als CoUineationscentram 
jeden der zwei Gontingenzpankte betrachten, welche auf der 
Polaren des in 8 befindlichen gemeinschaftlichen Poles 
liegen. 

Mit Benutzung dieses Satzes lassen sich zwei gemeinschaftliche Secanten 
zweier Kegelschnitte K, K^ leicht ermitteln, wenn ein Gontingenzponkt 
gleichartiger Lage bekannt ist. Man zieht durch eine beliebige Gerade, 
welche £^ in AB und K^ in A^B^ schneidet, nnd constrairt in den zuletzt 
genannten vier Punkten die Tangenten, so ist der Schnittpunkt der Tangenten 
in A und A^ so wie auch der Schnittpunkt der Tangenten in B und B^ ein 
Punkt einer gemeinschaftlichen Secante 8. Der Durchschnitt der in A nnd £,, 
so wie der in B und A^ gezogenen Tangenten gehört der zweiten gemein- 
schaftlichen Secante 8^ an. 

Wie zwei Gontingenzpunkte bestimmt werden können, wenn eine gemein- 
schaftliche Secante gegeben ist, bedarf wohl keiner besonderen ErklArung. 



e) Beolproeitftt der Omndgebilde sweiier Stofe. 

Wenn zwei ebene Systeme S und S^ derart auf einander bezogen sind, 
dass jedem Punkte PvaS eine Gerade p^ in S^ und jeder durch P gehenden 
Geraden in 2 ein in p^ gelegener Punkt in S^ entspricht, so sagt man, dass 
die beiden Systeme reciprok verwandt, oder reciprok sind. Zwei 
Strahlenbandel s und 8^ nennt man reciprok, wenn jedem Strahle pms eine 
Ebene n^ in s^ und jeder durch p gehenden Ebene in 8 ein in n^ gelegener 
Strahl von 8^ entspricht. Endlich werden ein ebenes System S und ein Strahlen- 
bflndel s reciprok genannt, wenn jedem Punkte P von S eine Ebene n von s 
und jeder durch P gehenden Geraden von 2 ein in n gelegener Strahl von 8 
entspricht. Aligemein kann man daher sagen : 

Zwei Grundgebilde der zweiten Stufe sind reciprok, 
wenn je zwei ungleichartigen Elementen P und (j' des einen 
Gebildes, von weichen P in $ liegt, zwei ungleichartige 
Elemente P|, q^ des anderen entsprechen, von denen P^ 
durch q^ geht. *) 

Aus dieser Erklärung folgt, dass der Verbindungslinie irgend zweier 
Punkte A, B eines ebenen Systemes S jener Punkt eines mit S reciprok 
verwandten ebenen Systemes entsprechen muss, in welchem sich die den 
Punkten A^ B entsprechenden Geraden schneiden. Bezeichnet man n&mlich 
diese Geraden durch a^, h^ und jenen Punkt, welcher der Geraden AB 
entspricht, durch Pj, so muss P^ sowohl auf a^, als auch auf6j liegen; er 



*) Staudt's „Geometrie der Lage^S Seite 60. 
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kann demnach nur der Schnittponkt von a^ and b^ sein. Umgekehrt entspricht 
in zwei reciproken ebenen Systemen dem Schnittpunkte zweier Geraden des 
einen Systemes die Verbindongslinie jener Punkte des anderen, welche den 
zwei Oeraden entsprechen. In zwei reciproken Strahlenbündeln finden analoge 
Beziehungen statt. Es entspricht n&mlich jeder durch irgend zwei Strahlen 
des einen Bflndels bestimmten Ebene jener Strahl des anderen Bündels, in 
welchem sich die den zwei Strahlen entsprechenden- Ebenen schneiden. 

Bezüglich eines ebenen Systemes 2 und eines mit demselben reciprok 
verwandten Strahlenbflndels s findet die Beziehung statt, dass der Verbindungs- 
linie irgend zweier Punkte Ä und B iu 2 die Durchschnittslinie jener Ebenen 
in 8 entspricht, welche den Punkten Ä und B entsprechen, und dem Schnitt- 
punkte irgend zweier Geraden a und ^ in ^ entspricht in s jene Ebene, welche 
durch die den Geraden a und b entsprechenden Strahlen bestimmt wird. — 
Alle diese Behauptungen finden ihre Rechtfertigung in obiger Definition der 
reciproken Verwandtschaft. 

Aus dieser Definition und der für die collineare Verwandtschaft gegebenen 
kann man schliessen : 

46. Wenn zwei Grundgebilde der zweiten Stufe einem 
dritten reciprok sind, so müssen sie collinear sein und 
wenn von zwei collinearen Grundgebilden der zweiten 
Stufe das eine mit einem dritten solchen Grundgebilde 
reciprok ist, so ist es auch das andere. 

Sind zwei ebene Systeme reciprok, so entspricht der unendlich fernen 
Geraden des einen Systemes ein bestimmter Punkt des anderen Systemes, 
welcher der Mittelpunkt des letzteren genannt wird. Jede Gerade eines 
ebenen Systemes, welche durch den Mittelpunkt geht, heisst ein D u r c h m e s s e r. 
Aus den vorausgehenden Erklärungen lässt sich nun leicht der Satz folgern : 

46. In zwei reciproken ebenen Systemen entsprechen 
parallelen Geraden des einen Systemes Punkte des anderen, 
welche auf ein und demselben Durchmesser liegen. 

Die Richtung des letzteren und jene der parallelen Geraden werden 
conjugirte Richtungen genannt. Auch nennt man einen Durchmesser 
und die Richtung der seinen Punkten entsprechenden parallelen Geraden 
conjugirt. Zwei Durchmesser deren Richtungen conjugirt sind, heissen 
conjugirte Durchmesser. 

Liegt der Mittelpunkt des einen von zwei reciproken ebenen Systemen in 
unendlicher Entfernung, so liegt auch jener des anderen Systemes unendlich 
ferne. Denn heissen m und m^ die unendlichen fernen Geraden der zwei 
Systeme, M, M^ ihre Mittelpunkte, von denen wir annehmen wollen, dass M 
auf fi» gelegen sei, so muss M^ auf 9»^ liegen, also unendlich weit entfernt sein. 
Sind demnach in zwei reciproken ebenen Systemen die Durchmesser des einen 
Systemes unter einander parallel, so sind es auch die Durchmesser des anderen. 

17 • 



Digitized by 



Google 



260 DrÜter Ähai^MUt. 

Je zwei einförmige Grandgebilde 0- und g^^ welche sich in zwei ver- 
schiedenen reciproken Grnndgebilden der zweiten Stnfe befinden, nennt man 
entsprechende Gebilde, wenn G ans Elementen besteht, die den 
Elementen von g^ in den beiden reciproken Orandgebilden entsprechen. Sind 
z. B. 2 nnd 2^ reciproke ebene Systeme and bezeichnet B irgend eine Pankt- 
reihe in 2^ deren Elemente dem in 2^ befindliehen Strahlenbüschel 8^ in 
Bezag auf 2 and 2^ entsprechen, so sagt man, dass B and 8i entsprechende, 
Gebilde der beiden Systeme sind. 

Ans der Definition der reciproken Verwandtschaft zwischen Ghrandgebilden 
der zweiten Stnfe and dem Satze 73, 1. Abschnitt, ergibt sich anmittelbar der 
nachstehende Satz : 

47. Je zwei einförmige Grandgebilde, welcheeinander in 
reciproken Grandgebilden der zweiten Stnfe entsprechen, 
sind projectivisch. 

Sind 2 nnd 2^ zwei reciproke ebene Systeme nnd 8 ein Strahlenbftschel, 
dessen Elemente Dnrchmesser des Systemes 2 bilden, so schneidet die 
anendlich ferne Gerade von 2 diesen Büschel in einer Panktreihe B, welcher 
in 2^ ein Strahlenbüschel 8^ entspricht, dessen Elemente ebenfalls Durchmesser 
sind. Nach obigem Satze mflssen nnn B and 8^ projectivisch sein nnd da 8 
gegen B perspectivisch liegt, so sind auch Sand 8^ projectivisch. Entsprechende 
Elemente dieser Büschel sind je zwei coigagirte Darchmesser, nachdem jedem 
Strahle a in 8 jener Strahl in 8i entspricht, der dem unendlich fernen Punkte 
von a in Bezug auf 2 und 2^ zugewiesen ist. Wir können also den Satz 
aufstellen : 

48. Je zwei conjugirte Durchmesser reciproker ebener 
Systeme bilden entsprechende Strahlen zweier projecti- 
vischer Strahlenbüschel, deren Mittelpunkte sich in den 
Mittelpunkten der beiden Systeme befinden. 

In jedem dieser Strahlenbüschel gibt es ein Paar, oder unendlich viele 
Paare von auf einander senkrecht stehenden Strahlen, deren entsprechende im 
anderen Büschel ebenfalls auf einander stehen. Jeden solchen Strahl nennt 
man eine A x e des betreffenden Systemes. Die Axen eines jeden von zwei reciproken 
ebenen Systemen sind also zwei aufeinander senkrecht stehende Darchmesser, 
denen zwei, gleichfalls einen rechten Winkel bildende Durchmesser des anderen 
Systemes conjugirt sind. In zwei reciproken ebenen Systemen kommen entweder 
nur zwei, oder unendlich viele Paare von Axen vor. 

Mit Hilfe des Satzes 47 kann der folgende in einfacher Weise begründet 
werden. 

49. Will man zwei Grundgebilde der zweiten Stufe 
reciprok auf einander beziehen, so kann man in jedem der- 
selben vier gleichartige Elemente, von denen keine drej 
demselben einförmigen Grundgebilde angehören, beliebig 
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wählen nnd einander als entsprechend zuweisen; jedem 
fünften Elemente des einen Grandgebildes entspricht dann 
ein durch diese Annahmen vollkommen bestimmtes Element 
des anderen. Dabei wird vorausgesetzt, dass nur solche Elemente als ent- 
sprechend betrachtet werden, welche in reciproken Gebilden überhaupt einander 
entsprechen können, nähmlich in zwei ebenen Systemen Punkt und Gerade, in 
zwei Strahlenbündeln Strahl und Ebene, endlich in einem ebenen Systeme und 
einem Strahlenbflndel Punkt und Ebene, oder Gerade und Strahl. 

Der Beweis dieses Satzes fflr zwei ebene Systeme lässt sich auf folgende 
Art geben : 2 und 2^ seien die zwei reciproken ebenen Systeme, ABGD vier 
beliebig gewählte Punkte in 2 und ctyh^c^d^ die vier diesen Punkten als ent- 
sprechend zugewiesenen Geraden in 2y^. Zu irgend einem fünften Punkte E in 
2 kann die entsprechende Gerade e^ in 2^ dann nicht mehr beliebig gewählt 
werden, wie aus nachstehender Betrachtung hervorgeht. Verbindet man A mit 
BCDE, so erhält man nach obigem Satze 47 einen Strahlenbüschel S, welcher 
jener Pnnktreibe projectivisch ist, die von den Schnittpunkten der Geraden 
b^c^d^e^ mit der Geraden a^ gebildet wird. Der Schnittpunkt von a^ und 
e^ erscheint nun durch die übrigen Durchschuittspunkte von a^ mit h^c^d^ 
vollkommen bestimmt (Satz 11, 1. Abschnitt); ebenso ist der Durch- 
schnittspunkt von «, etwa mit h^ vollkommen bestimmt, nachdem dieser 
Punkt der Yerbindangslinie der Punkte B und E entsprechen muss und 
BE mit den Geraden BÄ, BC^ BD, einen Strahlenbüschel bildet, welcher 
mit jener Punktreihe projectivisch ist, die sich als Schnitt von h^ mit 
a^c^d^e^ ergibt. Demnach ist die Gerade e^ sobald der ihr entsprechende 
Punkt E angenommen wurde, durch die übrigen bereits gemachten Annahmen 
ebenfalls unzweideutig bestimmt und kann nicht mehr willkdrlich gewählt wer- 
den. Dasselbe gilt für irgend einen andern in 2 angenommenen Punkt und die 
ihm entsprechende Gerade in 2^j woraus der obige Satz, insoferne er sich auf 
rcciproke ebene Systeme bezieht, hervorgeht. 

Mit Benützung des eben erhaltenen Resultates lassen sich alle übrigen 
Fälle, auf welche sich der in Rede stehende Satz noch bezieht, leicht begründen. 
Der Beweis fdr zwei reciproke Strahlenbttndel kann z. B. dadurch hergestellt 
werden, dass man sich beide Bündel durch je eine Ebene geschnitten denkt, 
wodurch sich zwei reciproke ebene Systeme ergeben, und aus der Beziehung 
dieser Systeme auf jene der beiden Bändel schlicsst. 

Die Bestimmung eines Grnudgebildes G der zweiten Stufe, welches einem 
vollständig gegebenen zweiten solchen Gebilde G^^ reciprok sein soll, wenn man in 
G vier gleichartige Elemente ABGD kennt, die den Elementen aj)^c^d^m G^ 
entsprechen, geschieht mit Benützung des Satzes 47 und ist der oben erklärten 
Bestimmung des einen von zwei coUinearen Grundgebilden G , G^ der zweiten 
Stufe , für den Fall als in denselben vier Paare entsprechender Elemente 
bekannt sind, ganz aaalog. Diese Bestimmung beruht nämlich ebenfalls auf der 
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Gonstractioo eines vierten Element das es, einem Grandgebilde der ersten Stofe 
angehört, wenn von letzterem drei Elemente ÄBCy dann ein mit demselben 
projectivisch verwandtes Grandgebilde g and in g die drei den Elementen ÄBG 
entsprechenden bekannt sind. 

Ans dem Satze 49 folgt anmitteibar : 

50. Ein ans vier gleichartigen Elementen bestehendes 
Grnudgebilde der zweiten Stafe ist mit jedem zweiten aas 
vier gleichartigen Elementen bestehenden Grandgebilde 
der zweiten Stafe reciprok verwandt, wenn diese Elemente 
solche sind, die sich überhaupt in reciproken Gebilden ent- 
sprechen können. 

So z. B. ist jedes ebene Viereck mit jedem ebenen Vierseit and jedes 
Vierkant mit jedem Vierseit im Strahlenbttndel reciprok verwandt. — 

Wir wollen nun nntersachen, wie viele Punkte in einer Ebene «, weiche 
zwei reciproke Systeme 2 and 2^ euth&lt, vorhanden sind, die derselben 
Geraden entsprechen, ob man sie als Pnnkte von 2 oder 2^ betrachtet 

Fasst man s&mmtliche Gerade der Ebene e als Elemente von 2 aof, so 
entsprechen denselben Pankte in 2^ , deren Gesammtheit ein ebenes System 
bildet, welches wir 2^ nennen wollen ; betrachtet man dieselben Geraden als 
Elemente von 2^, so bilden die ihnen entsprechenden Pankte in 2 gleichfalls 
ein ebenes System, welches wir darch 2^ bezeichnen. 2^ and 2^ sind nan mit 
demselben Systeme von Geraden reciprok verwandt, daher mQssen sie anter 
einander coUiuear verwandt sein (Satz 4ö, 3. Abschnitt). Zwei in derselben 
Ebene liegende collineare Systeme haben nach Satz 19, 3. Abschnitt, im allge- 
meinen nnr einen reellen Pankt oder drei, oder alle ihre Pankte entsprechend 
gemein. Jedem Pankte, welchen die Systeme 2^ and 2^ entsprechend gemein 
haben, aber anch nur solchen Punkten, entspricht nun ein und dieselbe Gerade 
in 2 und 2^, ob man ihn als Element des einen oder des anderen dieser Systeme 
ansieht, man kann daher sagen : 

51. In zwei reciproken Systemen, die in derselben Ebene 
liegen, gibt es im allgemeinen entweder nur einen reellen 
Punkt, welcher derselben Geraden entspricht, ob man ihn 
als Element des einen oder des anderen Systemes be trachtet, 
oder es sind drei solche Pnnkte vorhanden, oder allen 
Punkten kommt diese Eigenschaft zu. 

Bezüglich zweier reciproker, concentrisch liegender Strahlenbflndel gilt 
ein analoger Satz, wie man sich leicht überzeugt, wenn man annimmt zwei 
solche Bündel würden durch eine beliebige Ebene geschnitten und berücksichtigt, 
dass in dieser Ebene reciproke Systeme als Schnitte der beiden Bündel zu 
Stande kommen. 

Zwei in derselben Ebene liegende reciproke Systeme, in denen einem 
jeden Punkte dieselbe Gerade entspricht, ob man ihn als Pankt des einen oder 
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des anderen Systemes betrachtet, nennt man invo In torisch liegend, oder 
kürzer involntorisch. Beide Systeme werden dann meistens als ein einziges 
System anfgefasst, welches man ein ebenes Polarsystem nennt. 

Zwei concentrisch liegende reciproke Strahlenbündel heissen ebenfalls 
involatorisch, wenn jedem Strahle dieselbe Ebene entspricht, ob man ihn als 
Element des einen oder des anderen Bündels betrachtet. Die beiden Bündel 
werden dann auch als ein einziger anfgefasst, welchen man ein Polarsystem 
im Strahlenbündel nennt. 

Ein ebenes System S und ein mit demselben reciprok verwandter Strah- 
lenbündel 8 liegen involntorisch, wenn jenes ebene System, welches durch den 
Schnitt von 8 mit der Ebene von 2 zu Stande kommt , gegen 2 involnto- 
risch liegt. 

52 Zwei reciproke Systeme 2 und 2'^ , welche in der- 
selben Ebene liegen, bilden ein Polarsystem, wenn den 
Eckpunkten Ä^ B, C eines Dreieckes in 2 die ihnen gegen- 
überliegenden Seiten a^, b^, c^ dieses Dreieckes in 2^ ent- 
sprechen. Zwei concentrische reciproke Strahlenbttndel 
$ nnd 8^ bilden ein Polarsystem, wenn den Kanten a, 2», c 
eines Dreikantes in 8 die ihnen gegenüberliegenden Seiten 
ci^jßiiyi dieses Dreikantes in s^ entsprechen. 

Um den ersten Theil dieses Satzes zu rechtfertigen beweisen wir zunächst, 
dass jedem Eckpunkte des genannten Dreieckes die gegenüberliegende Seite ent- 
spricht, ob man ihn als Punkt von 2 oder 2^^ betrachtet. Dem Schnittpunkte 
der Seiten b^ und c^ in 2^ — nämlich dem Punkte Ä — entspricht die Ver- 
bindungslinie der Punkte B und C in 2\ unserer Annahme zufolge entspricht 
aber Ä, als Punkt des Systemes 2 betrachtet, ebenfalls die Gerade BC, es ent- 
spricht daher diesem Punkte die ihm gegenüberliegende Dreieckseite, ob man 
ihn als Element von 2 oder 2^^ ansieht. Ein gleiches gilt offenbar auch bezüg- 
lich der zwei übrigen Eckpunkte B und C. 

Dass 2 und 2^ involntorisch liegen, also ein Polarsystem bilden, lässt sich 
wie folgt zeigen : 

Irgend einem Punkte D (Fig. 76) in a^, als Punkt des Systemes 2 
betrachtet, entspricht eine durch Ä gehende Gerade d^^ in 2^, deren Schnitt- 
punkt mit a^ wir D* nennen wollen. Dem Punkte D' als Punkt von 2^ betrachtet, 
entspricht eine durch A und D gehende Gerade c2\ in 2, nachdem D' sowohl in 
a| , als auch in d^ gelegen ist. Fasst man D als Punkt des Systemes 2^ auf, so 
entspricht demselben, als Durchschnittspunkt von a, und d\ die Verbindungs- 
linie der Punkte A und D', also wieder die Gerade d^^ wie in dem Falle, wenn 
D als Element von 2 betrachtet wird. Nachdem nun D ganz beliebig in a^ 
gewählt wurde, so muss jeder Punkt in a^ die Eigenschaft haben, dass ihm die- 
selbe durch A gehende Gerade entspricht, ob man ihn als Punkt von 2 oder 2-^ 
betrachtet. Ebenso lässt sich zeigen, dass jedem Punkte in b^ oder c^ eine 
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beziehangflweise darcb B oder C gehende Gerade doppelt enUprechen mos« 

umgekehrt entspricht also einer dorch Ä, B oder C gehenden Geraden ein und 

,p. r^f^. derselbe beziehangsweise in 

aj, &! oder c^ gelegene Punkt 
man mag eine solche Gerade 
als Element Ton 2 oder 2, 
ansehen. 

Ist non P irgend ein 
Punkt von 2^ so kann man den- 
selben als Schnittpankt zweier 
Geraden m und n auffassen, 
von welchen die eine durch A. 
die andere dorch B geht. Die- 
ser Schnittpunkt entspricht der 
Verbindungslinie py^ jener zwei beziehungsweise in a^ und h^ gelegener Pankte 
M^^N^, welche den Geraden m und n entsprechen. Fasst man P als Punkt 
von 2^y nämlich als Schnittpunkt der in 2*^ gelegenen Geraden m und n anf, so 
findet man, dass ihm gleichfalls die Gerade p^ in 2 entsprechen mnss. Da nun 
der Punkt P ganz beliebig gewählt wurde und demselben als Element von 2 
oder 2^ betrachtet, dieselbe Gerade entspricht, so muss ein Gleiches fflr alle 
Punkte der Ebene beider Systeme gelten, d. b. diese Systeme liegen involu- 
torisch. — Der zweite, auf StrahlenbOndel sich beziehende Theil des obigen 
Satzes lässt sich mit Benützung des ersten Tbeilee, welcher soeben bewiesen 
wurde, leicht rechtfertigen. Man hat sich nur beide Bflndel durch eine Ebene 
geschnitten zu denken, und kann dann aus den Beziehungen der zwei sich als 
Schnitte ergebenden Systeme auf jene der zwei StrahlenbOndel schliessen. 

Aus dem in Rede stehenden und dem obigen Satze 49 wird die Möglich- 
keit klar, dass zwei Grundgebilde der zweiten Stufe überhaupt inyolntorisch 
liegen können. Zwei in derselben Ebene befindliche Systeme lassen sich ja 
immer derart reciprok auf einander beziehen, dass den Eckpunkten eines Drei- 
eckes die ihnen gegenüberliegenden Seiten desselben Dreieckes entsprechen, 
und ebenso kann man in zwei concentrischen reciproken Strahlenbflndeln den 
Kanten eines Dreikantes die ihnen gegenüberliegenden Seiten immer als ent- 
sprechend zuweisen. 

Jeder Punkt und die ihm entsprechende Gerade eines ebenen Polar- 
systemes werden P o 1 und Polare genannt. Jeder Punkt und irgend ein zweiter 
auf der Polaren des ersteren gelegene Punkte heissen conjngirte Punkte 
und jede Gerade und irgend eine zweite durch den Pol der ersteren gehende 
Gerade nennt man conj ngirte Gerade. Man kann also sagen: 

Zwei conjngirte Punkte eines ebe- Zwei conjngirte Gerade eines 

nen Polarsystemes sind solche, deren ebenen Polarsystemes sind solche, deren 
jeder auf der Polaren desaBdera|^iegt. jede durch den Polder anderen geht 
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Bezüglich des Polanystemes im Strahlenbündel geben wir folgende Er- 
klärung: 

Zwei Strahlen eines Polarsystemes Zwei Ebenen eines Polarsystemes 

im Strahlenbflndel sind coigngirt, wenn im Strahleabflndel sind confugirt, wenn 
jeder in der Ebene liegt, welche dem Jede darch den Strahl geht, welcher 
anderen entspricht. der anderen entspricht 

Ein in der Ebene eines Polarsystemes gelegenes Dreieck, dessen Ecken 
die Pole der gegenüberliegenden Seiten sind, heisst man ein Polardreieck 
nnd ein Dreikant, welches einem Polarsysteme im Strahlenbflndel angehört, wird 
ein Polardreikant genannt, wenn jede Kante desselben der ihr gegenüber- 
liegenden Seite entspricht. 

In jedem ebenen Polarsysteme sind anendlich viele Polar- 
dreiecke vorhanden; jeder Pnnkt des Systemes, welcher nicht 
anf seiner Polaren liegt, kann ein Eckpunkt eintii solchen 
Dreieckes sein. 

Der Beweis für diese Behanptnng ergibt sich ans Folgendem : Um ein 
Polardreieck sn erhalten kann man irgend einen Pnnkt A der Ebene, in welcher 
die beiden reciproken Systeme 2 nnd 2^ involntorisch liegen, als Eckpunkt des 
Dreieckes beliebig wählen. Die Polare a^ von A betrachtet man als eine Seite 
und irgend einen Punkt B von a^ als zweiten Eckpunkt. Die Polare \ von B 
mu88 dann durch A gehen und bestimmt in ihrem Schnittpunkte mit a^ den 
dritten Eckpunkt des Polardreieckes. Damit ist obige Behauptung gerecht- 
fertigt — Ein analoger Satz gilt bezüglich des Polarsystemes im Strahlenbündel. 
Nachdem es in den meisten Füllen sehr leicht ist aus den Beziehungen 
zweier reciproker ebener Systeme auf die Beziehungen zu schliessen, welche 
zwischen zwei reciproken Strahlenbündeln bestehen , so wollen wir uns in der 
Regel damit begnügen, nur redproke ebene Systeme in Betracht zu ziehen. 

53. Ein ebenes Polarsystem ist vollkommen bestimmt, 
sobald man in demselben ein Polardreieck und irgend einen 
Pol und seine Polare gew&blt hat; doch darf dieser F^ol auf 
keiner Seite des gewühlten Dreieckes liegen, also seine Po- 
lare durch keinen Eckpunkt des Dreieckes gehen. 

Der Beweis hiefür ergibt sich unmittelbar aus obigen S&tzen 49 und 52. 
Aus dem Satze 53 lässt sich schliessen : 

54. Zwei reciproke ebene Systeme können immer da- 
durch zu einem Polarsysteme vereinigt werden, dass man 
ihre Mittelpunkte und je zwei einander nicht conjugirte Axen 
zur Coincidenz bringt. 

Die vereinigten Axen und die unendlich ferne Gerade bilden nämlich dann 
ein Dreieck, in welchem jeder Eckpunkt der ihm gegenüberliegenden Seite ent- 
spricht, woraus folgt, dass die beiden Systeme invokitorisch liegen (8latz 52, 
3. Abschnitt). 
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Dass amgekehrt in jedem ebeoen Polarsysteme die Mittelponkte, sowie 
die nicht conjagirten Axen der beiden Systeme, aas welchen es besteht, coinei- 
diren mflssen, ist leicht einzusehen, wenn man berflcksichtigt, dass die aDendlkh 
fernen Geraden der zwei Systeme zusammenfallen. 

Eine wichtige Eigenschaft der in Bede stehenden involatorischen Gelnlde 
drückt folgender Satz ans : 

55. Je zwei einförmige Grandgebilde, welche sich inzwei 
reciproken involatorischliegendenGrundgebilden der zweiten 
Stafe entsprechen, liegen im allgemein en eben falls in voIq torisch. 

Fflr das ebene Polarsystem lässt sich dieser Satz in nachstehender Weise 
begründen. Die zwei za einem Polarsystem vereinigten ebenen Systeme seien 2 
nnd 2^ , A sei irgend ein nicht auf seiner Polaren gelegener Punkt in S und a^ seioe 
Polare (Fig. 76). Ist D irgend ein Punkt in a^, d^ seine durch A gehende Polare 
nnd B' der Dnrchschnittspunkt von a^ und dj, so muss D* der Pol der Gerades 
AD sein , welche wir cf ^ nennen wollen. Alle Punkte D in a, bilden eine Ponkt- 
reihe B , welche mit dem ans allen Geraden d^ gebildeten StrahlenbOechel ^ 
projectivisch ist (Satz 47, 3. Abschnitt) ; daher muss B auch mit jener Reihe V 
projectivisch verwandt sein, welche durch den Schnitt von S^ mit a^, nämlich durch 
alle Punkte D' zu Stande kommt. Da nun dem Punkte B der Punkt jy eni- 
spricht, ob man ihn als Element von B oder S betrachtet, so liegen R and X. 
folglich auch B und 8^ involotoriscb. — In ähnlicher Weise kann der Satz 55 
auch fflr die flbrigen Fälle, auf welche er sich bezieht, nachgewieaen werden. 

Nachdem D nnd D' conjugirte Punkte sind , kann man sagen , dass alle 
Paare conjngirter Punkte, welche ein und derselben Geraden angehören, eine 
involntorische Reihe und alle Paare conjngirter Geraden (d^^ d\)y welche durch 
ein und denselben Punkt gehen, einen involntorischen Strahlenbaschel bilden. — 
Analoge Beziehungen finden auch in jedem aus Strahlenbandeln bestebendeii 
Polarsysteme statt; wir können somit die Sätze aufstellen : 

56. Jnjedemebenen Polar- In jedem Polarsysteme 

Systeme bilden alle Paare im Strahlenbttndelbilden alle 
conjngirter Punkte ein und Paare conjngirter Ebenen, 
derselben Geraden eine invo- welche durch ein and dieselbe 
lutorische Punktreihe and Gerade gehen, einen invoU- 
alle durch ein und denselben torischen Ebenen bflschel 
Punkt gehenden Paare con- und alle in ein and derselben 
jugirter Geraden einen invo- Ebene befindlichen Paare 
lutorischen Strahlenbttschel. conjngirter Strahlen einen 

involntorischen Strahlen- 
bttschel. 

Ist G irgend eine ebenen Gnrve eines Systemes 2 und bezeichnet nian 
durch 1^ irgend ein mit 1 redprok verwandtes ebenes System , so entspricht 
der stetigen Aufeinanderfolge von Punkten , welche die Gnrve C bilden , eine 
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stetige Aufeinanderfolge von Geraden in 2^. Die Car?e C^ , welche alle diese 
Geraden berührt, bezeichnet man als die der Carve entsprechende und nennt 
OandC| reciproke Curven. Stellt man sich vor C würde dnrch einen 
beweglichen Punkt P erzeugt, so kann man annehmen C, entstehe dnrch eine 
bewegliche Tangente p^ . So oft P irgend eine bestimmte in S gelegene Gerade 
g^ trifit, ebenso oft geht p^ dnrch den der Geraden g^ entsprechenden Punkt 
ff, woraus man schliessen kann : 

57. Sind zwei Carven reciprok, so ist die Ordnungszahl 
der einen gleich der Glassenzahl der anderen. Ein Kegel* 
schnitt kann daher nnr wieder einem Kegelschnitte reci- 
prok sein. 

Zwei unendlich nahe Lagen des beweglichen Pnnktes P bestimmen eine 
Tangente von C und entsprechen zwei unendlich nahen Tangenten von Cj, deren 
Durchschnittspunkt als ein Punkt der Gnrve und zugleich als Burflhrungspunkt 
der beiden Tangenten betrachtet werden kann. Hieraus folgt: 

58. Jeder Tangente und ihrem Berührungspunkte einer 
Gur^e C entspricht beziehungsweise ein Berührungspunkt 
und die dazu gehörige Tangente einer jeden mit C reciprok 
verwandten Gurve. 

Für reciproke Strahlenbündel gelten analoge Beziehungen , welche aufzu- 
finden und nachzuweisen keine Schwierigkeiten bietet. 

Befinden sich zwei reciproke Systeme in derselben Ebene , so kann man 
fragen : Wie viele Punkte gibt es, denen in beiden Systemen dieselbe Gerade 
und wie viele Gerade, denen derselbe Punkt entspricht? Zur Beantwortung 
dieser Frage führt eine einfache Untersuchung, welche jener ganz ähnlich ist, 
die uns zur Bestimmung der gemeinschaftlichen Pole und Polaren zweier in der- 
selben Ebene befindlicher Kegelschnitte geführt hat. Man findet, dass es in 
zwei reciproken Systemen, welche in derselben Ebene lie* 
gen, im allgemeinen drei Punkte gibt, denen dieselben Ge- 
raden doppelt entsprechen. Von diesen drei Punkten kön- 
nen zwei imaginär sein (Satz 81, 2. Abschnitt). — Wir begnügen uns 
mit diesen Andeutungen, da ein näheres Eingehen auf den in Rede stehenden 
Gegenstand grösstentheils Wiederholung sein müsste. 

Es soll nun untersucht werden, welche gegenseitige Lage jene Punkte 
zweier reciproker , in derselben Ebene befindlicher Systeme haben , welche auf 
den ihnen entsprechenden Geraden liegen. Die beiden Systeme nennen wir 2 
und 2j , A sei irgend ein Punkt und a^ die ihm entsprechende Gerade in 2^, 
Dem Satze 47, 3. Abschnitt, zufolge bildet Ä den Mittelpunkt eines in 2 befind- 
lichen Strahlenbflschels S, welchem eine auf Oj gelegene, mit 8 projectivisch 
verwandte Reihe B^ entspricht. Die Gerade Oj schneidet den Büschel 8 in einer 
Reihe 22, welche der Reihe B^ projectivisch ist. B und B^ sind also zwei con- 
jectivische, auf a^ befindliche Reiben. Dieselben haben entweder zwei reelle 
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oder zwei imaginäre Doppelpunkte i>iZ>\. Jeder dieser Doppelpunkte, als 
Element von 2^ betrachtet, liegt auf dem ihm entsprechenden Strahle des 
Btlscheis 8, Die Gerade, welche dem Punkte Dj des Systemcs 2^ entspricht 
sei d, die dem Punkte D\ desselben Systemes entsprechende Gerade beisse (f. 
Betrachtet man D^ als Punkt von 2, so entspricht ihm eine Gerade in J^, 
welche durch D^ geht, nachdem D, auf d gelegen ist. D^ liegt also auf der 
ihm entsprechenden Geraden, ob man ihn als Punkt von S oder S^ anifosst 
Betrachtet man die Gerade d als Element von S, so entspricht ihr der Punkt 
2>j in JSj, sieht man d als Gerade von 2, an, so muss ihr, da sie durch D, geht, 
ein auf d gelegener Punkt entsprechen, — Aus dieser Untersuchung ergibt sich 
nun der Satz : 

59. Jeder Punkt in der Ebene zweier reciproker Systeme, 
der als Element des einen Systemes betrachtet auf der ihm 
entsprechenden Geraden liegt, ist auch als Element des anderen 
Systemes auf der ihm entsprechenden Geraden gelegen und 
jede Gerade, welche als Element des einen Systemes durch den 
ihr entsprechenden Punkt geht, enthält auch als Element des 
anderen Systemes betrachtet jenen Punkt, der ihr entspricht 
Ist Dl ein Punkt irgend einer Geraden a^ , welcher auf der ihm entspre* 
chenden Geraden d liegt, so gibt es auf a^ im allgemeinen noch einen zweiten 
Punkt D'j, durch welchen die ihm entsprechende Gerade geht, nachdem jede 
conjecUvische Reihe im allgemeinen zwei Doppelpunkte besitzt. Zieht man also 
durch Dj beliebig viele Gerade in der Ebene der beiden reciproken Systeme, 
so enthält jede solche Gerade ausser D^ noch einen zweiten Punkt, welcher aaf 
der ihm entsprechenden Geraden liegt. Alle diese Punkte befinden sich auf 
(Fig. 77.) einem Kegelschnitte, wie 

wir nun zeigen wollen. 

hl Fig. 77 sei P oin 
— jedenfalls vorhandener — 
Punkt, welcher derselben Ge- 
raden p entspricht, ob man ihn 
als Element von 2 oder 2^ be- 
trachtet Als Element von 2 
nennen wir diesen Punkt P, als 
Element von 2^ beisse er P^ 
und die entsprechenden Gera- 
den seien bezieh ubgsw^e p 
und j}j. Einer auf j>, oder was 
dasselbe ist, aaf pj befindlichen 
Reihe B entspricht ein Strah- 
löiibtlschel mit dem Mittel- 
punkte P, welcher Büschel von 
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p in einer Beihe B^ geschnitten wird. Ä und B seien di e Doppelpunkte von B 
nnd ^, also Pnnkte, welche auf den ihnen entsprechenden, durch P gehenden 
Geraden a,, b^ liegen. Dass den Punkten Ä und B dieselben Geraden entspre- 
chen, ob man sie als Elemente von 2 oder 2^ betrachtet ist leicht einzusehen. 
Dem Punkte Ä z. B. entspricht als Punkt von JS^ die Gerade a, , wie wir ange- 
nommen haben; als Punkt von 2^, nnd zwar als Schnittpunkt von a^ und p^, 
entspricht ihm die Verlnndungslinie der Punkte Ä und P, also wieder die Gerade 
a,. — Zieht man durch A irgend eine Gerade ÄD^, so enthält dieselbe, wie wir 
oben erkl&rt haben, ausser Ä noch einen zweiten Punkt 2>j, durch welchen die 
ihm entsprechende Gerade gehtl Ebenso enthält die Gerade D^P ausser D^ 
noch einen zweiten derartigen Punkt D\. Die Gerade D^P^ als Element von 
S^ nennen wir m^ und der ihr entsprechende Punkt, welcher auf p gelegen sein 
muss, nachdem m^ durch P, geht, heisse M. 

m, kann nun als Träger einer Panktreihe r betrachtet werden , welche 
einem Strahlenbaschel mit dem Mittelpunkte M entspricht Dieser Bttschel 
schneidet 99ij in einer Reihe r, und die beiden Reihen r und r^, welche projee- 
tivisch sind , müssen ihre Doppelpunkte in Di2>\ haben. Dass r und r^ in vo^ 
Itttorisch liegen, ist leicht einzusehen, wenn man beräcksichtigt, dass der 
Schnittpunkt Q der Geraden m^ und p^ dem Punkte P entspricht , ob man ihn 
als Punkt von r oder r, ansieht (Satz 51 , 1. Abschnitt), nachdem P und p^ sich 
nnserer Voraussetzung gemäss doppelt entsprechen. Hieraus folgt , dass P und 
Q durch die Punkte DiD', harmonisch getrennt werden. 

Die Gerade m,, insofeme sie ein Element von 2 bildet, nennen wir m 
nnd der ihr entsprechende Punkt, welcher auf p^ liegen muss, heisse M^. 
Einer auf m befindlichen Punktreihe q entspricht ein Strahlenbflschel, welcher 
seinen Mittelpunkt in M^ hat und von m in einer mit q projectivischen Punkt- 
reihe Q^ geschnitten wird, q und q^ liegen involntorisch aus demselben Grunde, 
welchen wir angegeben haben, um die involutorische Lage der Reihen r und r^ 
nachzuweisen. Es ist nun leicht einzusehen, dass die beiden durch rr^ und qqi 
gebildeten Involutionen identisch sind. Sie haben ja gemeinschaftliche Doppel- 
punkte I>^D\ und jedes Paar von Punkten der Geraden 9n, welches durch D^D\ 
harmonisch getrennt wird, bildet ein Paar entsprechender Punkte beider Involu- 
tionen. Hieraus folgt, dass irgend einemPnnkte einer durchPgehen- 
denGeraden m als Punkt von ^ und^i betrachtet zwei Gerade 
entsprechen, welche sichln einem Punkte von m schneiden. 

Mit Benatzung dieses Ergebnisses kann der Punkt P in einfacher Weise 
bestimmt werden. Man wählt einen beliebigen Punkt a der Ebene von 2 und 
2^, ermittelt den Schnittpunkt ß der beiden diesem Punkte entsprechenden 
Geraden und verbindet a mit ß. Die Gerade aß enthält dann den Punkt P. 
Durch Wiederholung derselben Gonstmction ergibt sich eine zweite Gerade 
yd^ in welcher P ebenfalls Hegen muss. P wird daher im Schnittpunkte von aß 
nnd yd erhalten. 
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Zieht mao durch Ä irgend eine nicht dorch D^ oder IX^ g^ende Gerade 
äC^ so enthält dieselbe ausser Ä noch einen Punkt C, welcher aaf der ihm 
entsprechenden Geraden liegt. Die Schnittpnnkte von ÄC mit m and b^ nennen 
wir heziehnngsweise E nnd F und der Schnittpunkt der Geraden BC mit 
m sei (7. 

Den Punkten der Geraden AC entspricht in S und ^^ je ein Strahles- 
bttschel 5 und S^, deren Mittelpunkte sich in a^ befinden, nachdem wodurch 
A hindurchgeht. S und 8^ sind projectivisch, -wie man aus dem Satce 47, 
3. Abschnitt, schliessen kann, nnd liegen perspectivisch, da sie den Strahl a^ 
entsprechend gemein haben, welcher dem Punkte A doppelt entspricht. Der 
perspectivische Durchschnitt der beiden BUschel geht durch die Punkte B und 
C. Denn es entsprechen dem Punkte F, weil er auf b^ liegt, zwei sich in B 
schneidende Gerade und dem Punkte C entsprechen nach Satz 59, 3. Abaohnitr, 
zwei Gerade, welche durch C gehen. Dem Punkte E entsprechen daher zwei 
Gerade, welche sich in einem Punkte von BC schneiden, nachdem aber E aaf 
II» gelegen ist, so gehört der Schnittpunkt dieser zwei Geraden auch der Linie 
m an, folglich schneiden sich die zwei dem Punkte E ent- 
sprechenden Geraden im Punkte Q-, woraus man schliessen kann, 
dassJ?und6r entsprechende Punkte der auf m befindlichen 
involutorischen Reihen rr^ bilden. 

Wir denken uns nun durch A unendlich viele Gerade AC gezogen und 
sftmmtliche Punkte C mit B verbunden. Alle Punkte E bilden dann eine Reihe 
r, welche der durch alle Punkte G entstehenden Reihe r^ projectivisch ist. Die 
beiden aus allen Geraden AC und BC bestehenden Strahlenbflschel sind daher 
ebenfalls projectivisch und erzeugen einen Kegelschnitt Jb, welchem 
Bämmtliche Punkte C angehören, die auf den ihnen ent- 
sprechenden Geraden liegen. Dieser Kegelschnitt berflhrt die Geraden 
Oj und b^ beziehungsweise in den Punkten A und B. Die Ourve k geht nämlich 
durch A und B^ nachdem diese Punkte in den ihnen entsprechenden Geraden 
liegen, sie kann aber weder a^ noch b^ schneiden ; denn wflrde z. B. a, mit k 
noch einen Punkt H ausser A gemein haben, so mttsste H einer von a^ ver- 
schiedenen Geraden entsprechen und diese Gerade mttsste nicht nur durch 
H, sondern auch durch A gehen , weil H auf a^ liegt. Die Gerade AH ist aber 
von üi nicht verschieden, es würden also die zwei Punkte A und H als Punkte 
desselben Systemes ein und derselben Geraden entsprechen, was unmöglich ist. 

Dem Kegelschnitte k, als Ourve des Systemes 2 betrachtet, entspricht 
ein Kegelschnitt A;^, welcher von allen Geraden bertthrt 
wird, die den Punkten von k entsprechen, also von allen 
Geraden, welche durch die ihnen entsprechenden Punkte 
gehen (In Fig. 77 sind z. B. D^M md D\M solche Gerade). Demnach 
müssen die Schnittpunkte irgend einer Tangente von k^ mit der Gurve k jene 
Punkte sein, welche dieser Tangente entsprechen. Betrachtet man k als Gurve 
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des Systemes 2^, so entspricht ihr gleichfalls ein Kegelschnitt k^ in J. Dieser 
Kegelschnitt ist identisch nut k^ ; denn wie eben erwfthnt, entsprechen die 
Schnittpunkte JJ^ irgend einer Tangente t von k^ dieser Tangente t nnd ein 
gleiches mttsste bezttglich der Carve k^ gelten. Wären k^ and k^ verschiedene 
Corven, so masste es möglich sein ans J eine von t verschiedene Tangente f an 
Jfcji za ziehen and J mflsste aoch der Geraden f entsprechen, was anmöglich ist, 
nachdem jedem Ponkte des einen Systemes nar eine einzige Oerade des 
anderen Systemes entsprechen kann. 

Der Kegelschnitt k^ berührt die Geraden a^ aud b^ weil a^ und b^ dnrch 
die ihnen entsprechenden Pnnkte Ä nnd B gehen. Die Bertthrangspankte 
mttssen Ä ond B sein ; denn wftren es andere Pankte, so wflrde man aas A and 
B von a^ nnd b^ verschiedene Tangenten ziehen können, welche dann ebenfalls 
den Pnnkten Ä nnd B entsprechen mflssten. 

Die Geraden a^ nnd b^ werden daher sowohl von k, als 
anch von k^ in den Pnnkten A nnd B berahrt. 

Dass Ar^ stets innerhalb der Gurve ^ gelegen ist, geht daraas hervor, 
dassjede Tangente von k^ den Kegelschnitt A; in reellen Pnnkten, nftmlich in 
den ihr entsprechenden treffen mnss. 

Sind die Doppelpunkte 1>|D'| aller involatorischen Reihen deren Träger 
die dnrch P gehenden Geraden m bilden imaginär, so gibt es keinen reellen 
Kegelschnitt k. Dann ist aber auch keine reelle Curve ky^ vorhanden. Ezistirt 
nämlich keine reelle Curve k, also auch kein reeller Punkt, welcher auf der ihm 
entsprechenden Geraden liegt, so gibt es selbstverständlich auch keine reelle 
Gerade, welche durch den ihr entsprechenden Punkt geht, k und k^ sind 
demnach entweder zugleich reell oder zugleich imaginär. 

Haben die auf p befindlichen coi^ectivischen Reihen R nnd iZ, imaginäre 
Doppelpunkte A und B^ so kann man zwei Fälle unterscheiden: Entweder 
haben alle involutorischen Reihen, deren Träger die dnrch P gehenden Geraden 
m bilden, imaginäre Doppelpunkte, dann sind k und k^ imaginär, oder alle 
diese Reihen besitzen reelle Doppelpunkte, dann gibt es reelle Curven k und k^, 
welche sich in den zwei imaginären Doppelpunkten A und B berflhren. Dass im 
letzteren Falle die Gerade p keine der Curven k oder k^ schneiden kann, also 
P innerhalb beider Curven liegen mnss, ist leicht einzusehen. 

Als Resultat der eben durchgefährten Untersuchung stellen wir nun 
folgenden Satz auf : 

60. Liegen zwei reciproke Systeme in derselben Ebene, 
so gehören alle Pnnkte, welche anf den ihnen entsprechenden 
Geraden liegen, im allgemeinen einem Kegelschnitte k an 
und alle Geraden, welche durch die ihnen entsprechenden 
Pankte gehen, berühren einen Kegelschnitt k^. Diese Curven 
sind entweder beide reell, oder beide imaginär und berahren 
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Bich im allgemeinen in zwei reellen oder imaginftret 
Punkten. Kein Punkt der Garve k^ liegt ausserhalb k. 

Ftr zwei concentrisch liegende redproke Strahlenbflndel gilts 
analoger Satz, welchen aufzustellen und nachzuweisen nicht schwer ftUt. 

Wenn die zwei in derselben Ebene befindlichen reciproken Syst« 
involutorisch liegen, also ein Polarsystem bilden, so fallen die beida 
Gurren k und k^ zusammen. Denn ist a irgend eine Tangente Ton i^,. s 
schneidet sie die Cnrye k in zwei ihr entsprechenden Punkten A and B, weicht 
im allgemeinen nicht coincidiren können, wenn k und A;, verschiedeDe Ciam 
sind. Im ebenen Polarsysteme entspricht aber jeder Geraden a ein and derseß^ 
Punkt, ob man a als Element des einen oder des anderen Systemes betradita. 
folglich masson A und B^ also auch k und k^ zusammenfallen. Der Punkt i 
welcher der Tangente a entspricht liegt auf k und zugleich auf a» daher mar 
A der Berahrungspunkt von a mit k sein. Der Pol einer jeden Tangente 
der Gurve k ist somit der Berahrungspunkt dieser Tangente. 

Sind ABC die Eckpunkte irgend eines Polardreieckes, das einem eben*!) 
Polarsysteme angehört, und hat keine der durch conjugirte Punkte gebildet« 
involntorischen Reihen, deren Träger die Seiten a^b^c^ dieses Dreieckes sind 
reelle Doppelpunkte (Satz 56, 3. Abschnitt), so kann die Gurve k keine der 
drei Seiten schneiden. Dann müsste es aber auch möglich sein aus jedem der 
Punkte A, B oder C zwei Tangenten an X; zu ziehen. Bezeichnet man eine der 
in A sich schneidenden Tangenten durch d^, ihren Schnittpunkt mit a^ dwcA 
D und den Berahrungspunkt derselben durch B^ so ist B der Pol von d^ ; abe? 
auch D masste, als Schnittpunkt von a^ und d^ der Geraden AD, n&mlich der 
Tangente a^ entsprechen, was nur denkbar ist, wenn man annimmt, dass B no^ 
D zusammenfallen, d. h. dass k die Gerade a^ schneidet. Dies widerspridü 
nun unserer Voraussetzung, folglich kann es keinen reellen Kegel- 
schnitt k geben, wenn keine der auf den drei-Seiten irgend 
eines Polardreieckes befindlichen, durch conjugirte Punkte 
gebildeten Reihen reelle Doppelpunkte hat. 

Von der Möglichkeit eines ebenen Polarsystemes, in welchem keine Seite 
eines Polardreieckes Doppelpunkte besitzt, also keine reelle Gurve k vorhandec 
ist, kann man sich durch Folgendes überzeugen : Nach Satz 53 ist es gestattet 
ein Polardreieck, dann irgend einen Punkt und seine Polare beliebig zn wfihlev. 
Die Ecken dieses Dreieckes seien ABC (Fig. 78), seine Seiten a^\c^, der 
gewählte Punkt heissePund seine Polare j)j. Der Geraden «t, welche die 
Punkte A und P verbindet, entspricht der Schnittpunkt M^ von <94, jP|, der 
Geraden n, nämlich der Verbindungslinie von B und P, entspricht der Schnitt- 
punkt N^ von &!, Pi und endlich entsprechen sich der Schnittpunkt 0, tob 
Cj, p^ und die Verbindungslinie o der Punkte C, P, Heissen die DurchschDltts* 
punkte von a^ und m, dann von b^ and m, ferner von c^ und o, benehongs- 
weiseüf'j, ^j, O'j, so sind Jlf,J»ri, sowie auch N^N"^ und 0^&^ conjugirte 
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Punkte. Dorcb diese drei Punktpaare nnd die Ecken des gewählten Polar- 
dreieckes ABC wird anf den Seiten des letzteren je eine involntorische Pankt- 
reiiie voükommen befelimrat, _,. „ 

welche dnrch coi^agirte 
Punkte zu Stande kommt, 
nachdem in jeder Seite zwei 
Paare conjagirter Punkte 
gegeben erscheinen (Satz 
58, I.Abschnitt). In Fig. 78 
haben nun diese bestimmen- 
den Punktpaare auf jeder 
Seite eine solche gegen- 
seitige Lage, dass keine der 
drei in Rede stehenden in- 
volutorischen Reihen reelle 
Doppelpunkte haben kann. 
Die Punkte A, B werden 
nämlich dnrch 0^, (7^ , die 
Punkte A, C durch N^, 2V^, 
und die Punkte B^ C durch 

üfj, ÜT^ getrennt, woraus geschlossen werden kann, dass die drei Reihen ein- 
stimmig verlaufen, also keine Doppelpunkte besitzen. In diesem Falle ist aber 
kein reeller Kegelschnitt k denkbar, und doch ist das Polarsystem, welches 
durch ABC, den Punkt P und seine Polare p^ bestimmt wird, möglich ; es muss 
daher auch ebene Polarsysteme geben, in denen keine reelle Curve k vorhan- 
den ist, also kein reeller Punkt in seiner Polaren liegt. 

Jeder auf seiner Polaren gelegene Punkt eines ebenen Polarsystemes 
wird ein Ordnnngspunkt, jede durch ihren Pol gehende Gerade ein 
Ordnungsstrahl und der Kegelschnitt k, welcher alle Ordnungspunkte 
enthält, dieOrdnungscurve oder D i r e c t r i x des Polarsystemes genannt. 
Der folgende Satz bedarf nun keines besonderen Beweises mehr. 
61. Alle Ordnungspunkte eines ebenen Polarsystemes 
gehören einem reellen oder imaginären Kegelschnitte, der 
Directrix des Systemes, an, welcher von allen Ordnungs- 
strahlen in den ihnen entsprechenden Ordnungspunkten 
berührt wird. 

Es ist nun leicht einzusehen , dass jeder Kegelschnitt als Directrix eines 
ebenen Polarsystemes betrachtet werden kann und dass je ein Punkt und seine 
Polare in Bezug auf den Kegelschnitt entsprechende Elemente dieses Systemes 
bilden. Auch fällt es nicht schwer sich zu überzeugen, dass je zwei entspre- 
chende Elemente eines ebenen Polarsystemes Pol und Polare in Bezug anf die 
Directrix sein müssen. Hieraus folgt, dass die Axen und der Mittelpunkt 

Stftvdigl: Lelurbnoh der neueren Oeometrie. X3 
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eines ebenen Polarsystemes mit den Axen nnd dem Mittelpunkte der Direetm 
zusammenfallen. 

In jedem ebenen Polarsysteme gibt es im allgemeinen zwei, auf ^iner d^r 
Axen befindlicbe, vom Mittelpunkte gleich weit entfernte Punkte, welche ei» 
derartige Lage haben, dass je zwei durch ein und denselben von diesen Pnnkua 
gehende conjugirte Gerade auf einander senkrecht stehen. Diese Punkte werdet 
Brennpunkte und jene Axe, auf welcher sie liegen, die Uauptaxe de^ 
Polarsystemes genannt. Die beiden Brennpunkte können auch im Mittelpunkk 
coincidireu, dann stehen je zwei conjugirte Durchmesser auf einander senkrecLt 
und das Polarsystem wird ein r e c h t w i n k e 1 i g e s genannt. Besitzt letzter« 
eine reelle Directrix, so muss dieselbe ein K r e i s sein. 

Wird ein Polarsystem im Strahlenbflndel durch irgend eine Eben 
geschnitten und hat das sich als Schnitt ergebende Polarsystem eine reeü^ 
Directrix, so gibt es offenbar eine dem Polarsysteme im Strahlenbfindel 
angehörige reelle Eegelfläche zweiter Ordnung, deren s&mmtliche Strahlen aar 
den ihnen entsprechenden Ebenen liegen. Diese Kegelfläche geht darch die 
Directrix des ebenen Polarsystemes. Man nennt sie die Ordnungs fläche 
oder Directrix des Polarsystemes im Strahlenbündel. Dass es aocfc 
Systeme gibt , in welchen keine reelle Ordamigsfläche existirt , ist leicbt 
einzusehen. 

Mit Hilfe der Gesetze der Reciprocität, welche wir bisher kennen gelernt 
haben, ist es möglich aus gewissen Eigenschaften eines Gebildes, das einem 
Grundgebilde zweiter Stufe angehört, auf die Eigenschaften eines anderen 
Gebildes zu schliessen, welches dem ersteren reciprok ist. Wenn etwa mehrere 
Gerade einer ebenen Figur sich in demselben Punkte schneiden, so können wir 
behaupten, dass in der reciproken ebenen Figur die Punkte, welche den 
erwähnten Geraden entsprechen, auf ein und derselben Geraden liegen. WeDo 
mehrere Punkte einer ebenen Figur sich auf einem Kegelschnitte befinden, so 
bertthren in der reciproken Figur jene Geraden, welche den erwähnten Punktes 
entsprechen, ebenfalls einen Kegelschnitt u. s. w. Alle bisher anfgestellteG 
Doppelsätze bilden Beispiele hiefflr und jeder von zweien dieser Doppelsätze 
kann ans dem anderen mit Hilfe der Reciprocitätsgesetze unmittelbar abgeleitet 
werden. Man hat eben nur, wenn es sich um zwei ebene Gebilde handelt, statt 
Punkt Gerade, statt Durchschnittspunkt Verbindungslinie, statt Punkt einer 
Cnrve Tangente einer Curve u. s. w. zu setzen, um ans dem einen den anderen 
Satz zu erhalten. Will man aus einem Satze, der sich auf Gebilde im StrableD* 
btlndel bezieht, mit Hilfe der Gesetze der Reciprocität einen zweiten Satj 
ableiten, der ebenfalls auf Gebilde im Strahlenbflndel Bezug hat, so mnss statt 
Strahl Ebene, statt Dnrchschnittslinie zweier Ebenen Ebene zweier Strahlen, 
statt Strahl einer Kegelfläche tangirende Ebene einer Kegelfläche n. s. w. 
gesetzt werden. Bezieht sich endlich ein Satz auf ebene Gebilde nnd soll ans 
demselben ein anderer Satz abgeleitet werden, der fOr Gebilde im Strahlen- 
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bflndel gilt , so hat man statt Punkt Ebene, statt Gerade Strahl, statt Pankt 
einer Cnrve, tangirende Ebene einer Kegel6äche n. s. w. za setzen. 

Der auf solche Art abgeleitete Satz bedarf dann keines besonderen 
Beweises mehr, wenn der andere bereits nachgewiesen ist. Je zwei solche Sätze 
werden reciproke Sätze genannt. 

Nicht aus jedem Satze Iftsst sich indess durch die in Rede stehende 
Transformation ein ebenfalls giltiger ableiten. So z. B. kann der folgende in 
der angegebenen Weise nicht transformirt werden: „Jede Tangente eines 
Kreises steht auf dem Durchmesser, welcher durch ihren Berührungspunkt geht, 
senkrecht'^ Nicht transformirbar nach dieser einfachen Methode sind eben im 
allgemeinen alle Sätze, welche sich auf einfache Massverhältnisse beziehen und 
Eigenschaften ausdrücken, denen keine Doppelverhältnisse, sondern nur 
einfache zu Grunde Hegern 
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Flächen zweiter Ordnung. 



a) Eneu^ny der Flttehen zweiter Ordnniiir und Claaee. 

SiDd 8 and s^ zwei reciproke StrableDbündel , von denen wir im allge- 
meinen annehmen wollen , dass ihre Mittelpunkte nicht coincidiren , so liegen 
alle Punkte , in welchen sich je zwei entsprechende Elemente von s and 5, 
schneiden, anf einer Fläche, die als ein Erzengniss der beiden ßttadel betrachtet 
werden kann. Man nennt dieses Erzengniss eine Flächezweiter Ordoaug. 
Die Mittelpunkte der erzengenden BQndel liegen anf der genanoteo Fläche, 
nachdem die Verbindungslinie dieser Punkte , ob man sie als Element des eioen 
oder des anderen Bflndels betrachtet, die ihr entsprechende Ebene in einem der 
Mittelpunkte trifft. Der Schnitt einer Fläche zweiter Ordnung mit irgend einer 
Ebene s ist eine Kegelschnittslinie. Denn die zwei ebenen Systeme, welche 
sich als Schnitte von s mit s und 8^ ergeben, sind einander reciprok nnd da sie den- 
selben Träger 8 haben, so gehören im allgemeinen alle Punkte von s, welche aof 
den ihnen entsprechenden Geraden liegen, einem Kegelschnitte K an. (8atz 60, 
3. Abschnitt) Jeder Punkt von K liegt aber in der Fläche zweiter Ordnung, 
nachdem jeder solche Punkt den Durchschnitt von zwei entsprechenden Elemen- 
ten der beiden Bfindel s und s^ bildet ; es muss daher die Gurve K der Durchschnitt 
der Ebene b mit der Fläche zweiter Ordnung sein. Geht die genannte Ebene 
durch den Mittelpunkt eines der erzeugenden Strahlenbünde], etwa darch den 
Mittelpunkt von s, so ist der Schnitt ebenfalls im allgemeinen eine Kegelschnitts- 
linie, wie folgende Betrachtung lehrt. Die Ebene b kann in diesem Falle als 
Element von s betrachtet werden, welchem irgend ein bestimmter Strahl e^ in 5, 
entspricht Unfällen in s gelegenen Strahlen von s mflssen Ebenen von s^ ent- 
sprechen, die durch e^ gehen. Alle in s gelegenen Strahlen von s bilden einen 
Strahlenbüschel 8, welchem ein Ebenenbüschel E^ in s^ entspricht, dessen Axe 
e^ ist El wird nun dnrch s in einem Strahlenbüschel geschnitten, der dem 
Büschel S projectivisch ist, also mit ihm einen Kegelschnitt erzengt, and dieser 
Kegelschnitt gehört der Fläche zweiter Ordnung an, nachdem in jedem seiner 
Punkte zwei entsprechende Elemente von s and s^ zusammentreffen. Geht end- 
lich « durch die Mittelpunkte beider erzengender Bündel, so gelangt man 
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dorch dieselbe SchlnssfolgeniDg, wie in dem eben voransgesetzten Falle zo dem 
Resaltate , dass der in Rede stehende Schnitt eine Kegelschnittslinie sein mnss. 
Es gilt somit der Satz: 

1. Der Schnitt einer Flftche zweiter Ordnung mit 
irgend einerEbene ist im allgemeinen eineEegelscbnittslinie. 
Hierans folgt, dass eine Fläche zweiter Ordnung von keiner 
Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten werden kann.*) 
Wir beweisen nnn znnftchst , dass je zwei beliebige Punkte einer Fläche 
zweiter Ordnung als Mittelpunkte zweier diese Fläche erzeugender Strahlen- 
bflndel angenommen werden können. M sei der Mittelpunkt eines der erzeugen« 
den Bündel s (Fig. 79), K^ K^ zwei beliebige durch M gehende ebene Schnitte 
der Fläche, welche sich noch in einem zwei- p. .^ . 

ten Punkte A schneiden , endlich heiese M^ 
irgend ein beliebiger , ausserhalb K und K^ 
befindlicher Punkt der Fläche zweiter Ord- 
nung. In dem Kegelschnitte K wählen wir 
zwei beliebige Punkte B, 0, in der Curve K^ 
zwei beliebige Punkte 2), E und legen durch 
die Punkte M2 und Ä irgend eine Ebene, 
welche K in G und K^ in H schneidet. Die 
vier Geraden, welche den Punkt üf mit ^CZ)^ 
verbinden, betrachten wir als Strahlen des 
erzeugenden Bündels s und JKf, als Mittel- 
punkt eines zweiten mit s reciprok verwand- 
ten Bündels 5,, dessen Strahlen JM^G, M^H wir den Ebenen der Curven K und 
K^ als entsprechend zuweisen. Unter dieser Voraussetzung muss der Strahl MÄ in 
8 der Ebene M^Ä in s^ entsprechen, weil MÄ der Durchschnitt der Ebenen von K 
und K^ ist, während die Ebene M,jÄ durch jene Strahlen M^G, M^H gehi^ die den 
Ebenen der zwei Curven entsprechen. Den Strahlen MB, MC in s weisen wir in 
«2 beziehungsweise die Ebenen M^GB und M^GC, dann den Strahlen MD, ME 
beziehungsweise die Ebenen M^HD und M^HE als entsprechend zu. Die 
gemachten Annahmen sind nach Satz 49, 3. Abschnitt, gestattet, denn in jedem 
der beiden reciproken Strahlenbündel s und s^ wurden nur je vier Elemente 
beliebig gewählt und einander als entsprechend zugewiesen. Durch diese An- 
nahmen sind aber dem erwähnten Satze zufolge die beiden Bündel vollkommen 
bestimmt und wir haben nun zu untersuchen, ob durch 8 und s^ die gegebene 
Fläche zweiter Ordnung, welche ein Erzeugniss der Bündel 8 und 8^ ist, eben- 
falls erzeugt wird. 

Der Kürze des Ausdruckes wegen nennen wir die gegebene Fläche zweiter 
Ordnung F und Jene Fläche zweiter Ordnung, welche durch 5 und 5, zu Stande 

*) Im allgemeinen wird eine Fläche, die von keiner Geraden in mehr als n 
Punkten geschnitten wird, eine Fläche n^r Ordnung genannt. 
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kommt, heisse F^. Vor allem ist leicht einzusehen, dass F and F^ die Carren 
K und K^y sowie auch den Pankt ilf^ gemein haben. Dass K anch der Fläche 
F^ angehört, geht daraus hervor, dass die fünf Punkte ABCGM, welche K 
bestimmen, anseren Annahmen zufolge auf F^ gelegen sind. Ebenso muss K^ 
der Fläche F^ angehören, nachdem die fünf Punkte AEDHM von K^ auf dieser 
Fläche liegen. Ist nun P irgend ein Punkt von F und legt man durch P und M^ 
irgend eine Ebene £, welche K und K^ in je zwei Punkten schneidet, so erhält 
man als Schnitt von b , sowohl mit F, als auch mit F, eine Kegclschnittslinie. 
Diese beiden Gurven müssen aber identisch sein, nachdem sie fünf Punkte, näm- 
lich üfg und die vier Schnittpunkte mit K und K^ gemein haben, daher gehört 
P auch der Fläche F^ an. P wurde beliebig auf der Fläche F angenommen, also 
liegt nicht nur P, sondern auch jeder andere Punkt von F auf der Fläche F*^ 
d. h. F und F^ sind identisch. 

Denkt man sich durch M^ — so wie vorhin durch M — zwei schneidende 
Ebenen gelegt und einen beliebigen Punkt M^ der Fläche als Mittelpunkt eines 
Strahlenbündels s^ angenommen, so ist leicht einzusehen, dass s.^ derart reciprok 
auf den Bündel s^ bezogen werden kann, dass die Fläche F durch s^ und S3 
erzeugt wird. 

Aus dieser Untersuchung geht auch hervor, dass die Fläche F durch K 
und K^ und den Punkt M^ vollkommen bestimmt ist. 

Wenn die Schnittpunkte A und M der beiden Gurven K und K^ \i\ M 
coincidiren, so berühren sich K und iC| in diesem Punkte, welche Voraussetzung 
ebenfalls gemacht werden kann, ohne dass die Resultate der eben durchgeführten 
Untersuchung eine Aenderung erleiden würden. 

Es lassen sich nun folgende Sätze aufstellen : 

2. Je zwei Punkte einerFläche zweiter Ordnung könne n 
als Mittelpunkte zweier die Fläche erzeugender Strahlen- 
bündel betrachtet werden. Diese beiden Bündel lassen sich 
auf unendlich viele Arten reciprok auf einander beziehen. 

3. Eine Fläche zweiter Ordnung ist durch zwei in ver- 
schiedenen Ebenen gelegene Kegelschnitt e JTund iC^, welche 
sich entweder berühren, oder in zwei Punkten schneiden, 
und durch einen ausserhalb der Ebenen von K und K^ gele- 
genen Punkt vollkommen bestimmt. 

Der zweite Theil des ersteren Satzes leuchtet ein, wenn man berück- 
sichtigt, dass die Ebene, welche durch M^ und A gelegt wurde, nämlich die 
Ebene in s^^ die dem Strahle JtfA in s entspricht, eine beliebige Lage haben kann. 

Sind s und s^ (Fig. 79) zwei eine Fläche zweiter Ordnung F erzeugende 
Strahlenbündel, deren Mittelpunkte M und M^ heissen mögen, h irgend eine 
durch M gehende Ebene von s, welche F in der Gurve K schneidet, und bezeich- 
net man den der Ebene k entsprechenden Strahl durch M^G^ so muss die Tan- 
gente ^ an iC im Punkte ilf jener Ebene entsprechen, welche durch Mxxn&M^G 
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bestimmt wird. Denkt man sich nämlich den Strahl MB , welcher K in B 
schneidet, so lange in der Ebene von K nm M gedreht, bis der Pnnkt B mi M 
coincidirt, also MB zur Tangente wird, so fällt die Ebene M^BG, welche dem 
Strahle MB entspricht, mit der Ebene MM^G zusammen. Nachdem nun € 
beliebig durch M gelegt wurde, so entspricht jeder Tangente t eines durch M 
gehenden Kegelschnittes der Fläche F eine Ebene in s^, welche durch die 
Gerade M^M geht. Alle durch M^M gehenden Ebenen bilden einen Ebenen- 
bflschel, welchem ein Strahlenbüschel in s entsprechen muss, daher liegen 
alle Tangenten t auf einer Ebene und zwar auf deijenigen, die dem 
Strahle MM^ entspricht. Diese Ebene ist die tangirende Ebene im 
Punkte üf. Sie bildet den Träger eines ans Tangenten der 
Fläche bestehenden Strahleubüschels in s, welcher einem 
Ebenenbüschel in s^ entspricht, dessen Axe der gemein- 
schaftliche Strahl MM^ der erzeugenden Büschel s, s^ *ist. 

Bezeichnet « eine Ebene , welche eine Fläche zweiter Ordnung F in 
irgend einem Punkt M berührt, den wir als Mittelpunkt eines der zwei erzen- 
genden Strahlenbündel s und s^ betrachten wollen, und heisst der aus sämmt- 
liehen in t gelegenen Tangenten von F gebildete Strahleubüschel fif, so schneidet 
€ jenen Ebenenbflschel , welcher dem Strablenbüschel S entspricht, in einem 
mit S projectivisch verwandten concentrisch liegenden Strablenbüschel S^ (Satz 
47, 3. Abschnitt). Die beiden Büschel S und 8^ können nun entweder reelle 
oder imaginäre Doppelstrahlen haben. Ist ersteres der Fall, so liegt jeder 
Doppelstrahl seiner ganzen Ausdehnung nach auf der Fläche F, Denn jeder 
Punkt eines solchen Strahles gehört zugleich zwei entsprechenden Elementen 
der erzeugenden Büschel an. 

Da M als ein beliebiger Punkt der Fläche F angenommen wurde und in 
zwei concentrisch liegenden, projectivischen Strahlenbüscheln entweder keine, 
zwei coincidirende, zwei gesonderte, oder unendlich viele reelle Doppelstrahlen 
vorhanden sind, so kann man behaupten, dass durch einen beliebigen Punkt 
einer Fläche zweiter Ordnung entweder keine, zwei coincidirende, zwei geson- 
derte, oder unendlich viele reelle Gerade gehen, welche ganz auf der Fläche 
liegen. Die Fälle, in welchen es keine oder nur zwei solche Gerade gibt, sind 
die allgemeinen. 

Man nennt jede Gerade, welche auf einer Fläche zweiter Ordnung liegt, 
eine gerade Erzengende der Fläche, weil wie wir später sehen werden, 
jede solche Linie als eine einzelne Lage einer die Fläche erzeugenden Geraden 
betrachtet werden kann. 

Nachdem zwei durch einen bestimmten Punkt M einer Fläche zweiter 
Ordnung gehende gerade Erzeugende Doppelstrahlen jener zwei Büschel S und 
8^ sind, deren gemeinschaftlicher Träger die tangirende Ebene im Punkte M 
bildet, so muss umgekehrt jede durch zwei gerade Erzeugende gelegte Ebene 
die Fläche im Schnittpunkte dieser Erzengenden berühren. 
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Wird durch eine gerade Erzeugende irgend eine Ebene gelegt, so muss 
diese Ebene die Fläche im allgemeinen noch ein zweites Mal, und zwar wieder 
in einer Geraden schneiden. Der ebene Schnitt, welcher nach Satz 1 immer 
eine Cnrve zweiter Ordnung oder eine Specialität einer solchen Curve ist, geht 
nämlich in diesem Falle in zwei sich schneidende Gerade über. Hieraus ergibt 
sich, dass eine Fläche zweiter Ordnung entweder keine, oder unzählig viele, 
nicht aber bloss eine endliche Anzahl von geraden Linien enthalten kann. 
Gibt es eine auf der Fläche befindliche Gerade, so muss jede durch sie gelegte 
Ebene die Fläche im allgemeinen noch in einer zweiten Geraden schneiden 
und geht durch irgend einen Punkt M der Fläche keine gerade Erzeugende, 
so kann es auf der Fläche überhaupt keine solche Linie geben» Denn wäre 
etwa d irgend eine gerade Erzengende , so roüsste die Ebene, welche durch 
Jf und ^ bestimmt wird , die Fläche in einer durch M gehenden Geraden 
schneiden , was der gemachten Voraussetzung widerspricht. 

Wir können nun folgenden Satz aufstellen: 

4. Eine Fläche zweiter Ordnung hat entweder keine oder 
unendlich viele gerade Erzeugende. Durch jeden beliebigen 
Punkt einer solchen Fläche gehen im allgemeinen entweder 
keine oder zwei gerade Erzeugende. Jede durch eine 
gerade Erzeugende gelegte Ebene schneidet die Fläche im 
allgemeinen noch in einer zweiten Geraden und berührt die 
Fläche im Schnittpunkte der zwei Geraden. Jede tangirende 
Ebene einer Fläche zweiter Ordnung mit geraden Erzeugen- 
den schneidet im allgemeinen die Fläche in zwei geraden 
Linien, deren Schnittpunkt der Berührungspunkt ist. 

Eine Fläche zweiter Ordnung mit geraden Erzeugenden wird eine 
Regel- oder Strahlenfläche zweiter Ordnung genannt, da man 
überhaupt Flächen, welche durch die Bewegung einer geraden Linie entstanden 
gedacht werden können, Regel- oder Strahlenflächen heisst. 

Wir haben bereits erklärt, dass durch einen beliebigen Punkt einer 
Regelfläche entweder nur eine (zwei coincidirende) oder zwei gesonderte, oder 
unendlich viele gerade Erzeugende gehen können. Ist M irgend ein Punkt einer 
Regelflächc durch den nur eine gerade Erzeugende d geht, so kann es keinen 
ausserhalb d befindlichen Punkt M^ der Fläche geben, durch welchen mehr 
als eine gerade Erzeugende geht. Denn würden zwei in M^ sich schneidende 
Gerade der Fläche existiren, so müsste die eine, nämlich jene, welche in der 
Ebene M^d liegt, von d geschnitten werden, während die andere mit d nicht 
in einerlei Ebene liegen könnte, nachdem diese Ebene sonst drei Gerade mit 
der Fläche gemein hätte. Würde nun durch jene Gerade, welche d nicht 
schneidet, und den Punkt M eine Ebene gelegt, so müsste dieselbe mit der 
Rcgelfläche einen durch M gehenden geradlinigen Schnitt geben, der von d ver- 
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schieden wäre, was unserer Voranssetzung widerspricht. Aus dem Umstände, 
dass durch keinen ausserhalb d gelegenen Punkt der Fläche mehr als eine 
gerade Erzeugende geht, kann nun geschlossen werden, dass alle geraden 
Erzeugenden in einem Punkte zusammentreffen. Sind nämlich 
d und cF zwei, beziehungsweise durch M und M^^ gehende gerade Erzeugende, 
deren Schnittpunkt .iS heissen möge, und würde etwa (f von einer dritten solchen 
Geraden d^' in einem von 8 verschiedenen Punkte geschnitten, so müsste die 
Ebene, welche durch M und d*' bestimmt wird, die Regelfläche in einer von d 
verschiedenen Geraden schneiden, was gegen die Voraussetzung ist, dass durch 
M nur eine gerade Erzeugende geht. Hieraus folgt, dass d!^ ebenfalls durch 
S gehen muss, dass also, nachdem cP' beliebig gewählt wurde, alle geraden 
Erzengenden im Punkte S zusammentreffen. — Eine derartige Regeifläche 
zweiter Ordnung, bei welcher alle geraden Erzeugenden durch ein und denselben 
Punktes gehen, wird eine Kegelfläche zweiter Ordnung genannt. 
Der Punkt S heisst die Spitze oder der Mittelpunkt der Kegelfläche. 
Liegt S in unendlicher Entfernung , so sind alle geraden Erzeugenden 
parallel und die Kegelfläche geht in eine Cilinderfläche zweiter 
Ordnung über. 

Der oben erwähnte FaU, dass in einer tangirenden Ebene einer Fläche 
zweiter Ordnung unendlich viele durch den Berührungspunkt M gehende 
Gerade der Fläche angehören, tritt unter folgender Voraussetzung ein. Sind s 
und $1 die erzengenden Bündel, deren Mittelpunkte wir M und Jüf^ nennen, 
und entspricht jenem Strahlenbüschel S, der von sämmtlichen, die Fläche in M 
berührenden Tangenten gebildet wird, ein Ebenenbüschel J?^, welcher. gegen 
S perspectivisch liegt, so gehören alle diese Tangenten ihrer ganzen Ausdehnung 
nach der Fläche an und sind also 'zugleich gerade Erzeugende. 

Betrachtet man E^ als einen Ebenenbüschel des Bündels 5, so muss 
demselben in s^ ein Strahlenbüschel jS^ entsprechen, weicher gegen E^ ebenfalls 
perspectivisch liegt. Denn ist a irgend eine Ebene von E^, welche durch den 
Strahl a des Büschels 8 geht, so entspricht der Ebene a in s ein Strahl a^ in 
5^, welcher in dem entsprechenden Elemente von a, nämlich in a liegt, 
nachdem a durch a geht. Sämmtlicbe Strahlen des Büschels 8^ gehören somit 
ebenfalls der Fläche zweiter Ordnung an. 

Dass die Fläche in diesem Falle keinen Punkt besitzt, der ausserhalb 
der Träger der beiden Strahlenbüscbel S und 8^ gelegen wäre, geht aus 
Folgendem hervor : Ist ß eine beliebige Ebene von s, welche nicht durch MMi 
geht, so enthält dieselbe irgend einen Strahl b des Büschels 8. Dem Strahle b 
entspricht eine Ebene ß^^ in s^, welche durch b geht, und der Ebene ß muss eine 
in ß^ gelegene Gerade b^ entsprechen, weil ß die Gerade b enthält. Das 
beliebig gewählte Paar entsprechender Elemente ß und 5^ schneiden sich nun 
in der Ebene des Büschels 8, daher erscheint unsere Behauptung gerechtfertigt. 
Die Fläche zweiter Ordnung geht also in zwei Ebenen über, wenn in den 
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erzeugenden Strahlenbttndeln ein StrahlenbQschel and der ihm entsprechende 
Ebenenbflschel perspectivisch liegen. 

Aus unserer Untersuchung geht hervor, dass man als Specialitäten der 
Regelflächen zweiter Ordnung aufzufassen hat: Die Kegel- und Ci linde r- 
fläc.hen zweiter Ordnung und zwei beliebige Ebene n. 

Sowie die Kegelschnittslinien nach der Anzahl ihrer reellen unendlich 
fernen Punkte in verschiedene Gattungen eingetheilt werden, kann, man auch 
die Flächen zweiter Ordnung nach der Anzahl und gegenseitigen Lage ihrer 
reellen unendlich fernen Punkte von einander unterscheiden. — Bevor wir auf 
diesen Gegenstand eingehen bemerken wir, dass alle unendlich fernen 
Punkte des Raumes auf ein und derselben Ebene liegen 
müssen. Würden nämlich alle unendlich fernen Punkte auf einer krummen 
Fläche liegen, oder überhaupt nicht ein und derselben Ebene angehören, 
so müsste es Gerade geben, welche mehr als einen unendlich fernen Punkt 
besitzen, da eine krumme Fläche, oder ein System von Punkten, die nicht auf 
derselben Ebene gelegen sind, nicht von allen denkbaren Geraden nur in einem 
Punkte getroffen werden kann. 

Zunächst betrachten wir die Flächen zweiter Ordnung, welche 
keine geraden Erzeugenden besitzen. 

Hat eine solche Fläche mit der unendlich fernen Ebene keinen reellen 
Punkt gemein, so wird sie ein Ellipsoid genannt, weil alle ihre ebenen 
Schnitte Gurven zweiter Ordnung ohne unendlich fernen reellen Punkten, näm- 
lich Ellipsen sind. Dass ein Ellipsoid keine Regelfläche sein kann, leuchtet ein, 
wenn man berücksichtigt, dass jede Gerade einen unendlich fernen Punkt besitzt. 

Wird eine Fläche zweiter Ordnung, auf welcher keine Geraden vorhanden 
sind, von der unendlich fernen Ebene berührt, so heisst die Fläche ein 
elliptisches Paraboloid. Der Schnitt einer Ebene mit einem elliptischen 
Paraboloide ist eine Parabel, wenn die Ebene durch den unendlich fernen Punkt 
der Fläche geht. Jede andere Ebene kann die Fläche, wie leicht einzuselien, 
nur in einer Ellipse schneiden. 

Ist der Schnitt der unendlich fernen Ebene mit einer Fläche zweiter 
Ordnung, welche keine geraden Erzeugenden besitzt, eine Kegelscbnittslinie, 
nennt mau die Fläche ein zweifaches Hyperboloid. Wie wir später 
sehen werden, besteht diese Fläche ans zwei Theilen. Sie kann durch Ebenen 
sowohl nach Ellipsen, Parabeln, als auch nach Hyperbeln geschnitten werden. 
Heisst K der Schnitt der unendlich fernen Ebene mit der Fläche und b irgend 
eine Ebene, welche letztere schneidet , so wird der Schnitt von s eine Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel, je nachdem t die Curve K nicht schneidet, berührt, 
oder schneidet. 

Die Bedingungen unter welchen ein Ellipsoid, ein elliptisches Paraboloid, 
oder ein zweifaches Hyperboloid durch reciproko Strahlenbündel erzeugt wird, 
können aus Folgendem entnommen werden. 
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Sind s and s^ die erzeugenden Strablenbttndel mit den Mittelpunkten M 
und M^ und verschiebt man den einen dieser Bündel , etwa s^ derart, dass seine 
Elemente zu ihren ursprttnglichen Richtungen parallel bleiben, bis M^ mit M 
zusammenfällt, so kann es sein, dass kein Strahl des verschobenen Bfindels, den 
wir s\ nennen wollen, in jener Ebene von s liegt, welche demselben entspricht 
Um dies einzusehen braucht man sich nur s und s\ durch irgend eine Ebene 
geschnitten zu denken, welche nicht durch M geht. Jede solche Ebene schneidet 
die beiden concentrischen Bündel in zwei reciproken ebenen Systemen, welche 
eine reelle oder imaginäre Ordnungscurve besitzen. Im letzteren Falle gibt es 
keinen reellen Strahl von s\^ welcher in der ihm entsprechenden Ebene liegt, 
und dann ist auch in s^ kein reeller Strahl vorhanden, welcher zu der ihm 
entsprechenden Ebene in s parallel wäre. Die durch s und s^ erzengte Fläche 
zweiter Ordnung hat also dann keinen reellen unendlich fernen Punkt und ist 
somit eine Ellipsoid. 

Schneidet eine beliebige Ebene die beiden concentrischen Strahlenbündel 
8 und s\ in reciproken ebenen Systemen, bei welchen die Ordnungscurve in 
einen einzigen Punkt übergegangen ist, so gibt es nur einen einzigen Strahl in 
Siy welcher zu der ihm entsprechenden Ebene in s parallel läuft, und die erzeugte 
Fläche hat nur einen einzigen reellen unendlich fernen Punkt Die erzeugte 
Fläche ist dann ein elliptisches Paraboloid. — Es fällt nun nicht schwer die 
Beziehungen zu ermitteln, welche zwischen s und 5^ stattfinden müssen, damit 
ein zweifaches Hyperboloid zu Stande komme. 

Wird eine Regelfläche zweiter Ordnung von der unendlich 
fernen Ebene in einer Cnrve zweiter Ordnung — worunter hier nicht auch 
Specialitäten einer solchen Curve zu verstehen sind — geschnitten, so heisst 
die Fläche, wenn sie keine Kegelfläche ist, ein einfaches Hyperboloid. 
Diese Fläche besteht nur aus einem Theile, wie später gezeigt werden wird. Ihre 
ebenen Scl^pitte können Ellipsen , Parabeln, Hyperbeln oder zwei Gerade sein. 

Besteht der Schnitt der unendlich fernen Ebene mit einer Regelfläche 
zweiter Ordnung, welche keine Kegelfläche ist, ans zwei Geraden, so berührt 
diese Ebene die Fläche im Durchschnittspunkte der beiden Geraden (Satz 4 , 
4. Abschnitt) ; die Fläche heisst dann hyperpolisches Paraboloid, weil 
ihre ebenen Schnitte , wenn sie nicht geradlinig sind , nur Parabeln oder 
Hyperbeln sein können. Heissen nämlich d und d' die zwei unendlich fernen 
geraden Erzengenden der Fläche und M der Schnittpunkt von d nnd (f , so ist 
leicht einzusehen, dass alle schneidenden Ebenen, welche gegen M gerichtet 
sind, parabolische Schnitte geben, während jede andere Ebene £, wenn sie 
keine gerade Erzeugende in sich enthält, einen hyperbolischen Schnitt geben 
muss , dessen unendlich ferne Punkte die Durchschnittspunkte von e mit den 
Geraden d nnd d' bilden. 

Gehört eine Regelfläche zur Gattung der Kegelflächen zweiter Ordnung 
und bat sie mit der unendlich fernen Ebene zwei Gerade gemein, so ist die 
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Fläche entweder eine hyperbolische Cilinderfläche, oder sie besteht 
aus zwei Ebenen. Jeder ebene Schnitt einer solchen Cilinderfiäche ist 
entweder geradlinig oder hyperbolisch, denn jede schneidende Ebene, welche 
nicht dnrch die unendlich ferne Spitze der Fläche geht, trifft die zwei anendlich 
fernen Erzeugenden in zwei Punkten. 

Hat die unendlich ferne Ebene mit einer Regelfläche zweiter Ordnang 
nur eine gerade liinie gemein, so ist die Fläche entweder eine Cilinderfiäche 
zweiter Ordnung, oder sie besteht ans zwei parallelen Ebenen. Die Fläche muss 
nämlich zu jenen Regelflächen gehören, bei welchen durch einen beliebigen 
Punkt entweder nur eine, oder unendlich viele gerade Erzeugende gehen, weil 
ja sonst der Schnitt der unendlich fernen Ebene nicht bloss eine Gerade der 
Fläche enthalten könnte. Eine Kegelfläche mit einer in endlicher Entfernang 
gelegenen Spitze kann die Fläche nicht sein, nachdem die unendlich ferne 
Erzeugende jedenfalls den Schnittpunkt aller Erzeugenden in sich enthält, also 
ist die Fläche entweder eine Giiinderfläche, oder sie besteht aus zwei parallelen 
Ebenen. Jeder ebene Schnitt einer solchen Giiinderfläche, wenn er nicht 
geradlinig ist, muss eine Parabel sein, da er nur einen unendlich fernen Punkt 
besitzt; man nennt dessbalb die Fläche eine parabolische Gilinder> 
fläche. 

Wird eine Regelfläche zweiter Ordnung von der unendlich fernen Ebene 
nur in einem unendlich fernen Punkte getroffen, so müssen alle geraden 
Erzeugenden durch diesen Punkt gehen, weil die Fläche sonst mehr als einen 
unendlich fernen l^unkt hätte. Hieraus folgt dass alle geraden Erzeugenden 
unter einander parallel sind, also einer Giiinderfläche angehören. Diese Fläche 
wird eine elliptische Giiinderfläche genannt, weil sie, wie leicht 
einzusehen, von Ebenen nur in Ellipsen oder geraden Linien geschnitten 
werden kann. 

Man unterscheidet demnach folgende Gattungen von Fläclien zweiter 
Ordnung : 

Flächen ohne gerade Erzengende : Das Ellipsoid, das elliptische 
Paraboloid, das zweifache Hyperboloid. 

Regelflächen: Das einfache Hyperboloid, das hyperbolische 
Paraboloid, die Kegelfläche zweiter Ordnung, die 
elliptische, parabolische und hyperbolische Giiin- 
derfläche und das System von zwei Ebenen. 

Eine Fläche zweiter Ordnung wird auch durch zwei reciproke ebene 
Systeme erzeugt, von denen wir im allgemeinen annehmen wollen, dass sie nicht 
in derselben Ebene liegen. Legt man dnrch je zwei entsprechende Elemente 
(Punkt und Gerade) von zwei solchen Systemen eine Ebene, so berfthren alle so 
erhaltenen Ebenen eine Fläche zweiter Ordnung, wie wir später zeigen werden. 
Letztere wird in diesem Falle als ein Erzeugniss zweier reciproker 
ebener Systeme , oder auch als umhüllende Fläche aller jener 
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Ebenen bezeichnet, welche sie berühren. Die Gesammtheit dieser Ebenen nennt 
man einen Ebenenbnndel zweiter Ordnung. 

Die Träger der erzengenden Systeme berühren die nmhüllende Fläche eben- 
falls. Denn hcissen die beiden Systeme-^ und 2'j,ihre Träger beziehungsweise s, s^ 
nnd ihre Darchschnittslinie (f, so entspricht der Geraden d als ein Element von 
2 betrachtet ein Pankt D^ in s^ und derselben Geraden d als Element von 2^ 
ein Ponkt D in 2^ woraus folgt, dass s und b^ Elemente des Ebenenbüodels 
zweiter Ordnung bilden. 

An die umhüllende Fläche eines Ebenenbttndels zweiter Ordnung lassen 
sich im allgemeinen aus einer Geraden g nicht mehr als zwei berührende 
Ebenen legen, wie nachstehende Betrachtung lehrt. Ist M der Schnittpunkt der 
Geraden g mit dem Träger s des Systemes 2 und legt man durch g beliebig 
viele Ebenen, so schneidet der durch letztere gebildete Ebenenbüschel E die 
Ebene s in einem Strahlenbflschel mit dem Mittelpunkte M, welchen Büschel wir 
8 nennen wollen. Dem Strahlenbüschel S entspricht in 2^ eine Punktreilic E^, 
deren Träger die dem Punkte M entsprechende Gerade m bildet. Diese Gerade 
wird von dem Ebenenbüschel ^in einer Punktreihe E geschnitten, welche mit 
Jßi projectivisch ist, nachdem 8 und B^y also auch E und B^ projectivisch sind. 
(Satz 47, 3. Abschnitt). B und ^, haben nun im allgemeinen nicht mehr als 
zwei Doppelpunkte. Jeder solche Doppelpunkt bestimmt mit der Geraden g, 
eine Ebene des Ebenenbündels zweiter Ordnung, woraus folgt, dass höchstens 
zwei durch g gehende Ebenen vorhanden sein können , welche die umhüllende 
Fläche berühren. Würden die Reihen B und B^ mehr als zwei Doppelpunkte 
besitzen, so müssten sie identisch sein. Die Ebenen des Büschels E wären dann 
alle taugirende Ebenen der umhüllenden Fläche , was nur in dem speciellen 
Falle möglich ist, wenn g der Fläche selbst angehört. 

Der eben nachgewiesenen Eigenschaft wegen , wird die umhüllende Fläche 
eines Ebenenbündels zweiter Ordnung auch eine Fläche zweiter Classe 
genannt. *) Eine weitere charakteristische Eigenschaft der Flächen zweiter 
Classe ergibt sich aus folgender Untersuchung : Ist P irgend ein ausserhalb der 
Träger von 2 und 2^ gelegener Punkt und denkt man sich P als Mittelpunkt 
zweier Strahlenbündel 8 und Sp von denen 8 einen Schein des Systemes 2 und 
8^ einen Schein des Systemes 2^ bildet, so ist leicht einzusehen, dass jede durch 
P gehende Ebene, welche entsprechende Elemente von 2 und 2^ enthält, also 
die Fläche zweiter Classe berührt, eine besondere Lage in 8 und 8^ haben muss. 
Jede solche Ebene als Element von s betrachtet, enthält nämlich den ihr ent- 
sprechenden Strahl von 8^ und als Element von 8^ den ihr entsprechenden 
Strahl von 8 und alle derartigen Ebenen berühren ein und die- 



*) Im allgemeinen nennt man eine Fläche, an welche aus keiner nicht auf der 
Fläche befindlichen Geraden mehr als n tangirende Ebenen gelegt werden können, 
eine Fläche nter Classe. 
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selbe Kegelfläche zweiten Ordnung, um sich hievon zu ttberzeagen, 
braucht man nur anzunehmen s und Sj würden durch irgend eine Ebene 
geschnitten und sich an die Sätze 59 und 60, 3 Abschnitt, zu erinnern. Sämmt- 
liche aus P an die Fläche zweiter Classe gelegten berührenden Ebenen um- 
hauen somit eine Kegelfläche zweiter Ordnung und alle aus P an die Fläche 
zweiter Classe gezogenen Tangenten bilden gerade Erzeugende dieser Kegel- 
flächen. 

Nimmt man an, der Punkt P befinde sich in dem Träger eines der beiden 
erzeugenden Systeme, etwa 2, und falle nicht mit dem Berührungspunkte dieses 
Trägers zusammen, so kommt man zu demselben Resultate. Alle durch P gehen- 
den Geraden von 2 bilden einen Strahlenbüschel 8, welchem eine Panktreibe 
B^ in 2^ entspricht, deren Träger, unserer Voraussetzung gemäss, dass P nicht 
auf der Fläche zweiter Classe liege , eine vom Durchschnitte d der Systeme 2 
und 2^ verschiedene Gerade sein muss. Jede Ebene, welche zwei entsprechende 
Elemente von 8 und B^ enthält, berührt die Fläche zweiter Classe und alle diese 
Ebenen umhüllen eine Kegelfläche zweiter Ordnung. Letztere Behauptung, kann 
wie folgt gerechtfertigt werden. Der Strahlenbüschel 8 schneidet die Durch-- 
schnittslinie d in einer Pnnktreihe J^, welche mit 8, also auch mit B^ projec- 
tivisch verwandt ist. Jede Verbindungslinie zweier entsprechender Punkte von Ä, 
und B' bildet nun den Durchschnitt einer von den in Rede stehenden Ebenen 
mit dem Träger von 2^ und alle diese Verbindungslinien umhüllen einen Kegel- 
schnitt, folglich berühren alle aus P an die Fläche zweiter Classe gelegten tan- 
girenden Ebenen eine Kegelfläche zweiter Ordnung. 

Nimmt man an, P falle mit dem Berührungspunkte eines der Träger von 
2 oder 2^ zusammen, oder befinde sich überhaupt auf der Fläche zweiter Classe, 
80 geht die umhüllende Kegelfläche selbstverständlich in eine Ebene über. 

Wir können nun folgenden Satz aufstellen : 

5. An eine Fläche zweiter Classe können aus irgend 
einer Geraden, welche nicht auf der Fläche liegt, höchstens 
zwei tangirende Ebenen gelegt werden. Sämmtliche tan- 
girende Ebenen einer Fläche zweiter Classe, welche durch 
einen nicht auf der Fläche gelegenen Punkt gehen, um- 
hüllen eine Kegelfläche zweiter Ordnung, deren sämmt- 
liche gerade Erzeugende die Fläche zweiter Classe 
berühren. 

Es soll nun gezeigt werden, dass je zwei beliebige tangirende Ebenen 
einer Fläche zweiter Classe als Träger von ebenen Systemen angenommen wer- 
den können, welche diese Fläche erzeugen. 2 und 2^ seien die beiden ursprüng- 
lichen erzeugenden Systeme, deren Träger wir beziehungsweise s und e^ nennen 
(Fig. 80), Ä und B zwei beliebige in s befindliche Punkte, die wir uns als 
Mittelpunkte von zweien die Fläche zweiter Classe F umhüllenden Kegelflächen 
h und k^ denken, und a heisse die zweite berührende Ebene, welche durch die 
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Gerade AB ausser b noch an F gelegt werden kann, s^ sei ferner irgend eine 
die Fläche F berührende Ebene , welche jedoch keine der Beruh mngsebenen 
von k oder Är^ sein soll, nnd m die Darchschnittslinie von b^ ond a. An die 
Kegelfläche k denken wir p. g^ 

ans zwei beliebige berüh- 
rende Ebenen gelegt, welche 
9 in den Geraden c nnd d 
schneiden, nnd an A;, zwei 
berührende Ebenen, deren 
Schnitt mit b wir e und g 
nennen. Dass c« d in A 
nnd e, g m B zusammen- 
treffen müssen, ist selbst- 
verständlich. In der Geraden 
m wählen wir einen Pnnkt 
P als Element eines ebenen 
.Systemes 2^^ dessen Träger 
^2 ist, und weisen diesem 

Punkte die Verbindungslinie p der Punkte A und B als entsprechendes Element 
in 2 zu. Aus P denken wir uns ferner je eine tangirende Ebene an k und A;^ 
gelegt und bezeichnen die Durchschnittslinien dieser zwei Ebenen mit £, durch 
Oj und &2* ^^^ Geraden a^ , h^ weisen wir die Punkte A, B als entsprechende 
Elemente zu. C und D seien die Schnittpunkte von a^ mit jenen tangirenden 
Ebenen der Kegelfläche A;, welche durch c und d gehen, nnd E^ G die Schnitt- 
punkte von &2 ™it den durch e und g gehenden berührenden Ebenen der Kegel- 
fläche k^. Den Punkten CDEG in 2^ weisen wir endlich in 2 die Geraden cdeg 
als entsprechende Elemente zu. 

Von den beiden reciproken Systemen 2 und 2^ sind nun vier Paare sich 
entsprechender Elemente angenommen, nämlich Cc, Dd, Ee und Gg, durch 
welche nach Satz 49, 3. Abschnitt, diese Systeme vollkommen bestimmt werden. 
Sie erzengen eine Fläche zweiter Classe F^, welche von k nnd k^, so wie auch 
von der Ebene s^ berührt wird, k ist nämlich durch die fünf berührenden 
Ebenen «, a, Aa^y Cc, Dd, der Fläche zweiter Classe Fj, und Ä, durch die fünf 
berührenden Ebenen s, a, Bh^, Ee, Gg bestimmt, während e^, Als Träger eines 
der erzeugenden Systeme, die Fläche F^ tangiren muss. Die gegebene Fläche 
F und die durch 2 und 2^ erzeugte F^ werden demnach von k, k^ und «^ 
gemeinschaftlich berührt. Dass in Folge dessen F und F^ identisch sind, zeigt 
nachstehende Betrachtung. 

ß sei irgend eine berührende Ebene von F, Q ein beliebiger Punkt der 
Durchschnittslinie von b^ und ß, endlich nennen wir k^, k^ jene Kegelflächen, 
welche ihre gemeinschaftliche Spitze in Q haben und beziehungsweise die 
Flächen F und F^ umhüllen. Diese Kegelflächen müssen identisch sein, da beide 
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dieselben fünf Ebenen berühren, nämlich b^ nnd die vier Ebenen welche 
ans Q an die beiden Kegelflächen k and ^, berührend gelegt werden 
können. Nachdem nnn ß die Kegelfläche h^ berührt, so mnss sie auch 
Äj, folglich auch F^ berühren, woraus sich ergibt, dass F und F, identisch 
sind. Denn ß wurde beliebig gewählt, daher müssen alle berührenden Ebenen 
von F auch die Fläche F^ berühren , was nur möglich ist, wenn F und J\ 
zusammenfallen. 

Nimmt man in e^ — wie vorhin in s — zwei beliebige Punkte als Mittel- 
punkte zweier die Fläche F umhüllender Kegelflächen und eine beliebige 
berührende Ebene von F als Träger eines ebenen Systemes ^3 an , so ist nan 
leicht einzusehen, dass ^3 derart auf 2^ bezogen werden kann, dass 2*^ und ^3 
die Fläche F erzeugen. 

Diese Untersuchung zeigt auch, dass F durch A;, k^ und die berührende 
Ebene h^ vollkommen bestimmt wird. 

Ganz dieselben Resultate würden sich ergeben haben, wenn wir ange- 
nommen hätten, dass k nnd k^ von einer Ebene längs einer geraden Erzeugen- 
den gemeinschaftlich berührt werden. 

Es gelten demnach folgende Sätze, welche den sich auf Flächen zweiter 
Ordnung beziciienden Sätzen 2 und 3 dieses Abschnittes analog sind : 

6. Je zwei tangirende Ebenen einer Fläche zweiter 
Classe können als Träger von Systemen angenommen 
werden, welche die Fläche erzeugen. Diese beiden Systeme 
lassen sich auf unendlich viele Arten reciprok auf 
einander beziehen. 

7. Eine Fläche zweiter Classe ist durch zwei nicht 
concentrische Kegelflächen zweiter Ordnung k und ifc^, 
welche sich entweder nur in zweiPunkten, oder längs einer 
geraden Erzeugenden berühren, und durch eine berührende 
Ebene, welche keine der Kegelflächen A; nnd k^ tangirt , 
vollkommen bestimmt. 

Der zweite Theil des ersten Satzes wird klar, wenn man berücksichtigt, 
dass der Punkt P(Fig. 80), welchem die Gerade |> als entsprechend zugewiesen 
wurde, irgendwo in m angenommen werden kann. 

Wir beweisen nun zunächst, dass Flächen zweiter Ordnung und Flächen 
zweiter Classe identisch sind. Um diesen Beweis herzustellen, leiten wir vorerst 
einen wichtigen Satz ab, der sich auf Flächen zweiter Ordnung bezieht. 

Ist K irgend ein ebener Schnitt einer Fläche zweiter Ordnung F und 
heissen ABC drei beliebige Punkte von K^ so schneiden sich die drei Ebenen, 
welche F in ABC berühren, in einem Punkte, den wir P nennen wollen. Die 
Ebene von K bezeichnen wir durch tt. Legt man durch A^ B und P eine Ebene 
a und heisst der Schnitt von a mit der Fläche zweiter Ordnung JEC^, so müssen, 
wie leicht einzusehen, die in den Punkten A und B an K^ gezogenen Tangenten 
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im Pnnkte P zasammentreffen. Zieht man durch P eine beliebige in a gelegene 
Gerade g, welche die Fläche F, also aach K^ in den Punkten M nnd N 
schneidet, so bilden die Punkte M, N, P aod der Schnittpunkt der Geraden 
g mit der Ebene n eine harmonische Punktreihe (Satz 29, 2. Abschnitt). Wird 
nun durch g nnd den Punkt C eine Ebene gelegt, welche F in der Gnrve K^ 
schneidet, und bezeichnet man den zweiten Schnittpunkt von K und K^ durch 
2>, so mflssen sich die an K^ in den Punkten C und D gezogenen Tangenten 
im Punkte P treffen. Dass die Tangente in G durch P geht, folgt aus dem 
Umstände, dass die in C berührende Ebene unseren Voraussetzungen gemäss 
den Punkt P enthält Denkt man sich aus P eine zweite Tangente an K^ gezogen, 
welche K,^ in D' berührt, so ist CIV die Polare von P in Bezug auf K^ und 
schneidet g in einem Punkte 0', der mit Jtf, N^ P eine harmonische Reihe bildet. 
Dies ist jedoch nur möglich , wenn und ff zusammenfallen, weil ja auch die 
Reihe MNOP harmonisch ist. Wenn nun mit ff coinddirt, so f&llt auch B mit 
D* zusammen, d. h. eine der aus P an K^ gezogenen Tangenten berührt die 
Fläche zweiter Ordnung in einem Punkte D der Gurve K, Nachdem aber die 
durch P gehende Gerade g beliebig in a gewählt wurde und durch Veränderung 
der Lage von g der Punkt D nach und nach die ganze Gnrve K durchläuft, so 
müssen die Berührungspunkte aller aus P an die Fläche F gezogener Tangenten 
in der Gurve K liegen und alle in den Punkten von Kkel F berührend gelegten 
Ebenen durch ein und denselben Punkt P gehen. 

Nimmt man an P sei irgend ein beliebiger Punkt, von welchem aus sich 
tangirende Ebenen an die Fläche zweiter Ordnung legen lassen, so ist nun 
leicht einzusehen, dass die Berührungspunkte aller aus P an die Fläche 
berührend gelegter Ebenen auf einem Kegelschnitte K liegen. K wird erhalten, 
indem man aus P drei beliebige berührende Ebenen legt und die Fläche durch 
jene Ebene schneidet, welche die drei Berührungspunkte dieser Ebenen 
enthält 

Wir können nun den Satz aufstellen : 

8. Sämmtliche Ebenen, welche eine Fläche zweiter 
Ordnung in den Punkten eines ebenen Schnittes derselben 
berühren, gehen durch einen bestimmten Punkt und die 
Berührungspunkte sämmtlicher Ebenen oder Geraden, 
welche aus irgend einem bestimmten Punkte an eine Fläche 
zweiter Ordnung berührend gelegt werden können, befinden 
sich auf einer ebenen Gurve, nämlich auf einem Kegel- 
schnitte. 

Ganz dieselben Beziehungen lassen sich für Flächen zweiter Glasse 
nachweisen. 

P sei der Mittelpunkt irgend einer Kegelfläche Ä;, welche eine Fläche 
zweiter Glasse F umhüllt, A^ B^ G nennen wir die Berührungspunkte von 
F mit irgend drei Berührungsebenen der Kegelfläche k, und n heisse die durch 

Staudigl: Lehrbach der neueren Geometrie. 19 
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Äj B, C7 bestimmte Ebene. Letztere schneidet k in einer Gnnre zweiter Ordnong 
(Satz 5, 4. Abschnitt), welche wir K nennen. In den Punkten Ä und B ziehen 
wir je eine Tangente an K^ bezeichnen den Schnittpunkt dieser Tangenten 
dnrch Q and heissen jene Eegelfläche, welche ihre Spitze in Q hat and die 
Fläche J^ nmhallt k^. Wird nun in der Ebene n irgend eine durch Q 
gehende Gerade g gezogen und legt man ans g berührende Ebenen fi, «^ an F 
(also anch an k^)^ so bilden die Ebenen fi, y, n nnd die durch Pund g bestimmte 
Ebene oo einen harmonischen EbenenbQschel, wie man leicht einsieht, wenn 
man sich k^^ den in Rede stehenden Ebenenbflschel und die Eegelfl&che k durch 
die Ebene ÄBP geschnitten denkt. Legt man im Punkte C an ^(also auch an k) 
eine berührende Ebene y^ welche g im Punkte B schneidet, und betrachtet man 
B als Spitze einer dritten die Fläche F umhüllenden Kegelfläche k^, so wird 
letztere von den Ebenen fi und y berührt, weil die Spitze B in der Durch- 
schnittslinie g von fA und t gelegen ist Werden nun durch die Gerade PB 
tangirende Ebenen an die Fläche F gelegt, so müssen die ßerfihmngspunkte 
C nnd D dieser Ebenen in n liegen» Dass der Berührungspunkt C der einen 
Ebene sich in n befindet, bedarf keines Beweises, nachdem unseren Voraas- 
setzungen gemäss sowohl P als auch B der die Fläche in C berührenden Ebene 
y angehören. Es ist also noch zu zeigen, dass auch der Berührungspunkt 2> der 
zweiten ans PS an ^ berührend gelegten Ebene ^ in ^ liegen mnss. Zu diesem 
Zwecke denken wir uns durch Pund Q irgend eine Ebene q> gelegt. Die Gurve 
zweiter Ordnung, welche sich als Schnitt von k^ mit dieser Ebene ergibt, nennen 
wir K^ (Fig. 81). Die Durchschnittslinien von (p mit den Ebenen ydfifm nnd ti 
heissen wir beziehungsweise cdmnop und die Punkte, in welchen p die Gnrve 
„. gj Äj trifft, seien C und ff. Die in Q sich 

schneidenden Geraden mnop bilden einen 
harmonischen Strahlenbüschel S, nachdem 
S ein Schnitt des harmonischen Ebenen- 
büschels fifODTT ist. Zwei Strahlen von S, 
nämlich m und n berühren K^ und der 
Strahl enthält den Punkt P. Die Gerade c 
tangirtdie Gurve K^ in C, denn als Schnitt- 
linie von q> mit der Berührungsebene y der 
Kegelfläche k^ muss sie eine Tangente von 
K^ sein, und der Berührungspunkt dieser 
Tangente fällt mit (T zusammen, weil die 
gerade Erzeugende, in welcher y die Fläche k^ berührt, der Ebene n: angehört. 
Dass auch d die Gurve K^ berührt ist leicht einzusehen. Wir haben jetzt nnr 
mehr nachzuweisen, dass IX der Berührungspunkt von d mit K^ sein mnss. 
Denn hieraus kann dann geschlossen werden, dass die Berührungslinie von d 
und k^ in ti liegt, also auch der Berührungspunkt D von d und F der Ebene ti 
angehört. Zieht man in ff eine Tangente an E^, so erhält man im Schnittpunkte 



Digitized by 



Google 



Erzeugung der Flächen zweiter Ordnung und Glosse. 291 

P derselben mit c den Pol der Geraden p in Bezng anf K^ und die Gerade o\ 
welche dnrch P und Q bestimmt wird , bildet mit mnp einen harmonischen 
Strahlenbfischel. Nun ist aber aoch der Büschel mnop harmonisch , daher fällt 
mit 0* nnd P mit P zusammen. Eine der ans P gezogenen Tangenten berührt 
demnach K^ in I>\ worans folgt , dass der Berühmngspunkt B der aus PR an 
F berührend gelegten Ebene diun liegt. 

Verändert man die Lage der durch Q in der Ebene n gezogenen Geraden 
g^ so erhält man andere Punkte R, also anch andere berührende Ebenen <^. Für 
alle möglichen Geraden g ergeben sich alle möglichen tangirenden Ebenen d 
und die Berührungspunkte B aller dieser Ebenen liegen in ein nnd derselben 
Ebene n. Diese Ebene schneidet demnach die Eegelfläche zweiter Ordnung k und 
die Fläche F in derselben Curve f, wir können also behaupten, dass die 
Berührungspunkte aller aus einund demselben Punkte P an 
eine Fläche zweiter Glasse berührend gelegter Ebenen oder 
Geraden in einer Gurve zweiter Ordnung liegen. 

Betrachtet man die Ebene n als eine beliebig gewählte, so ist leicht ein- 
zusehen, dass sämmtliche Ebenen, welche eine Fläche zweiter 
Glasse in den Punkten eines ebenen Schnittes derselben 
berühren, durch einen bestimmten Punkt gehen, dass also, 
nachdem die von solchen Berübrungsebenen umhüllte Fläche eine Kegelfläche 
zweiter Ordnung ist (Satz 5, 4. Abschnitt), jeder ebene Schnitt ein er 
Fläche zweiter Glasse eine Gurve zweiter Ordnung sein 
m n s 8. 

Vergleicht man diese Resultate mit obigem Satze 8, so zeigt sich, dass der 
letztere auch Geltung hat, wenn in demselben statt Fläche zweiter Ordnung, 
Fläche zweiter Glasse gesetzt wird. 

Es fällt nun nicht schwer die Identität der Flächen zweiter Ordnung und 
der Flächen zweiter Glasse nachzuweisen. 

h und k^ seien irgend zwei eine Fläche zweiter Glasse F umhüllende 
Eegelflächen, welche von zwei Ebenen gemeinschaftlich berührt werden, K und 
jEj seien die Kegelschnitte, in denen k und \ die Fläche F berühren, o nennen 
wir ferner irgend eine berührende Ebene von JP, welche nicht auch k oder k^ 
berührt, und A den Berühmngspunkt von a. Durch k, \ nnd die Ebene a wird 
F vollkommen bestimmt (Satz 7) , während die Gurven K, K^ nnd der Punkt A 
eine Fläche zweiter Ordnung bestimmen (Satz 3) , welche wir F^ nennen 
wollen. Dass F und JF\ identisch sind geht aus Folgendem hervor. P sei irgend 
ein Punkt von F\ durch P und A legen wir irgend eine Ebene n, welche die 
Gurven K nnd K^ schneidet. Die vier Schnittpunkte von n mit K nnd K^, so- 
wie der Punkt A bestimmen einen auf der Fläche F gelegenen Kegelschnitt K^, 
der den Punkt P in sich enthält. Wir können nun annehmen, K, Ky und 
der Punkt A liegen auf der Fläche zweiter Ordnung J\. Diese Fläche 
wird von n ebenfalls in einer Gurve zweiter Ordnung K*^ geschnitten, welche 

19* 
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mit der Gnrve K^ identisch sein mnss, nachdem K^ and IT, die vier Schnitt- 
pnnkte von ti mit K, K^ und den Punkt Ä gemein haben. Hieraas folgt, 
dass der beliebig gewählte Punkt P der Fläche zweiter Classe F auch der 
Fläche zweiter Ordnung jF\ angehört , dass also alle Punkte von F in F^ 
liegen , was nur möglich ist, wenn F und F^ identisch sind. Da nun voraus- 
gesetzt wurde, F sei eine ganz beliebige Fläche zweiter Classe, so 'kann man 
schliessen, dass jede Fläche zweiter Classe eine Fläche zweiter 
Ordnung ist. 

Um zu zeigen, dass auch jede Fläche zweiter Ordnung eine Fläche zweiter 
Classe sein muss, nehmen wir an, K und K^ seien irgend zwei auf einer Fläche 
zweiter Ordnung F^ gelegene Kegelschnitte , welche sich in zwei Punkten 
schneiden ; k und k^ nennen wir jene zwei die Fläche F^ umhflllenden Kegel- 
flächen, deren Berührungslinien mit F^ beziehungsweise K und K^ sind, M sei 
irgend ein ausserhalb K und K^ gelegener Punkt von J^^ und fi jene Ebene, 
welche J^^ in M tangirt. Durch X, K^ und M ist die Fläche F^ vollkommen 
bestimmt, während k, k^ und die Ebene (a eine Fläche zweiter Classe bestimmen, 
die wir F heissen wollen. Dass F und F^ identisch sind, lässt sich auf ganz 
dieselbe Art zeigen, wie vorhin gezeigt wurde, dass alle Punkte von F in F^ 
liegen. Wir können also behaupten, dass jede Fläche zweiter Ord- 
nung auch eine Fläche zweiter Classe ist, woraus folgt, nachdem 
auch jede Fläche zweiter Classe eine Fläche zweiter Ordnung sein muss, dass 
die Flächen zweiter Ordnung und jene zweiter Classe iden- 
tisch sind.'*') 

Es gelten somit alle Sätze, welche fflr Flächen zweiter Ordnung aufge- 
stellt wurden, auch fttr Flächen zweiter Classe und umgekehrt. 



b) Eneugniig der BegelflSehen zweiter Ordnung dnreh Grandgebilde der 

ersten Stufe. 

Die Regelflächen zweiter Ordnung können, wie wir nun zeigen wollen, 
auch durch projectivische Grundgebilde der ersten Stufe erzeugt werden. 

Nehmen wir an, E und R^ seien irgend zwei projectivische Punktreihen 
deren Träger nicht in derselben Ebene liegen. Durch ABC .... bezeichnen 
wir die Punkte von R und durch Ä^B^C^ .... die diesen Punkten entsprechen- 
den Elemente von R^. Die Verbindungslinien von je zwei entsprechenden Punkten 
nennen wir Projectionsstrahlen. Nachdem man sich R und R^ darch 
gleichzeitige stetige Bewegung zweier Punkte entstanden denken kann, welche 
in jedem bestimmten Momente mit zwei entsprechenden Punkten von i2 und ^ 
coincidiren, so folgen die Projectionsstrahlen ebenfalls stetig auf einander und 
ihre Gesammtheit bildet eine Fläche F, die zur Gattung der Regelflächen gehört. 



*) Im allgemeinen ist eine Fläche n^r Ordnung von der n(n — 1)' Classe. 
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Sie wird ein Erzeugniss der zwei Ponktreiheu E uud B^ genannt. 
Der Sehnitt dieser Fläche mit irgend einer Ebene t ist eine Gnrve zweiter 
Ordnung, wie sich aus Folgendem ergibt. Den Träger von E denken wir uns als 
Axe eines Ebenenbttscheis E, der gegen B^ perspectivisch liegt, und den Träger 
von R^ als Axe eines Ebeuenbflschels E^^, der gegen B perspectivisch gelegen 
ist« Diese beiden Büschel sind projectiviscL Einer Ebene BA^ in E entspricht 
die Ebene B^A in JE7j und je zwei solche entsprechende Ebenen schneiden sich 
in einem Projectionsstrahlo ilii,. Die Fläche jP kann somit auch als 
ein Erzeugniss der zwei Ebenenbttschel JE7, JE\ betrachtet wer- 
den Die beliebig angenommenie Ebene s schneidet JE! und E^ in zwei projec- 
tivischen Strahlenbflscheln 8 und 8^^ welche einen Kegelschnitt erzeugen. Dieser 
Kegelschnitt liegt auf der Fläche F, nachdem die Schnittpunkte von je zwei 
entsprechenden Strahlen der Bttschel 8 und /S^ auch Punkte dos Schnittes von 
je zwei entsprechenden Ebenen der Büschel E und E^ sein müssen. Jede 
Ebene schneidet demnach die Fläche F in einem Kegelschnitte, 
woraus folgt , dass diese Fläche von keiner Geraden in mehr als 
zwei Punkten geschnitten werden kann. 

Dass das Erzeugniss irgend zweier projectivischer Ebenenbüschel E und 
E^, deren Axcn sich nicht schneiden, immer auch als ein Erzeugniss zweier 
projectivischer Punktreihen B und 22, betrachtet werden kann, deren Träger 
die Axcn der beiden Ebenenbüschel bilden, ist nun leicht einzusehen. Entspre- 
chende Punkte dieser Reihen sind je zwei Punkte , welche in entsprechenden 
Ebenen von E und E^ liegen. Wir können also sagen: Jene Flächen, 
welche durch zwei projectivische , sich nicht schneidende 
Puuktreihen erzeugt werden, und jene Flächen, welche durch 
zwei projectivische Ebenenbüschel zu Stande kommen, deren 
Axen sich nicht schneiden, sind identisch. 

Schneiden sich die Axen zweier projectivischer Ebenenbüschcl J?, E^, so 
ist das Erzeugniss von Fund j&, eine Kegclflächc zweiter Ordnung. 
Denn alle Durchschnittslinien von je zwei entsprechenden Ebenen treffen im 
Schnittpunkte der Axen zusammen und irgend eine beliebige Ebene 6 schneidet 
die erzeugte Fläche in einer Curve zweiter Ordnung, nämlich in dem Erzeug- 
nisse jener zwei Strahlenbüschel, welche sich als Schnitte von s mit E und E^ 
ergeben. 

Bevor wir die durch projectivische Punktreihen oder Ebenenbüschel 
crzcQgten Flächen näher untersuchen, bemerken wir, dass ausser diesen keine 
anderen Flächen durch Grundgebilde der ersten Stufe erzeugt werden können. 
Es sind hier sechs Fälle denkbar. Als erzeugende Gebilde kann man annehmen : 
1. Zwei Pnnktreihen. 2. Eine Punktreihe und einen Strahlenbüschel. 3. Eine 
Punktreihe und einen Ebenenbttschel. 4 Zwei Strahlenbflschel. 5. Einen 
Strahlenbüschel und einen Ebenenbüschel. 6. Zwei Ebenenbüschel. Dass die 
Erzengnisse in den Fällen 1 und 6 identisch sind, wenn man voraussetzt, dass 
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die Axen der EbenenbflBchel sich nicht schneiden , worde bereits nachge- 
wiesen. In den Fällen 3, 4 nnd 5 kann das Erzengniss keine Fläche sein , wie 
man sich leicht überzeugt. Im Falle 2 ist das Erzengniss im allgemeinen eine 
Eegelfläche zweiter Ordnung. Heisst nämlich die Pnnktreihe E und der Strahlen- 
bfischel Sf von welchem wir annehmen, dass seine Ebene die Reihe B nicht ent- 
hält, so gehen alle Ebenen , welche durch je zwei entsprechende Elemente der 
Reihe und des Bfischels bestimmt werden, durch den Mittelpunkt M von S und 
alle diese Ebenen umbttllen eine Kegelfläche zweiter Ordnung , wie leicht ein- 
zusehen, wenn man sich durch B irgend eine Ebene s gelegt denkt, welche den 
Mittelpunkt M nicht enthält. Die Ebene s schneidet den Bftschel 8 in einer 
Punktreihe B^, welche mit B projectivisch verwandt ist. Die Projectionsstrahlen 
von B und B^ umhQllen aber einen Kegelschnitt und da jeder Projectionsstrahl 
den Durchschnitt von s mit einer der Ebenen bildet, welche durch entsprechende 
Elemente von B und 8 bestimmt werden, so erscheint unsere Behauptung, dass 
B und 8 eine Kegelfläche zweiter Ordnung erzeugen, gerechtfertigt. 

Von den erwähnten sechs Fällen haben wir also nur den ersten and 
letzten in Betracht zu ziehen. Zunächst weisen wir nach, dass die Fläche, welche 
durch zwei sich nicht schneidende Pnnktreihen B und B^ (Fig. 82) erzeugt wird, 
(Fiff 82 ^ ®"^® Fläche zweiter Ordnung ist. Die 

Träger der beiden Reihen nennen wir 
aVy irgend drei Projectionsstrahlen 
äbc und die in letzteren befindlichen 
Punkte von B und 1^, beziehungsweise 
ABC und A^BiC^. In dem Punkte A 
schneiden sich a nnd a\ im Punkte B^ 
die Geraden b und b\ Die Geraden aa' 
sowohl, als auch die Geraden bb' kann 
man daher als einen Kegelschnitt 
betrachten. Den einen , aus a und a^ 
bestehenden, nennen wir K, den lEuide- 
ren, welcher durch b und V gebüdet 
wird, K^, Diese beiden Kegelschnitte liegen in verschiedenen Ebenen, wie aus 
dem Umstände folgt, dass die Träger von B und 1^, nämlich a' und 6' sich nicht 
schneiden. Doch haben K nnd K^ die Punkte A^^ und B gemein, sie entsprechen 
also den Bedingungen, welche die im Satze 3 , 4. Abschnitt, erwähnten Kegel- 
schnitte erfttlleu sollen. Ist M ein beliebiger Punkt in c, welcher nicht auch den 
erzeugenden Reihen angehört, so kann M weder in der Ebene von K , noch in 
der Ebene von K^ liegen. Denn würde sich M in der Ebene von K befinden, so 
müssten a und c, also auch a' und b' derselben Ebene angehören, was gegen die 
Voraussetzung ist, und würde M in der Ebene von £j liegen, so müssten sich b 
und c, also auch a' und b' schneiden. Die Kegelschnitte K und K^ , sowie der 
Punkt M haben daher jene gegenseititige Lage, welche nach Satz 3 erforderlich 
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ist, damit eine Fläche zweiter Ordnang dnrch zwei Kegelschnitte und einen 
Pankt vollkommen bestimmt werde. Wir können also annehmen, durch die 
Geraden <iba'b' und den Punkt M sei eine Fläche zweiter Ordnung F bestimmt. 
Dass diese Fläche mit dem Erzeugnisse F^ der gegebenen Punktreihen B und 
B^ identisch sein muss, ist nun leicht nachzuweisen. Legt man durch M irgend 
eine Ebene c, welche K und K^ in vier Punkten schneidet, so wird sowohl F, 
als auch JP\ in einer Curve zweiter Ordnung geschnitten. Diese beiden Cnrven 
fallen aber zusammen, nachdem sie fünf Punkte, nämlich die erwähnten vier 
Schnittpunkte von b mit K und K^ und den Punkt M gemein haben. Daraus 
folgt , dass F und F^ identisch sein müssen Mit Rücksicht auf die obigen 
Resultate können wir nun den Satz aufstellen : 

9« Das Erzeugniss zweier projectivischer Punktreihen, 
deren Träger sich nicht schneiden, sowie auch das Erzeug- 
niss zweier projectivischer Ebenenbüschel ist eine Regel- 
fläche zweiter Ordnung. 

Von den sämmtlichen Projectionsstrahlen dbc .... liegen keine zwei in 
ein und derselben £bene, denn würden z. B. a und b derselben Ebene angehören, 
so müssten auch die Punkte ABÄ^B^ , also auch a' und b' in derselben Ebene 
gelegen sein. Es ist aber bereits gezeigt worden, dass jede Ebene, welche eine 
Fläche zweiter Ordnung in einer Geraden schneidet, mit der Fläche immer noch 
eine zweite Gerade gemein hat, wenn die Fläche keine Kegelfläche ist. Daher 
muss es ausser den Geraden dbc «... noch andere , und zwar unendlich viele 
Gerade geben, welche dem Erzeugnisse von B und B^ angehören. In anderer 
Weise lässt sich dies auf folgende Art zeigen. 

abc seien drei beliebige Projectionsstrahlen und M ein beliebiger Punkt 
vun c. Durch M und die Gerade b denken wir uns eine Ebene gelegt , deren 
Schnittpunkt mit a wir N nennen. Die Gerade MN schneidet dann alle drei 
Projectionsstrahlen a, b und c. Legt man nun dnrch MN und die Punkte der 
Reihe B Ebenen, so bilden letztere einen Ebenenbüschel Ey welcher die Gerade 
b' nach Satz 64, L Abschnitt, in einer mit B projectivisch verwandten Punkt- 
reihe B! schneidet. Diese Reihe ist aber identisch mit B^, denn R ist projec- 
tivisch mit Bf also auch mit Bj^ und hat die drei Punkte A^B^C^ mit B^ ent- 
sprechend gemein. Jede Ebene des Büschels E schneidet demnach a* und V in 
entsprechenden Punkten der Reihen B und B^ und die Verbindungslinien dieser 
Schnittpunkte sind Projectionsstrahlen von B und 1^. \%id irgend eine Ebene 
des Büschels E, welche a! in D und V in D* trifft, so schneidet die Gerade DP' 
die drei Geraden a\ MN und V, Die Gerade DD' kann nun als ein ganz 
beliebiger Projectionsstrahl angesehen werden, wir können daher schliessen, 
dass sämmtliche Projectionstrahlen die Gerade MN schneiden , dass also MN 
ganz auf der dnrch B, B^ erzengten Fläche F liegt. Nun ist aber MN eine 
beliebige Gerade, welche die drei Projectionsstrahlen abc schneidet, folglich gilt 
für jede andere, diese drei Strahlen schneidende Gerade dasselbe wie für ÜOT, 
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nämlich es mQssen alle diese Geraden ganz auf der Fläche F gelegen sein. Von 
denselben können sich keine zwei schneiden, denn wQrde dies der Fall sein, so 
mttssten, wie leicht einzusehen, auch a, b und c, folglich auch B und B^ in der- 
selben Ebene liegen, was gegen die Voraussetzung ist. Jede Gerade MN 
schneidet aber sämmtlicho Projeclionsstrahlen und umgekehrt schneidet jeder 
Projectionsstrahl sämmtliche Geraden MN. Die letzteren bilden eine stetige 
Aufeinanderfolge ; denn wenn man M nur um unendlich wenig in c verschiebt^ 
so ändert auch der Schnittpunkt der Ebene Mb mit a seine Lage nur unendlich 
wenig. Man kann demnach die sämmtlichen Geraden, welche 
alle Projectionsstrahlen schneiden, als ein System von 
geraden Erzeugenden der Begelfläche F betrachten. Ein 
anderes System von geraden Erzengenden derselben Fläche bilden , wie bereits 
bemerkt, die Projectionsstrahlen. 

Die Gesammtheit der Geraden, welche zu ein und demselben Systeme 
gehören, nennt man eine Seh aar. Jede der zwei Schaaren ist durch drei Ge- 
rade der andern Schaar vollkommen bestimmt, wie man leicht einsieht; es 
ersch ei ntdaherauchdieRegelflächeJP vollkommen bestimmt, 
sobald irgend drei Gerade ein und derselben Schaar gege- 
ben sind. 

Nimmt man eine von den drei gegebenen Geraden oöc, etwa c, als Axe 
eines Ebenenbüschels E au, ermittelt die Durchschnittspnnkte einer beliebigen 
Ebene des letzteren mit a und b und verbindet diese Schnittpunkte , so erhält 
man eine Gerade der Schaar, welcher äbc nicht angehören. Nachdem nun a and 
b von dem Ebencnbfischel E in projectivischen Punktreihen geschnitten werden« 
so kann man behaupten , dass die Geraden einer Schaar alle Ge- 
raden der anderen Schaar in projectivischen Pnnktreihen 
schneiden und dass also irgend zwei Gerade, welche derselben Schaar an- 
gehören, als Träger von zwei die Begelfläche erzeugenden Pnnktreihen betrachtet 
werden können. 

Bereits im vorhergehenden Kapitel wurde gezeigt, dass durch jeden Punkt 
einer Regelfläche zweiter Ordnung, welche weder eine Kegelfläche ist, noch aas 
zwei Ebenen besteht, zwei aber nicht mehr gerade Erzeugende gehen, dass femer 
jede Ebene, welche durch eine gerade Erzeugende, also auch noch durch eine 
zweite geht, die Fläche im Schnittpunkte dieser beiden Geraden berührt und 
dass umgekehrt jede berflhrende Ebene die Fläche in zwei geraden Erzeugen- 
den schneidet« Ersteres folgt, von unserem jetzigen Standpunkte betrachtet, ans 
dem Umstände, dass keine zwei derselben Schaar angehörige Gerade sich treffen, 
aber jede Gerade der einen Schaar alle Geraden der anderen Schaar schneiden muss. 

Dass die durch zwei sich nicht schneidende projecüvische Reihen erzeugte 
Fläche nur ein einfaches Hyperboloid, oder ein hyperbo- 
lisches Paraboloid sein kann, bedarf mit Rttcksicht auf die voraus- 
gegangenen Erklärungen keines Beweises mehr. 
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Als Resultat der eben durchgeführten Untersnchang ergibt sich folgen- 
der Satz: 

10. Jede Regelfläche zweiter Ordnung, ausgenommen 
die Kegel- und Cilinderfläche, oder das System yon zwei 
Ebenen^ enthält zwei Schaaren von Geraden, welche eine 
derartige Lage haben, dass keine zwei, derselben Schaar 
angehörige Geraden sich schneiden, aber jede Gerade der 
einen Schaar alle Geraden der anderen schneidet und durch 
jeden Punkt der Fläche zwei, aber nicht mehr Gerade gehen. 
Je zwei Gerade der einen Schaar werden durch dieGeraden 
der anderen Schaar in projectivischen Punktreihen ge- 
schnitten. Durch drei Gerade, von denen keine zwei sich 
schneiden, ist eine Regelfläche vollkommen bestimmt; sie 
kann durch eine Gerade entstanden gedacht werden, welche 
an den drei gegebenen Geraden hingleitet. 

BezQglich der bcrOhrenden Ebenen gilt folgender Satz , welcher eigent- 
lich nur in einer bestimmteren Form ausdrückt , was bereits im Satze 4 dieses 
Abschnittes ausgesprochen ist: 

11. Jede Ebene, welche durch eine gerade Erzeugende 
einer Regelfläche zweiter Ordnung geht, die weder eine 
Kegelfläche ist, noch aus zwei Ebenen besteht, schneidet 
die Fläche noch in einer zwei ten Geraden und berührt die 
Fläche im Schnittpunkte dieser Geraden. Umgekehrt wird 
jede solche Fläche von jeder dieselbe berührenden Ebene 
in zwei Geraden geschnitten, welche durch den Berüh- 
rungspunkt gehen. 

Sind die zwei eine Regelfläche zweiter Ordnung erzengenden Punkt- 
reihen R und Bf ähnlich, so liegt der Projectionsstrahl, welcher die unend- 
lich fernen Punkte von B und B^ verbindet , in der unendlich fernen Ebene. 
Diese Ebene schneidet also die Regelfläche in einer geraden Erzeugenden, daher 
hat sie noch eine zweite Gerade mit der Fläche gemein und berührt die letztere. 
Unseren im vorigen Kapitel gegebenen Erklärungen zufolge ist dann die Fläche 
ein hyperbolisches Paraboloid. Wir können somit sagen : 

12. Zwei sich nicht schneidende projectivische Punkt- 
reihen erzengen entweder ein einfaches Hyperboloid oder 
ein hyperbolisches Paraboloid je nachdem die Reihen nicht 
ähnlich oder ähnlich sind. 

Dass die Regelfläche, welche durch zwei ähnliche Punktreihen B und JR^ 
erzeugt wird, mit der unendlich fernen Ebene nicht bloss einen Projections- 
strahl dieser Reihen , sondern noch eine zweite Gerade gemein hat, lässt sich 
auch wie folgt nachweisen. Die Träger der erzeugenden Reihen nennen wir a\b\ 
irgend zwei Projectionsstrahlen seien a, 6, der unendlich ferne Projections- 



Digitized by 



Google 



298 Vierter Abschnitt Erzeugung der Begelftächen zweiter 

strahl heisse u and die erzeugte Fläche F, Nach obigem Satze 10 kommt F 
auch durch eine Gerade zu Stande, welche längs den drei Geraden a, 6, u hin- 
gleitet. Sämmtliche Gerade, welche a, 6, u schneiden, bilden eine der zwei 
Schaaren von Geraden, die in F enthalten sind. Alle diese Geraden 
müssen zu ein und derselben Ebene parallel sein, nämlich 
zu irgend einer Ebene n , welche die Gerade u enthält , nachdem jede solche 
Gerade die Ebene ti erst in unendlicher Entfernung trifft. Legt man durch jede 
Gerade, welche sämmtliche Projectionsstrahlen schneidet, eine durch u gehende 
Ebene , so sind alle diese Ebenen unter einander parallel , bilden also einen 
Parallel-Ebenenbttschel und schneiden je zwei Projectionsstrahlen in ähnlichen 
Punktreihen (Satz 63 , 1. Abschnitt). Hieraus folgt , dass je zwei Projections- 
strahlen durch jene Schaar, zu der a! und V gehören, in ähnlichen Puuktreihen 
geschnitten werden. Wählt man nun zwei Reihen, deren Träger zwei beliebige 
Projectionsstrahlen bilden, als erzeugende Reihen der Fläche F, so ergibt sich 
als Verbindungslinie der unendlich fernen Punkte dieser Reihen, weil letztere, 
wie eben gezeigt wurde ähnlich sind, eine zweite unendlich ferne Gerade u^ der 
in Rede stehenden Fläche. Die unendlich ferne Ebene hat also mit jeder durch 
ähnliche Punktreihen erzeugten Regelfläche zweiter Ordnung zwei Gerade 
gemein, woraus folgt, dass diese Fläche ein hyperbolisches Paraboloid ist. 

Aus der eben durchgeftthrten Untersuchung ergibt sich auch , dass alle 
Geraden, welche derselben Schaar eines hyperbolischen Paraboloides angehören, 
zu ein und derselben Ebene parallel sind. Für die Schaar, welcher a' und b* 
angehören, wurde dies bereits bemerkt ; dass es auch für die aus den Projec- 
tionsstrahlen von B und i2| gebildete Schaar gilt , ist leicht einzusehen, wenn 
man berücksichtigt, dass jede Gerade dieser Schaar die gerade Erzeugende u^ 
schneiden muss und dass irgend eine durch u^ gehende Ebene jeden Projections- 
strahl erst in unendlicher Entfernung trifft« Es gilt somit der Satz : 

13. Sämmtliche gerade Erzeugende eines hyperbolischen 
Paraboloides, welche derselben Schaar angehören, sind 
parallel zu ein und derselben Ebene. 

Jede Ebene, zu welcher sämmtliche Gerade einer Schaar eines hyper- 
bolischen Paraboloides parallel sind, wird eine Rieht ebene oder auch eine 
Asymptotenebene genannt. Letztere Benennung findet ihre Rechtfertigung 
in dem Umstände, dass jede solche Ebene die Fläche in einem unendlich fernen 
Punkte berührt, nämlich im Schnittpunkte der Geraden u oder u^ mit der 
zweiten geraden Erzeugenden, die in der Ebene gelegen ist. 

Wenn die Richtebene der zwei Schaaren von geraden Erzeugenden eines 
hyperbolischen Paraboloides auf einander senkrecht stehen, so wird die Fläche 
ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid genannt. 

Der nachstehende Satz bedarf nun mit Rücksicht auf obige Untersuchung 
keines Beweises mehr : 
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14. Je Bwei Gerade der einen Schaar eines hyper- 
bolischen Paraboloides. werden durch die andere Schaar in 
ähnlichen Pnnktreihen geschnitten. 

Auch ist leicht einzusehen, dass ein hyperbolisches Paraboloid 
durch zwei sich nicht schneidende Gerade und eine diese 
letzteren schneidende Ebene, welche als Richtebene 
angenommen wird, vollkommen bestimmt ist. 

Um einzelne gerade Erzeugende der Fläche zu erhalten, schneidet man die 
beiden gegebenen Geraden durch Ebenen, welche zur gegebenen Ebene parallel 
sind, und verbindet die so erhaltenen Schnittpunkte durch gerade Linien. 

Durch drei beliebige Gerade, welche derselben Ebene 
parallel sind, wird ein hyperbolisches Paraboloid gleich- 
falls vollkommen bestimmt. Lässt man längs- der drei gegebenen 
Geraden abc eine vierte Gerade a! hingleiten , so beschreibt letztere eine 
Be gelfläche zweiter Ordnung (Satz 10, 4. Abschnitt). Irgend eine Lage der 
beweglichen Geraden a' wird erhalten, indem man etwa durch a eine beliebige 
Ebene n legt und die Schnittpunkte von tt mit b und c durch eine Gerade 
verbindet. Alle durch a gehenden Ebenen n bilden nun einen Ebenenbttschel 
Ef in welchem eine Ebene parallel zu b und c ist, daher werden b und c durch 
E in ähnlichen Punktreihen geschnitten (Vergleiche Satz 62, 1. Abschnitt), 
woraus folgt, dass die durch a! beschriebene Fläche ein hyperbolisches 
Paraboloid sein muss. * 

15. Werden durch irgend einen Punkt zu allen geraden 
Erzeugenden einer Regelfläche zweiter Ordnung parallele 
Gerade gezogen, so bilden die letzteren eine Eegelfläche 
zweiter Ordnung, oder ein System von zwei Ebenen, je 
nachdem die Regelfläche ein einfaches Hyperboloid oder 
ein hyperbolisches Paraboloid ist. 

Um sich hievon zu überzeugen, hat man nur zu berücksichtigen, dass ein 
einfaches Hyperboloid von der unendlich fernen Ebene in einem Kegelschnitte, 
das hyperbolische Paraboloid aber in zwei Geraden geschnitten wird und dass 
jede durch den bestimmten Punkt gehende Parallele einen Punkt dieses 
unendlich fernen Schnittes enthält. 

Aus dem Umstände, dass je zwei Gerade derselben Schaar einer Regel- 
fläche zweiter Ordnung als Träger von die Fläche erzeugenden Reihen 
angenommen werden können lässt sich leicht schliessen, dass im allgemeinen 
zu jeder Geraden der einen Schaar eine, aber auch nur eine Gerade der anderen 
Schaar parallel läuft. Sind nämlich a' und V irgend zwei Gerade, welche 
derselben Schaar angehören, heissen R und Bi die Reihen, deren Träger a' und 
V bilden, und ist O der Gegenpunkt der Reihe B, so muss die Gerade, welche 
durch G parallel zu J3, gezogen wird, ein Projectionsstrahl, also eine zu V 
parallele gerade Erzeugende der Fläche sein. Liegt Q unendlich ferne, so gehört 
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der durch G gehende Projcctionsstrahl der unendlich fernen Ebene an, weil ja 
dem Punkte G ein ebenfalls unendlich ferner Punkt entspricht. Die Reiben B 
und R^ sind dann ähnlich und erzeugen ein hyperbolisches Paraboloid. Diese 
Bemerkungen dflrften nachstehenden Satz genügend rechtfertigen : 

16. Jede gerade Erzeugende der einen Schaar eines 
einfachen Hyperboloides ist parallel zu einer, aber auch nur 
zu einer Geraden der anderen Schaar. Unter den geraden 
Erzeugenden eines hyperbolischen Paraboloides sind keine 
zwei zu einander parallel. 



e) Polar-Eigeiisehaften der Flftchen zweiter (hrdmuig. 

F sei irgend eine Fläche zweiter Ordnung, P ein beliebiger Punkt des 
Raqmes und s eine beliebige, durch P gehende Ebene , welche F in der Curve 
zweiter Ordnung K schneidet. Die Polare des Punktes P in Bezug auf K nennen 
wir p. Legt man durch P irgend eine zweite Ebene t^ , welche F in einem 
Kegelschnitte £j schneidet, der K in den Punkten M und N trifft, so ist leicht 
einzusehen, dass die Polare p^ des Punktes P in Bezug auf K^ die Gerade p 
schneiden muss und zwar in jenem Punkte 0, welcher von P durch M und N 
harmonisch getrennt wird. Durch p und p^ lässt sich somit eine Ebene legen. 
Diese Ebene nennen wir ti. Zieht man eine beliebige durch P gehende Secante 
der Fläche F, heissen die Schnittpunkte derselben * mit der Fläche M^N* 
und bezeichnet man ihren Schnittpunkt mit der Ebene n durch ff^ so bilden 
die vier Punkte M^N^ffP eine harmonische Reihe. Dies ist leicht einzusehen, 
wenn man sich durch die Secante MN^ irgend eine die Fläche F jeden- 
falls schneidende Ebene a gelegt denkt. Der Durchschnitt p^ von a und n ist 
nämlich die Polare des Punktes P in Bezug auf die Curve zweiter Ordnung £,, 
welche die Ebene a mit der Fläche F gemein hat, nachdem die zwei Sehnen 
der Curve K^, welche P mit den Schnittpunkten von p, p^ und p^, p^ verbinden, 
durch diese Schnittpunkte und den Punkt P harmonisch getheilt werden. Der 
Punkt ff ist nun der Durchschnittspnnkt einer beliebigen durch P gehenden 
Secante der Fläche F, daher muss fQr die Schnittpunkte jeder solchen Secante 
mit der Ebene tc dasselbe gelten, was bezüglich ff nachgewiesen wurde. Wir 
können also sagen : 

Werden durch irgend einen Punkt P beliebig viele 
Secanten einer Fläche zweiter Ordnung gezogen, und bestimmt 
man in jeder dieser Secanten jenen Punkt, der von P durch 
die Schnittpunkte der Secante harmonisch getrennt wird, so 
liegen alle dadurch erhaltenen Punkte in ein und derselben 
Ebene. 

Diese Ebene n wird die Polar ebene des Punktes Pund der letztere 
der P 1 der Ebene n in Bezug auf die Fläche zweiter Ordnung genannt. 
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Demnach gilt der Satz : 

17. Pol und Polarebene theilen jede darch ersteren 
gehende Sehne der Flftche zweiter Ordnung harmonisch. 

Ist die Fläche eine Kegelfläche zweiter Ordnung (worunter 
wir im allgemeinen auch Cilinderflächen verstehen), so muss die Polarebene 
eines jeden Punktes der nicht mit dem Mittelpunkte der Kegelfläche zusammen- 
föllt, durch diesen Mittelpunkt gehen. Nur der Mittelpunkt kann der Pol einer 
Ebene sein, welche nicht durch den Mittelpunkt geht. Wie man sich leicht 
fiberzeugt, hat eine durch den Mittelpunkt einer Kegelfläche zweiter Ordnung 
gehende Ebene nicht nur einen, sondern unendlich viele Pole, welche 
alle auf einer durch den Mittelpunkt gehenden Geraden liegen. Diese Gerade 
wird die Polare der Ebene und die Ebene die Polar ebene der Geraden in 
Bezug auf die Kegelfläche genannt. 

Die Polarebene eines Punktes P wird auch erhalten, wenn man aus P 
mindestens drei berührende Gerade an die Fläche zieht und durch die erhaltenen 
Berfihrungspunkte eine Ebene legt. Diese Ebene ist dann die Polarebene von P, 
wie leicht einzusehen (Siehe Satz 8, 4. Abschuitt). Schneidet die Ebene n die 
Fläche zweiter Ordnung F, so kann der Pol von n einfach dadurch erhalten 
werden , dass man in mindestens drei Punkten des Schnittes von n 
und F berührende Ebenen construirt und den Darchschnittspnnkt dieser 
Ebenen bestimmt. Der sich ergebende Punkt ist der Pol von n. Es gilt also 
der Satz: 

18. Die Ebene jener Gurve, in welcher eine Fläche 
zweiter Ordnung von irgend einer Kegelfläche zweiter Ordnung 
berflhrt wird, ist die Polarebene des Mittelpunktes dieser 
Kegelfläche. 

Hieraus folgt, dass der Pol einer Ebene, welche eine 
Fläche zweiter Ordnung berührt, der Berührungspunkt die- 
serEbene sein muss. Dieberührende Kegelfläche ist nämlich in diesem 
Falle in eine Ebene übergegangen, deren Berührungspunkt der Mittelpunkt der 
Kegelfläche ist, während als Ebene der Berflhrungscurve die berührende Ebene 
angesehen werden muss. 

Heisst man n irgend eine Ebene, P' einen beliebigen Punkt derselben 
und F irgend eine Fläche zweiter Ordnung, so geht die Polarebene von P 
durch den Pol P der Ebene n. Um dies einzusehen denke man sich durch P 
und P irgend eine die Fläche F in einer Curve zweiter Ordnung K schneidende 
Ebene a gelegt. Die Durchschnittslinie von a und n ist dann die Polare des 
Punktes P in Bezug auf K^ wie sich mit Hilfe des obigen Satzes 17 leicht 
nachweisen lässt. Nun liegt F auf dieser Polaren, daher muss auch P auf der 
Polaren von P' in Bezug auf K gelegen sein (Satz 30, 2. Abschnitt). Die 
Polare von P (gehört aber der Polarebene von P an, folglich geht diese Polar- 
ebene durch P. 
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Ist umgekehrt P' irgend eio Pankt und n eine beliebige dnrcb denselben 
gehende Ebene, so kann auf ganz ähnliche Art bewiesen werden, dass der Pol 
von n in der Polarebene von P gelegen sein muss. Wir können somit behaupten : 

19. Bewegt sich ein Punkt Geht eine bewegliche 
in einer Ebene tc , so geht Ebene beständig durch 
seine Polarebene beständig einen Punkt P, so bewegt sich 
durch den Pol von n. ihr Pol in der Polarebene von P. 

Mit Benfltzung dieser Sätze lassen sich die folgenden leicht nachweisen : 

20. Bewegt sich ein Punkt Geht eine bewegliche 
auf einer Geraden g^ so Ebene beständig durch 
geht seine Polarebene ein und dieselbe Gerade g^, 
beständig durch ein und die- so bewegt sich ihr Pol P anf 
selbe Gerade g^. einer Geraden g, 

(Satz links). Der Punkt P bewegt sich nämlich in diesem Falle in zwei 
Ebenen zugleich, deren Durchschnitt die Gerade g bildet, daher muss die 
Polarebene von P nach Satz 19 durch die beiden Pole P', P* dieser zwei 
Ebenen, also beständig durch die Gerade FP^ gehen. 

(Satz rechts). Die Ebene n geht beständig durch dieselben zwei Punkte 
von g, demnach muss ihr Pol zugleich in den Polarebenen tt', ^ dieser zwei 
Punkte, also in der Durchschnittslinie von n' und ti^ liegen. 

Die Sätze 19 und 20 erleiden wesentliche Modificationen, wenn die 
Fläche zweiter Ordnung eine Kegel- oder Cilinderfläche ist. 

Von zwei Geraden g und g^, welche eine derartige Lage haben, dass die 
Polarebenen aller Punkte von g durch g^ gehen, sagt man, dass jede derselben 
die Polare der anderen sei. Es gehen unter der gemachten Voraussetzung 
auch die Polarebenen aller Punkte von^, durch g. Dies leuchtet ein, wenn 
man die Gerade g^ als die Durchschnittslinie zweier Ebenen n und n^^ auffasst, 
deren Pole P und P^ in g liegen mttssen (Satz 20). Denkt man sich nämlich 
einen Punkt auf ^j, also zugleich in n und tt^ fortbewegt, so geht nach Satz 
19 die Polarebene dieses Punktes beständig durch die beiden Pole P und P, , 
also durch die Gerade ^, welche P und P^ verbindet. Man kann demnach sagen : 

Von zwei Geraden wird jede die Polare der anderen 
genannt, wenn die Polarebenen aller Punkte der einen 
Geraden durch die andere gehen. 

Soll die Polare irgend einer Geraden g ermittelt werden, so wählt man 
zwei beliebige Punkte in g und bestimmt die zugehörigen Polarebenen. Die 
Durchschnittslinie dieser beiden Ebenen ist dann die verlangte Polare. Oder 
man legt durch g zwei beliebige Ebenen, bestimmt die Pole der letzteren und 
verbindet dieselben durch eine Gerade. Wenn sich durch g berahrende Ebenen 
an die Fläche zweiter Ordnung legen lassen, so erhält man die Polaro auch 
indem man durch g die zwei berührenden Ebenen an die Fläche legt und die 
sich ergebenden Berührungspunkte durch eine Gerade verbindet. Schneidet g 
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die Fläche» so ist die DarcbschnittsliDie jener zwei Ebenen, welche die Fläche 
in den Schnittpunkten von g berühren, die gesachte Polare. 

Man überzeugt sich leicht, dass von zwei Oeraden, deren* eine die Polare 
der anderen in Bezug auf eine Eegelfläche zweiter Ordnung ist, immer 
eine durch den Mittelpunkt der Fläche gehen muss. Ist a irgend eine durch den 
Mittelpunkt der Kegelfläche gehende Gerade, so gibt es unendlich viele Polare 
von a, welche alle in der Polarebene der Geraden a liegen. 

Legt man durch eine von zwei Polaren g und g^^ etwa durch g, irgend 
eine Ebene, welche die Fläche zweiter Ordnung in einer Curve K und g^ im 
Punkte P schneidet, so ist P der Pol von g in Bezug auf K. Dies wird klar, 
wenn man sich erinnert, dass Pol und Polarebene jede durch ersteren gehende 
Sehne der Fläche zweiter Ordnung harmonisch theilen. Die Polarebene des 
Punktes P geht nämlich nach Satz 20 durch g, also hat g eine solche Lage, 
dass jede durch P gehende Sehne der Curve K von P und g harmonisch 
getheilt wird, woraus folgt, dass P der Pol von g sein muss (Satz 29, 
2. Abschnitt). 

Mit Benützung der vorhergehenden Sätze dieses Kapitels fällt es nun 
nicht schwer auch die folgenden nachzuweisen : 

21. Bewegt sich eine Geht eine bewegliche 

Gerade^ in einer Ebene tt, Gerade g beständig durch 
so geht die Polare von^ denselben Punkt P, so bewegt 
beständig durch den Pol sich die Polare von ^ in der 
von fc. Polarebene von P. 

Auch der folgende Satz lässt sich nun leicht begründen :. 

22. Die Polaren aller Strahlen eines Strahlenbfischels 
bilden gleichfalls einen Strahlenbüschel. 

Der Beweis hiefür kann wie folgt gegeben werden. Heisst M der Mittel- 
punkt eines beliebigen Strahlenbüschels 8 und g irgend ein Strahl desselben, 
so erhält man die Polare von g , indem man die Polarebene (a von M und jene 
irgend eines zweiten Punktes der Geraden g bestimmt, der Durchschnitt dieser 
beiden Polarebenen ist die gewünschte Polare. Wird nun für irgend einen 
anderen Strahl des Büschels 8 die Polare in derselben Weise bestimmt, so 
ergibt sich diese Polare als Durchschnitt von (a mit irgend einer zweiten Ebene ; 
sie liegt also jedenfalls in /k, woraus geschlossen werden kann, dass die Polaren 
aller Strahlen des Büschels 8in fi liegen und gleichfalls einen Strahleubüschel 
bilden , nachdem sie alle durch den Pol des Trägers von 8 gehen müssen 
(Satz 21). 

Auch die Sätze 21 und 22 sind zu modificiren, wenn man sie auf Kegel- 
oder Cilinderflächen anwenden will. 

Ist P irgend ein Punkt und tt seine Polarebene, so sagt man, dass P und 
irgend ein beliebiger Punkt P' von n conjugirte Punkte in Bezug auf 
die Fläche zweiter Ordnung sind. Ebenso nennt man 7i und irgend eine durch 
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P gehende Ebene ^conjugirte Ebenen. Nachdem die Polarebene von P 
durch P geht und der Pol von n^ in tc gelegen sein mass (Satz 19), so kann 
man auch sagen : 

Zwei conjogirte Punkte in Zwei conjugirte Ebenen 

Bezag auf eine Fläche zweiter in Bezug auf eine Fläche 
Ordnung sind solche, deren zweiter Ordnung sind solche, 
jeder in der Polarebene des deren jede durch den Pol der 
anderen liegt. anderen geht 

Die nachstehenden Definitionen bedürfen nun wohl keiner weitem 
Erklärung mehr : 

Ein Punkt P und eine Ge- Eine Ebene n und eine 

rade g heissen einander con- Gerade g heissen einander 
jngirt, wenn Pauf der Polaren conjugirt, wenn n durch die 
von ^ liegt, also die Polarebene Polare von g geht, also der 
von P durch g geht (Satz 20). Pol von n in g liegt (Satz 20.) 

Ist g eine beliebige Gerade, g^ ihre Polare in Bezug auf eine Fläche, 
zweiter Ordnung und bezeichnet a irgend eine Gerade, welche g^ in einem 
Punkte schneidet, den wir durch P bezeichnen wollen, so nennt man g und a 
conjugirte Gerade. Die Polare a' von a schneidet ^, denn a' ergibt sich, 
wenn man zu P und irgend einen zweiten Punkt der Geraden a die Polarebene 
sucht und den Durchschnitt dieser Ebenen bestimmt. Nachdem nun die Polar- 
ebene n von P durch g gehen muss, so liegen a' und g in derselben Ebene ft 
und schneiden sich daher. Man kann also sagen : 

Zwei Gerade heissen conjugirt, wenn jede derselben 
die Polare der anderen schneidet. 

Für Kegel- und Cilinderflächen geben wir folgende Definition : 

Zwei durch den Mittelpunkt einerEegel- oder Gilinder- 
fläche gehende Gerade heissen einander conjugirt, wenn 
jede in der Polar ebene der anderen liegt. 

Ist P irgend ein Punkt, n seine Polarebene und P ein beliebiger Punkt 
der letzteren, so sind, wie bereits erklärt, P und P conjugirte Punkte in Bezug 
auf die Fläche zweiter Ordnung F. Legt man durch die Verbindungslinie der 
Punkte P , P irgend eine Ebene a, welche F in einer Curve K schneidet, so 
mfissen P und P, auch in Bezug auf K einander conjugirt sein. Denn die 
Durchschnittslinie der Ebenen a und n ist, wie sich mit Hilfe des Satzes 17, 
4. Abschnitt, leicht nachweisen lässt, die Polare des Punktes P in Bezug auf 
K und nachdem P auf dieser Polaren liegt, so erscheint unsere Behauptung 
gerechtfertigt. — Heissen P und P irgend zwei Punkte, welche einander in 
Bezug auf irgend eine ebene Schnittcurve K einer Fläche zweiter Ordnung F 
conjugirt sind, so mfissen P und P auch in Bezug auf die Fläche F einander 
conjugirt sein. Denn P Hegt auf der Polaren von P in Bezug auf K und diese 
Polare gehört der Polarebene des Punktes P an. 
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Wir können somit sagen : 

23. Sind zwei Punkte P und F^ einander in Bezog auf 
eine Fläche zweiter Ordnung conjugirt, so sind sie es auch in 
Bezug auf jede Curve, in welcher eine heliebige durch PF^ 
gehende Ebene die Fläche schneidet. Und sind zwei Punkte P 
und JP' einander in Bezug auf irgend eine ebene Schnittcnrve 
einer Fläche zweiter Ordnung conjugirt, so sind sie es auch 
in Bezug auf diese Fläche. 

Ist F irgend ein Punkt einer Geraden g und heisst g^ die Polare von g, so 
sind P und irgend ein beliebiger Punkt von g^ conjugirte Punkte, nachdem die 
Polarebene von P dem Satze 20 zufolge durch g^ gebt. Es gilt somit der Satz : 

24. Je zwei Punkte, von denen einer auf irgend einer 
Geraden^ und der zweite auf der Polaren von ^ liegt, sind 
einander conjugirt. 

Legt man durch eine von zwei Polaren g und g^^ etwa durch g, irgend eine 
Ebene a, welche g^ in P schneidet, und zieht durch P eine beliebige Gerade a 
in o, so sind a und g conjugirte Gerade in Bezug auf die Fläche zweiter Ord- 
nung; sie sind es aber auch in Bezug auf die Curve K, in welcher a diese Fläche 
schneidet, nachdem, wie oben bereits erklärt wurde, P der Pol der Geraden g in 
Bezug auf K ist und a durch P geht. — Heissen a und g irgend zwei in der- 
selben Ebene a gelegene Gerade, welche einander in Bezug auf die Schnittcnrve 
von a mit der Fläche zweiter Ordnung conjugirt sind, so müssen sie es auch in 
Bezug auf diese Fläche sein ; denn die Polarebene des in a gelegenen Poles P 
von g geht, wie leicht einzusehen durch g^ also muss die Polare von g durch P 
gehen (Satz 20) und folglich a schneiden. 

Es gilt somit der Satz : 

25. Sind zwei in derselben Ebene a gelegene Gerade ein- 
ander in Bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung conjugirt, so 
sind sie es auch in Bezug auf die Schnittcnrve der Ebene amit 
der Fläche; und sind umgekehrt zwei in derselben Ebene a 
gelegene Gerade einander in Bezug auf die Schnittcurve von 
a mit der Fläche zweiter Ordnung conjugirt, so sind sie es 
auch in Bezug auf diese Fläche. 

Wir wollen nun zeigen, dass wenn man zu allen Punkten und Geraden 
eines ebenen Systemes 2 die Polarebenen, beziehungsweise die Polaren bestimmt, 
alle diese Ebenen und Polaren einen Strahlcnbündel s bilden, welcher mit S 
reciprok verwandt ist. Dabei schliessen wir jene Flächen zweiter Ordnung, welche 
zur Gattung der Kegelflächen gehören, aus. 

Der Träger von 2 heisse n und den Pol von n nennen wir P. A sei 
irgend ein Punkt des Systemes 2 und g eine beliebige durch A gehende Gerade 
in 2. Diesen Voraussetzungen zufolge geht die Polarebene a von A , durch P 
(Satz 19, 4. Abschnitt) und die Polare g^ von g muss in dier Ebene a liegen 

Staadigl: Lehrbtich der neueren Geometrie. 20 
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und durch P hindurchgeheo (Satz 21, 4. Abschnitt). Ä and g sind nun zwei 
beliebige Elemente des Systemes 2, daher gehen die Polarebenen aller Punkte, 
sowie auch die Polaren aller Geraden von S durch den Punkt Pund bilden also 
einen Strahlenbflndel s mit dem Mittelpunkte P. Dass dieser Bflndel mit dem 
Systeme S reciprok verwandt ist, wenn man jedem Punkte in 2 seine Polar- 
ebene und jeder Geraden in S ihre Polare als entsprechendes Element zuweist 
geht daraus hervor, dass je zwei ungleichartigen Elementen A nndg in 2*, wo- 
von Äin g liegt, zwei ungleichartige Elemente a und g^ in 8 entsprechen, von 
denen a durch ^^ geht (Siehe Kapitel e, 3. Abschnitt). 

Der Träger ti des ebenen Systemes 2 schneidet den Strahlenbflndel s in 
einem ebenen Systeme 2j , welches mit 2" ein ebenes Polarsystem bildet, 
also gegen 2 involutori seh liegt, woraus folgt, dass auch 2 und s 
involutorisch liegen. Um dies nachzuweisen haben wir nur zu zeigen, 
dass jedem Punkte der Ebene tt, welche den gemeinschaftlichen Träger von 2 
und 2j^ bildet, ein und dieselbe Gerade in n entspricht, ob man diesen Punkt als 
Element von 2 oder 2^ betrachtet. Dem beliebig gewählten Punkte A in 2 
entspricht die Durchschnittslinie a der Ebenen a und tt. Betrachtet man A als 
Element von 2^^ nämlich als Durchschnitt des Strahles PA mit n, so entspricht 
dem Punkte A die Polare der Geraden PA. Diese Polare fällt aber mit a 
zusammen ; denn die Polarebene von P ist n und die Polarebene von A ist a, 
daher entspricht dem beliebig gewählten Punkte A^ ob man ihn als Element von 
2 oder 2^^ ansieht, die Gerade a, wie oben behauptet wurde, und 2 und 2^ 
mflssen involutorisch gelegen sein. Ans dieser Untersuchung ergibt sich nun 
der Satz : 

26. Ist 2 irgend ein ebenes System undPderPol seines 
Trägers, so bilden die Polarebenen der Punkte und die Po- 
laren der Geraden von 2 einen mit 2 reciprok verwandten 
Strahlenbflndel, dessen Mittelpunkt sich in P befindet, und 
welcher gegen 2 involutorisch liegt. 

Dieser Satz gilt auch für Kegel- und Gilinderflächen zweiter Ordnung, 
wenn man unter P den Mittelpunkt der Fläche versteht und der Träger von 2 
nicht durch diesen Mittelpunkt hindurchgeht. 

Der Punkt A und die Gerade a sind einander coi^ugirt, nachdem A in 
der Polaren PA von a gelegen ist. Entsprechende Elemente von 2 und 2^ 
werden also durch irgend einen Punkt A der Ebene n und die in n befindliche, 
dem Punkte A conjngirte Gerade a gebildet. Schneidet n die Fläche zweiter 
Ordnung, so ist die Schnittcurve zugleich die Di re et rix des aus den Systemen 
2 und 2^ bestehenden Polarsystemes, denn jedem Punkte dieser Schnittcurve 
ist, wie leicht einzusehen, eine durch ihn gehende Gerade der Ebene ti conjngirt. 
Demnach gilt der Satz : 

27.Jede Ebene ist der Träger eines ebenen Polarsystemes, 
in welchem je zwei entsprechende Elemente durch einen 
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Punkt and die demselben in Bezag auf eine Fläche zweiter 
Ordnung conjugirte Gerade gebildet werden. Die Schnitt- 
cnrye der Ebene und der Fläche zweiter Ordnung ist zu- 
gleich die Directrix dieses Polarsystemes. 

Der Strahlenbfindel $ , welcher ein Schein des ebenen Systemes 2^ ist, 
und jener gegen $ concentrisch liegende Strahlenbfindel s^, der einen Schein des 
Systemes 2 bildet^ sind reciprok verwandt und liegen involutorisch ; sie biKien 
also ein Polarsystem im Strahlenbflndel. Entspr(ichende Elemente derselben 
sind je ein Strahl des einen Bündels und die ihm conjugirte Ebene des anderen. 
Diese Ebene ist vollkommen bestimmt, nachdem sie durch die Polare des 
Strahles und durch den gemeinschaftlichen Mittelpunkt P der beiden Bttndel 
gehen mnss. — Wir können nun folgenden Satz aufstellen, welcher dem un- 
mittelbar vorhergehenden analog ist : 

28. Jeder Punkt ist der Mittelpunkt eines Polarsystemes 
im Strahlenbfindel, in welchem je zwei entsprechende 
Elemente durch eine Gerade und die ihr in Bezug auf eine 
Fläche zweiter Ordnung conjugirte Ebene gebildet werden. 
Die Ordnungsfläche dieses Polarsystemes ist eine dieFläche 
zweiter Ordnung umhällende Kegelfläche. 

Die Sätze 27 und 28 gelten auch für Kegel- und Gilinderflächen, wenn 
man in dem ersteren statt „jede Ebene^ jede nicht durch den Mittelpunkt 
gehende Ebene , und in dem letzteren statt Jeder Punkt'' der Mittelpunkt 
einer Kegel- oder Gilinderfläche setzt. 

Aus den Sätzen 47 und 55 des 3. Abschnittes und dem obigen Satze 26 
ergeben sich unmittelbar die folgenden : 

29. Jede Punktreihe ist mit jenem Ebenenbttschel projec- 
tiviscb, welcher von den Polarebenen der Punkte dieser Reihe 
gebildet wird. Reihe und Bfischel liegen involutorisch. 

30. Jeder Strahlenbüschel und der aus den Polaren der 
Elemente desselben gebildete Strahlenbflschel sind projec- 
tivisch verwandt (Satz 22, 4. Abschnitt). 

Aus den obigen Sätzen 27 , 28 und dem Satze 56 des dritten Ab- 
schnittes folgt : 

31. Alle Paare von Punkten, Alle Paare von Ebenen, wel- 

welche auf ein und derselben che durch ein und dieselbe Ge- 
Geraden liegen und einander rade gehen und einander in Be- 
in Bezug auf eine Fläche zug auf eine Fläch e z w e it er 
zweiter Ordnung conjugirt Ordnung conjugirt sind, bilden 
sind, bilden eine involutorische einen involutorischen Ebenen- 
Punktreihe. Die Doppelpunkte büschel. Die Doppelebenen 
dieser Reihe liegen auf der dieses Bflschels berühren die 
Fläche zweiter Ordnung. Fläche zweiter Ordnung. 

20» 
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32. Alle Paare von Geraden, welche einander in Bezog 
auf eine Fläche zweiter Ordnung conjogirt sind, und ein and 
demselben Strahlenbflschel angehören, bilden einen inyoln- 
torischen Strahlenbttschel. Die Doppelstrahlen dieses Bflschels 
berühren die Fläche zweiter Ordnang. 

Man überzengt sich leicht, dass die Sätze 29 bis 32 im allgemeinen anoh 
fdr Kegel- nnd Cilinderflächen Oeltang haben. 

A sei irgend ein Punkt und a seine Polarebene in Bezug auf eine Fläche 
zweiter Ordnang, welche nicht zur Gattung der Kegelflächen gehört. Durch A 
legen wir irgend eine Ebene ß, bestimmen deren in a gelegenen Pol B und 
legen endlich durch die Gerade AB irgend eine dritte Ebene /. Der Pol C von 
y muss dann in der Durchschnittslinie der Ebenen a und ß gelegen sein, denn 
y geht durch A und Bj also liegt der Pol von y zugleich in den Polarebenen 
von A und B. Der Pol D der Ebene <^, welche durch Jl, B und C geht, ist wie 
leicht einzusehen, der Schnittpunkt der drei Ebenen a, ß nnd y. Die Punkte 
ABCD bilden nun im allgemeinen ein Tetraeder, in welchem jeder Eckpunkt 
der Pol der ihm gegenüberliegenden Seite (Ebene) und jede Kante die Polare 
derjenigen Kante ist, welche von ihr nicht geschnitten wird. So z. B. ist CD 
die Polare der Kante AB^ nachdem CD den Durchschnitt der Polarebenen von 
A und B bildet. Ein derartiges Tetraeder wird ein Polartetraeder genannt. 
Die drei Kanten und Ebenen, welche in irgend einem Eckpunkte eines Polar- 
tetraeders zusammentreffen, bilden ein sogenanntes Polardreikant. Ein 
derartiges Dreikant hat die Eigenschaft , dass jede Kante desselben der 
ihr gegenüberliegenden Seite in Bezug auf die Fläche zweiter Ordnung 
conjugirt ist. 

Aus der eben erklärten Gonstruction eines Polartetraeders folgt , dass 
jeder Punkt (A) als ein Eckpunkt unendlich vieler Polartetraeder, also auch 
unendlich vieler Polardreikante betrachtet werden kann. 

Zunächst beweisen wir folgenden wichtigen Satz : 

33. Ist Nirgend eine Fläche zweiter Ordnung, welche 
nicht zur Gattung der Kegelflächen gehört, nnd P ein beliebiger 
Punkt des Raumes, so gibt es entweder nur ein Polardreikant 
in Bezug auf F mit dem Eckpunkte P, dessen drei Kanten auf 
einander senkrecht stehen, oder es sind unendlich viele 
solche Polardreikante vorhanden. 

Versteht man unter P den Mittelpunkt der Fläche zweiter Ordnung so 
gilt dieser Satz auch für Kegelflächen. 

Nach Satz 28, 4. Abschnitt, ist P der Mittelpunkt eines Polarsystemes im 
Strahlenbündel, in weichem je zwei entsprechende Elemente durch eine Gerade 
und die ihr in Bezug auf F conjugirte Ebene gebildet werden. Dieses Polar- 
system kann man sich durch die Vereinigung zweier reciproker Strahienbflndel 
s und s^ entstanden denken, in welchem je zwei entsprechende Elemente — 
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Strahl and Ebene — einander in Bezug aof F conjngirt sind. Nun nehmen wir 
an, durch den Punkt P sei auf jeden Strahl des Bündels s eine senkrechte £bene 
gelegt worden. Alle diese Ebenen bilden einen mit s reciprok verwandten 
Strahlenbfindel s^ , wenn man je einen Strahl von $ und die auf ihm senkrecht 
stehende Ebene als entsprechende Elemente von s und s^ betrachtet. Denn ist 
a irgend eine Ebene von 8 und a ein in a gelegener Strahl , so entspricht dem 
Strahle a eine Ebene in s^^ welche durch den der Ebene a entsprechenden Strahl 
von 8^ hindurchgeht (Siehe Kapitel e, 3. Abschnitt). 

Nachdem nun s sowohl mit 8^, als auch mit 8^ reciprok verwandt ist, so 
massen 8^ und 8^ collinear verwandt sein (Satz 45, S.Abschnitt). 
Schneidet man daher 8^ und 8, durch eine beliebige EbjBue, so ergeben sich als 
Schnitte zwei collineare ebene Systeme 2^ und 2^. Nach Satz 19, 3. Abschnitt, 
haben diese beiden Systeme im allgemeinen die Eckpunkte und Seiten eines 
Dreieckes entsprechend gemein, von welchem zwei Eckpunkte und die ihnen 
gegenüberliegenden Seiten imaginär sein können , oder die beiden Systeme sind 
identisch. Im ersteren Falle haben s^ und s^ die Kanten und Seiten eines Drei- 
kantes, von welchem zwei Kanten und zwei Seiten imaginär sein können ent- 
sprechend gemein, im zweiten Falle coincidireu alle entsprechenden Elemente 
von Sj und s^. Hieraus kann man schliesseu, dass wenn in den beiden reciproken 
Strahlenbfindeln s und s^ nicht alle entsprechenden Elemente auf einander senk- 
recht stehen doch mindestens zwei (reelle) entsprechende Elemente eine senk- 
rechte Lage gegen einander haben. Diese Elemente wollen wir a und a nennen. 

Alle in a gelegenen durch P gehenden Paare conjngirter Geraden bilden 
einen involntorischen Strahlenbüschcl (Satz 32, 4. Abschnitt). In diesem Büschel 
gibt es immer zwei auf einander senkrecht stehende, sich entsprechende Strahlen 
b und c. Der Strahl a ist jeder der beiden Geraden b und c conjugirt, nachdem 
letztere in der Ebene a liegen, welche dem Strahle a conjugirt ist. Nachdem nun 
a und c der Geraden b conjngirt sind , so muss die durch a und c bestimmte 
Ebene dem Strahle b conjugirt sein ; auch ist leicht einzusehen, dass c der 
Ebene der Geraden a und b conjugirt ist. Die drei sich in P schneidenden 
Geraden a , b und c bilden demnach die Kanten eines Polardrcikantes. Jede 
Kante dieses Dreikantes steht auf der ihr gegenüberliegenden Seite senkrecht. 

Ein derartiges Polardreikant wird ein rechtwinkliges genannt. Für 
jeden beliebigen Punkt P gibt es ein rechtwinkliges Polardreikant. In dem 
speciellen Falle aber, wenn die collinearen Strahlenbündel s^ und s^ identisch 
sind, gibt es unendlich viele solche Dreikante mit dem Eckpunkte P. — Damit 
erscheint nun obiger Satz gerechtfertigt. — 

34. Sind F und JP\ irgend Sind 2^ und F^ irgend zwei 

zwei Flächen zweiter Ordnung Flächen zweiter Ordnung und 
und construirt mau zu allen construirt man zu allen Punk- 
berührenden Ebenen von F^ ten von F^ die Polarebenen 
die Pole in Bezug auf F, so in Bezug auf F, so berühren 
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liegen alle diese Pole auf ein alle diese Ebenen eine und 
und derselben Fläche zweiter dieselbe Fläcben zweiter Ord- 
Ordnung. n u n g. 

Um den Satz links nachzuweisen denken wir ans die Fläche F^ als 
iiu Erzengniss zweier reciproker ebener Systeme 2 und J^^. Die Pole der 
Träger von 2 und 2^ nennen wir P und P^. Bestimmt man zu allen Punkten 
von 2 und 2^ die Polarebenen und zu allen Geraden dieser beiden Systeme die 
Polaren, so eihält man nach Satz 2G, 4. Abschnitt, zwei Strahlenbdndel «uuds^ 
mit den Mittelpunkten Pund Pj. Diese BOndel sind reciprok verwandt, nach- 
dem auch 2 und 2^ reciprok sein müssen, wenn sie F, erzeugen sollen, daher 
erzeugen 8 und s^ eine Fläche zweiter Ordnung F^. Eotsprechende Elemente 
von s und s^ sind je eine Gerade a von s und eine Ebene a^ von s^, wenn a die 
Polare der Geraden a' in 2 und a^ die Polaiebene des Punktes Ä^ in 2^^ ist 
und wenn der Geraden a* in 2 der Punkt A^ in 2^ entspricht. Die Ebene, 
welche durch a' und A^ gebt, ist eine bertthrende Ebene der durch 2 und Jj 
erzeugten Fläche F^ und der Pol dieser Ebene in Bezug auf F ist der Durch- 
schnittspunkt von a und a^, also ein Punkt der durch s und s^ erzeugten Fläche 
Fg. Demnach liegt der Pol jeder berührenden Ebene von Fj auf der Fläche 
Fg, wie oben behauptet wurde. 

Auf ganz analoge Weise lässt sich der Satz rechts nachweisen. 



d) Diametral-Ebenen, Durehmesser und Axen der Flüeheii sweiter Ordnoiig. 

Ist P irgend ein unendlich ferner Punkt und n seine Polarebene in Bezog 
auf eine Fläche zweiter Ordnung F, so geht tc durch den Halbinmgspunkt 
einer jeden Sehne von F, welche gegen P convergirt, nachdem Pol und Polar- 
ebene jede durch ersteren gehende Sehne harmonisch theilen (Satz 17, 4 Ab- 
schnitt und Satz 33, 1. Abschnitt). Die sämmtlichen gegen P convergirendeD 
Sehnen sind einander parallel und ihre Richtung kann, da P als ein beliebiger 
unendlich ferner Punkt angenommen wurde, auch als eine beliebige betrachtet 
werden ; daher gilt der Satz : 

35. Die Halbirungspunkte aller Sehnen einer Fläche 
zweiter Ordnung, welche in irgend einer Richtung parallel 
zu einander gezogen werden können, liegen auf einundder- 
selben Ebene. Jede solche Ebene wird eine Diametral-Ebene 
genannt. 

Eine Diametral-Ebene ist somit die Polarebene eines unendlich fernen 
Punktes und halbirt sämmtliche Sehnen, welche gegen diesen Punkt gerichtet, 
also der Ebene conjugirt sind. 

Die Gurve, in welcher eine Fläche zweiter Ordnung von irgend einer 
ihrer Diametral - Ebenen geschnitten wird, nennt man einen Diametral- 
schnitt. 
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Die Polarebene eines beliebigen, aaeserhalb einer Fläche zweiter Ordnung 
JP gelegenen Punktes P wird bekanntlich auch erhalten, indem man jene Kegel- 
fläche construirt, deren Mittelpunkt F ist und die Fläche F umhüllt ; die Ebene 
der Berührungscurve beider Flächen ist dann die Polarebene von P (Satz 18, 
4. Abschnitt). Liegt nun P in unendlicher Entfernung, so geht die bertthreude 
Kegelfläche in eine Cilinderfläche Ober. Man kann also schliessen : 

36. Sämmtliche Ebenen, welche in den Punkten eines 
Diametralscbnittes einerFläche zweiter Ordnung berühr end 
au die Fläche gelegt werden können, umhüllen eine Cilin- 
derfläche, deren gerade Erzeugende zu jenen Sehnen paral- 
lel sind, die von der Ebene des Diametralschnittes halbirt 
werden. — Die Ebene jener Cui-ve, in welcher eine Fläche 
zweiter Ordnung von einer Cilinderfläche berührt wird, ist 
eine den geraden Erzeugenden dieser Cilinderfläche con- 
jagirte Diametral-Ebene. 

Nimmt man ausser P noch zwei andere unendlich ferne Punkte an, deren 
Verbindungslinie nicht durch P geht, und construirt die Polarebene eines jeden 
derselben, so ergibt sich als Schnittpunkt dieser drei Polarcbeuen der Pol M 
der Ebene /i, in welcher die drei unendlich fernen Punkte liegen (Satz 19, 
4. Abschnitt). Letztere Ebene ist nun die unendlich ferne Ebene des Raumes, 
nachdem alle ihre Punkte unendlich ferne liegen müssen, wovon man sich leicht 
überzeugt, wenn man berücksichtigt, dass jede Gerade , welche zwei unendlich 
ferne Punkte enthält , ganz in unendlicher Eutfernung liegt. Die P arcbenen 
sämmtlicher Punkte der Ebene fi sind demnach Diametral-Ebenen. Sie gehen 
alle durch den Punkt M und dieser Punkt wird der Mittelpunkt der Fläche 
zweiter Ordnung genannt. Unter dem Mittelpunkte einer Fläche zweiter Ordnung 
\ersteht man also den Pol der unendlich fernen Ebene, oder was 
dasselbe ist , jenen Punkt, durch welchen sämmtliche Diametral-Ebenen der 
Fläche gehen. 

Die Bezeichnung Mittelpunkt findet ihre Rechtfertigung in dem Umstände, 
dass dieser Punkt jede durch ihn gehende Sehne der Fläche halbirt, wie aus 
dem Satze 17, 4. Abschnitt, leicht gefolgert werden kann. Jede durch den Mittel- 
punkt gehende Sehne der Fläche wird ein Du rc hm esse r der letzteren genannt. 
Nachdem jeder Durchmesser vom Mittelpunkte halbirt wird, so ist leicht einzu- 
sehen, dass der Mittelpunkt einer Fläche zweiter Ordnung auch der Mittelpunkt 
eines jeden Kegelschnittes sein muss, in welchem irgend eine Diametral- Ebene 
die Fläche zweiter Ordnung schneidet. 

Dass je zwei Durchmesser, welche einander in Bezug auf eine Fläche 
zweiter Ordnung conjugirt sind, es auch in Bezug auf die Diametral-Ebene sein 
müssen, welche durch dieselben bestimmt wird, folgt unmittelbar aus dem Satze 
25, 4. Abschnitt. 
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Unter der Länge eines Durchmessers einer Fläche zweiter 
Ordnung, welcher die Fläche schneidet, versteht man den Abstand dieser Dureb- 
schnittspnnkte von einander. 

Das elliptische und hyperbolische Paraboloid werden von der unendlich 
fernen £beue berührt. Der Pol der letzteren, also der Mittelpunkt der Fläche, 
ist daher der Berührungspunkt dieser Ebene. Daraus folgt, dass der Mittel- 
punkt eines elliptischen oder hyperbolischen Paraboloides 
unendlich ferne liegt, sowie dass sämmtliche Durchmesser 
einer solchen Fläche zu einander parallel laufen. 

Ein Durchmesser und eine DiametraUEbene sind einander conjngirt — 
d. h. der Durchmesser geht durch den Pol der Diametral-Ebene — wenn ersterer 
parallel zu jenen Sehnen ist, die von der letzteren halbirt werden. 

Die Polare eines Durchmessers ist die Dnrchschnittsliuie der 
Polarebene des Mittelpunktes und der Polarebene des unendlich fernen Punktes 
dieses Durchmessers, also die unendlich ferne Gerade der dem 
Durchmesser conjngirten Diametral-Ebene. 

Legt man durch die unendlich ferne Polare a^ irgend eines Durchmessers 
a eine beliebige Ebene, welche die Fläche zweiter Ordnung in einer Curve K 
und a im Punkte M schneidet, so ist wie oben erklärt wurde, M der Pol von a^ 
in Bezug auf K (siehe die Erklärungen zu Satz 24, 4. Abschnitt). Nachdem 
aber a^ unendlich ferne liegt, so muss M der Mittelpunkt der Curve K sein. 
Hieraus folgt: 

37. Ist a irgend ein Durchmesser und a die ihm conju- 
gi rte Diame tral -Ebene einer Fläche zweiter Ordnung, so 
liegt der Mittelpunkt einer jeden Curve, in welcher irg&ud 
eine zu a parallele Ebene die Fläche zweiter Ordnung 
schneidet, auf dem Durchmesser a. Schneidet a die Fläche, 
so sind die Ebenen, welche in diesen Schnittpunkten berüh- 
rend an die Fläche gelegt werden können, parallel zu o. 

Zu irgend einer Diametral-Ebene a kann man daher den conjugirten 
Durchmesser bestimmen, indem man zu o eine parallele Ebene legt, welche die 
Fläche zweiter Ordnung in einer Curve K schneidet, und den Mittelpunkt der 
Fläche mit jenem der Curve K verbindet. 

Ist n irgend eine Ebene, welche die Fläche z\ieiter Ordnung F in einer 
Curve K schneidet, deren Mittelpunkt M heissen mag, so muss der durch M 
gehende Durchmesser d von F der Ebene n conjngirt sein. Denn ist a die zu n 
parallele Diametral-Ebene, so erhält mau, wie eben erklärt wurde, den der 
Ebene a conjugirten Durchmesser, indem man F durch eine zu cc parallele Ebene 
n schneidet und den Mittelpunkt M der so erhaltenen Schnittcurve K mit dem 
Mittelpunkte der Fläche verbindet. Dieser Durchmesser ist identisch mit (2, 
woraus folgt, dass d der Ebene a, also auch der Ebene n conjngirt ist, nachdem 
a und 7t sich in der unendlich ferne liegenden Polaren des Durchmessers d 
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schneiden. — Ist n^ irgend eine za n parallele Ebene, welche F in einer Curve 
K^ schneidet, so liegt dem Satze 37 zufolge, auch der Mittelpunkt von K^ auf 
dem Durchmesser d , woraus man schliessen kann , dass die Mittelpunkte aller 
durch parallele Ebenen sich ergebenden Schnittcurven einer Fläche zweiter 
Ordnung auf ein und demselben Durchmesser liegen, der allen diesen Ebenen 
conjugirt ist. 

Dass alle Gurven , in welchen eine Fläche zweiter Ordnung von parallelen 
Ebenen geschnitten werden kann, unter einander ähnlich sind, lässt sich wie 
folgt zeigen : 

n und n^ seien irgend zwei parallele, die Fläche F beziehungsweise in 
den Gurven K und K^ schneidende Ebenen. Die Mittelpunkte von K und K^ 
nennen wir M und M^, irgend zwei conjugirtc Durchmesser von K seien a, h 
und die zu a und h parallelen Durchmesser von K^ bezeichnen wir durch a^ 
und hy^. Dass die Gerade MM^ ein Durchmesser der Fläche F ist, also die 
darch a, a^ und 6, b^ bestimmten Ebenen Diametral-Ebenen sein müssen, wurde 
soeben erklärt, MM^ ist nun einer jeden Geraden conjugirt, welche in n liegt, 
oder dieser Ebene parallel läuft; denn n ist der Geraden MM^ conjugirt, sie 
enthält also die — iu unendlicher Entfernung gelegene — Polare von MM^ 
und jede zu tz parallele Gerade schneidet diese Polare. Demzufolge ist a sowohl 
der Geraden h , als auch der Geraden MM^ in Bezug auf die Fläche F con- 
jugirt. üfMj änd h schneiden also die Polare von a und die Ebene, welche 
durch MM^ und d, oder was dasselbe ist , durch b und b^ bestimmt wird , ent- 
hält diese Polare, woraus man schliessen kann, dass die Ebene bb^ der Geraden 
a conjugirt ist. Die parallelen Geraden a und a^ convergiren demnach gegen 
den unendlich fernen Pol der Diametral-Ebene bb^ . Dieser Pol ist zugleich der 
Pol der Geraden b^ in Bezug auf K^^ folglich sind a^ und b^ conju- 
girtc Durchmesser der zuletzt genannten Gnrve. 

Die conjugirten Durchmesser a , b wurden beliebig gewählt , es müssen 
daher je zwei beliebige conjugirtc Durchmesser von K conjugirten Durchmessern 
von K^ parallel sein, woraus folgt, dass K und K^ ähnlich sind. Denn man 
kann sich eine der beiden Gurven parallel zu sich selbst verschoben denken, bis 
sie in die Ebene der anderen gelangt und es gelten dann für K und K^ die 
Sätze 88 und 89 des 2. Abschnittes. 

Als Resultat unserer zuletzt angestellten Betrachtnngen lässt sich nun 
folgender Satz aufsteUen : 

38. Schneidet man eine Fläche zweiter Ordnung durch 
parallele Ebenen, so sind alle sich ergebenden Schnitt- 
curven einander ähnlich und die Mittelpunkte dieserCurven 
liegen alle auf jenem Durchmesser, der den schneidenden 
Ebenen conjugirt ist. 

Wird die Fläche zweiter Ordnung von einer Kegelfläche in der Gurve K 
berührt, so muss der Durchmesser MM^, weil er der Ebene der Gnrve K con- 
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jngirt ist, durch den Pol dieser Ebene , nämlich durch den Mittelpunkt der 
Kegelfiflche gehen. Wir können also behaupten : 

39. Wird eine Fläche zweiter Ordnung von einer Kegel* 
fläche, deren Mittelpunkt P heissen mag, in einer Ourve K 
berührt, so ist die Verbindungslinie des Punktes Pmitdem 
Mittelpunkte von £ jener Durchmesser der Fläche zweiter 
Ordnung, welcher der Ebene von K conjngirt ist. 

Nachdem eine Diametral-Ebene a, welche einem Durchmesser a conjagirt 
ist, durch die Polare von a geht, so ist a jedem in a gelegenen Durch- 
messer, sowie überhaupt jeder zu a parallelen Geraden coigugirt. Man kann 
also sagen : 

40« Jeder Durchmesser einer Fläche zweiter Ordnung 
ist allen Geraden conjugirt, welche in der ihm conjugirteu 
Diametral-Ebene liegen, oder zur letzteren parallel sind, 
also namentlich auch allen in dieser Ebene liegenden 
Durchmessern. 

Irgend zwei com'ugirte Durchmesser b und c der Diametral -Ebene a bilden 
mit a die Kanten eines Polardreikantes. Denn b ist der durch ci, c und c 
der durch a, b bestimmten Ebene conjugirt, nachdem b sowohl dem Durch- 
messer a, als auch dem Durchmesser c, und c den Durchmessern a und b con- 
jugirt ist. — Drei solche Durchmesser, von denen je zwei einander conjugirt 
sind , welche also die Kanten eines Polardreikantes bilden, nennt man drei 
conjugirte Durchmesser und die drei durch solche Durchmesser 
bestimmten Ebenen, drei conjugirte Diametral-Ebenen. Der fol- 
gende Satz ist nun leicht einzusehen : 

41. Drei conjugirte Durchmesser einer Fläche zweiter 
Ordnung haben eine derartige gegenseitige Lage, dass alle 
Sehnen, welche zu einem derselben parallel gezogen wer- 
den können, von der Ebene der beiden anderen Durch- 
messer halbirt werden. 

Drei coi\jugirte Durchmesser , von denen jeder auf den beiden anderen 
senkrecht steht, welche also die Kauten eines rechtwinkligen Polar- 
dreikantes bilden, heisst man die Axen der Fläche zweiter Ord- 
nung. Jede durch zwei Axen bestimmte Ebene wird eine Hauptebene und 
die Curve, in welcher eine Hauptebene die Fläche schneidet, ein Haupt« 
schnitt genannt. Nach Satz 33, 4. Abschnitt, hat eine Fläche zweiter Ord- 
nung entweder nur drei Axen oder unendlich viele. Der letztere 
Fall ist als ein specieller aufzufassen. Bilden je drei conjugirte Durchmesser 
ein rechtwinkliges Polardreikant, so ist nämlich die Fläche eine Kngelf lache. 
Denn je zwei coiyugirte Durchmesser ein und derselben beliebigen Diametral- 
Ebene stehen in diesem Falle auf einander senkrecht, woraus folgt, dass der 
Schnitt einer jeden solchen Ebene mit der Fläche ein Kreis ist. 
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Jeder reelle Darchschoittspankt einer Axe mit der Fläche zweiter Ord- 
naug"; wird ein Scheitel der Flftche genannt. 

Jede Ebene, welche eine Fläche zweiter Ordnung in einem ihrer Scheitel 
berührt, steht senkrecht auf der dnrch diesen Scheitel gehenden Axe, nachdem 
jede berührende Ebene einer solchen Fläche jenem Darchmesser conjagirt ist, 
der darch den Bertthrangspankt geht (Satz 37). 

Stehen je zwei in einer Hauptebene a befindliche conjugirte Durchmesser 
auf einander senkrecht, so ist der in a gelegene Hauptschnitt ein Kreis. Nach 
Satz 38 ist aber dann auch jeder Schnitt der Fläche zweiter Ordnung mit irgend 
einer zu a parallelen Ebene ein Kreis , dessen Mittelpunkt auf jener Axe a 
liegt, die auf a senkrecht steht. Die Fläche zweiter Ordnung ist in diesem 
speciellen Falle eineRotationsfläche, welche man sich durch Drehung eines 
Kegelschnittes um seine Axe a entstanden denken kann. Rotationsflachen können 
sein : Das EUipsoid, das einfache und zweifache Hyperboloid , das elliptische 
Paraboloid, und die Kegeltiäche zweiter Ordnung kurz solche Flächen zweiter 
Ordnung, welche man nach Ellipsen schneiden kann, nicht aber das hyper- 
bolische Paraboloid, da diese Fläche keine elliptischen, also auch keine kreis- 
förmigen Schnitte zulässt. 

Aus dem Umstände, dass bei den Paraboloiden der Mittelpunkt in der 
unendlich fernen Ebene liegt , kann man schliessen , dass diese Flächen nur 
eine Axe besitzen, welche nicht in unendlicher Entfernung gelegen ist. Diese 
Axe wird in der Kegel als die einzige Axe derartiger Flächen betrachtet. 
Führt man senkrecht auf die Richtung der Durchmesser eines Paraboloides 
einen ebenen Schnitt K und zieht durch den Mittelpunkt von K einen Durch- 
messer, so ist letzterer die Axe der Fläche. Diese Axe kann auch erhalten 
werden, indem man an die Fläche eine berührende Ebene legt, welche auf der 
Richtung der Durchmesser senkrecht steht , und dnrch den Berührungspunkt 
einen Darchmesser zieht. 

Jede Ebene, welche auf einer Axe einer Fläche zweiter Ordnung senk- 
recht steht, ist dieser Axe conjugirt Die Axe eines Paraboloides mnss daher 
allen Geraden einer Ebene conjugirt sein, welche auf der Axe senkrecht steht. 
Ist a irgend eine solche Ebene, welche das Paraboloid in einer Gurve K schneidet, 
so bilden alle Paare conjugirter Durchmesser von K einen involutorischen 
Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt sich in der Axe a der Fläche befindet. Jene 
zwei Ebenen, welche durch die Normalstrahlen dieses Büschels und die Axe a 
bestimmt werden, sind wie leicht einzusehen, einander conjugirt und da sie auf 
einander senkrecht stehen, so müssen sie Hauptebenen des Para- 
boloides sein. 

Wenn das Paraboloid ein hyperbolisches ist , so wird es von a in einer 
Hyperbel geschnitten, deren Axen in den beiden Hanptebenen der Fläche liegen. 
Schneidet man letztere durch beliebig viele zu a parallele Ebenen, so erhält 
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man eine Reihe von ähnlichen Hyperbeln als Schnitte, deren Axen alle za ein- 
ander parallel sind, woraus folgt, dass aach die Asymptoten von je zwei dieser 
Hyperbeln einander parallel sein müssen. Durch die Asymptoten aller der in 
Rede stehenden Gorven lassen sich daher zwei durch die Axe des Paraboloides 
gehende Ebenen legen. Diese Ebenen müssen Richtebenen sein, nachdem sie die 
Fläche erst in unendlicher Entfernung berühren. — Hieraus folgt : 

42. Die zwei Hauptebenen eines hyperbolischen Para- 
boloides halbiren jene Flächenwinkel, welche von den zwei 
d urch die Axe der Fläche gehenden Richtebenen gebildet 
werden. 

Geht die Ebene a durch den Scheitel des hyperbolischen Paraboloides, so 
berührt sie die Fläche, weil sie der Axe conjugirt ist. Daher schneidet a die 
Fläche in diesem Falle in zwei geraden Erzeugenden (Satz 4, 4. Abschnitt). 
Diese zwei Erzeugenden stehen senkrecht auf der Axe des Paraboloides und 
schliessen mit den Hauptebenen gleiche Winkel ein , nachdem sie in den zwei 
durch die Axe gehenden Richtebenen liegen müssen. Es sind dies die einzigen 
geraden Erzeugenden, welche auf der Axe senkrecht stehen, denn gäbe es noch 
eine solche Erzeugende, so müsste sie parallel zu Jener durch den Scheitel 
gehenden Erzeugenden sein , die mit ihr zu derselben Schaar gehört , was dem 
Satze 10 dieses Abschnittes widersprechen würde. Es gilt somit der Satz : 

43. Die zwei durch den Scheitel eines hyperbolischen 
Paraboloides gehenden geraden Erzeugenden sind die ein- 
zigen, welche auf der Richtung der Axe senkrecht stehen. 
Sie schliessen mit den Hauptebenen gleiche Winkel ein. 

Ein einfaches oder zweifaches Hyperboloid wird von der unendlich fernen 
Ebene in einer Curve zweiter Ordnung geschnitten. Legt man in sämmtlichen 
Punkten dieser Curve berührende Ebenen an die Fläche , so umhüllen die so 
erhalteneu Ebenen eine Eegelfläche zweiter Ordnung, deren Mittelpunkt nach 
Satz 18, 4. Abschnitt, der Pol der unendlich fernen Ebene, also der Mittelpunkt 
der Fläche zweiter Ordnung ist. Diese Kegelfläche , deren Berührungscurve in 
der unendlich fernen Ebene liegt und deren Mittelpunkt zugleich der Mittelpunkt 
des Hyperboloides ist, wird die Asymptoten-Kegelfiäche genannt. Die 
Axen der Aymptoten-Kegelfläche fallen mit den Axen des Hyper- 
boloides zusammen, wie man aus folgendem Satze schliessen kann : 

44. Wird eine Fläche zweiter Ordnung F von einer- 
Kegelfläche in einer Curve zweiter Ordnung berührt, so 
sind je zwei durch den Mittelpunkt der Kegelfläche geh ende 
in Bezug auf letztere Fläche conjugirte Gerade einander 
auch in Bezug auf die Fläche F conjugirt. 

Ist nämlich K die Berührungscurve und heissen ^, / die beiden in Bezug 
auf die Kegelfiäche conjugirten Geraden, so schneiden g und g' die Ebene von 
K in zwei Punkten P und Q, weiche einander bezüglich der Curve K conjugirt 
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sind. Dem Satze 23, 4. Abschnitt, zufolge mflssen P aod Q einander auch in 
Bezug auf die Fläche zweiter Ordnung F conjugirt sein, daher geht die Polar- 
ebene von P in Bezug auf F durch Q. Nachdem aber Pin der Ebene der Gurve 
K liegt und der Mittelpunkt der berührenden Eegelfläche der Pol dieser Ebene 
ist, so muss die Polarebene von P in Bezug auf F sowohl durch Q, als auch 
durch den genannten Mittelpunkt gehen und daher die Gerade g^ in sich 
enthalten. 

Aus dem eben nachgewiesenen Satze ergibt sich, dass nicht bloss die Axen 
der Asymptoten - Eegelfläche mit jenen des Hyperboloides zusammenfallen, 
sondern dass auch irgend drei in Bezug auf die Asymptoten -Kegelfläche cod- 
jugirte Durchmesser einander in Bezug auf das Hyperboloid ebenfalls conjugirt 
sein müssen. 

45. Wird eine Fläche zweiter Ordnung F von einer 
Kegelfläche in einer Gurve zweiter Ordnung K berührt, und 
schneidet man beide Flächen durch eine Ebene, welche der 
Ebene von K parallel ist, so erhält man als Schnitte zwei 
ähnliche Gnrven, deren gemeinschaftlicher Mittelpunkt in 
jener Geraden liegt, welche die Kegelspitze mit dem Mittel- 
punkte der Gurve K verbindet, also der Ebene dieser Gurve 
conjugirt ist. 

Der Beweis hiefttr lässt sich mit Benützung des Satzes 38, 4. Abschnitt, 
leicht herstellen. Die Gurve K ist zufolge dieses Satzes sowohl dem ebenen 
Schnitte der einen, wie der anderen Fläche ähnlich, daher müssen diese Schnitte 
auch unter sich ähnlich sein. 

Aus dem Satze 45 kann man scbliessen : 

46. Schneidet man ein Hyperboloid und seine Asymptoten- 
Kegelfläche durch eine und dieselbe Ebene, so sind dieSchnitt- 
curven der beiden Flächen einander ähnlich und ihr gemein- 
schaftlicher Mittelpunkt liegt auf dem der schneidenden 
Ebene conjugirten Durchmesser. 

Ist jp irgend eine durch den Mittelpunkt einer Kegelfläche zweiter Ord- 
nung gehende Gerade und ft ihre Polarebene, so muss p ganz ausserhalb der 
Fläche liegen, wenn n die letztere (in geraden Erzeugenden) schneidet, während 
jp innerhalb der Fläche gelegen ist, sobald n mit der letzteren nur den Mittel- 
punkt gemein hat. Hieraus folgt, dass von den drei Axen einer Kegelfläche 
immer eine ganz innerhalb der Fläche liegt, während die beiden anderen sich 
ausserhalb befinden. 

Legt man durch die innerhalb einer Asymptoten-Kegelfläche befindliche 
Axe, welche auch eine Axe des zugehörigen Hyperboloides ist, schneidende 
Ebenen, so wird die Kegelfläche von den letzteren in geraden Erzeugenden und 
das Hyperboloid in Hyperbeln geschnitten, deren Asymptoten die eben erwähnten 
Erzengenden sind. Es können nun zwei Fälle eintreten : Entweder werden alle 
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so erhaltenen Hyperbeln von der innerhalb der Asymptoten-Kegelfläche befind- 
lichen Axe in reellen Punkten getroffen, oder es ist dies nicht der FalL Findet 
das erstere statt, so liegt das Hyperboloid ganz innerhalb der Asymptoten-Kegel- 
flftche nnd besteht, wie leicht einzusehen, ans zwei getrennten Theilen, 
im zweiten Falle befinden sich alle Pnnkte des Hyperboloides ausserhalb der 
Asymptoten- Eegelfläche nnd das Hyperboloid ist ein einfaches, nur ans 
einem Flächentheile bestehendes. 

Da man jeden Darchmesser einer Fläche zweiter Ordnung , welcher die 
Fläche in reellen Punkten schneidet, einen eigentlichen nennt, während 
solche Durchmesser, welche keine reellen Paukte mit der Fläche gemein haben, 
uneigentliche genannt werden, so hat dem Vorhergehenden zufolge, das ein- 
fache Hyperboloid zwei eigentliche und eine uneigentliche und 
das zweifache Hyperboloid eine eigentliche und zwei uneigent- 
liche Axen. 

Haben ein einfaches und ein zweifaches Hyperboloid dieselbe Asymptoten- 
Kegelfläche, so schneidet jede Ebene, welche durch die innerhalb der letzteren 
Fläche befindliche Axe geht, die beiden Hyperboloide in conjugirtcn Hyper- 
beln. Denn die beiden Schnittcurven haben dieselben Asymptoten, nämlich die 
in der schneidenden Ebene befindlichen geraden Erzeugenden der Asymptoten- 
Kegelfläche, und dieselben copjugirten Durchmesser. 

Das einfache Hyperboloid wird von allen Ebenen, welche senkrecht auf 
der uneigentlichen Axe stehen, in Ellipsen geschnitten, während man bei 
dem zweifachen Hyperboloide durch schneidende Ebenen, welche auf der eigent- 
lichen Axe senkrecht stehen, elliptische Schnitte erhält. 

Jener Diametralschnitt eines eingehen Hyperboloides, in welchem die 
beiden eigentlichen Axen liegen, wird die K e h 1 e 1 1 i p s e genannt. Ist dieser 
Schnitt ein Kreis, so muss die Fläche eine Rotationsfläche sein (Satz 38, 4. Ab- 
schnitt), welche man sich auch durch die Rotation einer Hyperbel um ihre 
uneigentliche Axe, oder durch Rotation einer geraden Erzeugenden des Hyper- 
boloides um die uneigentliche Axe des letzteren entstanden denken kann. 
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Das räumliche System. 



») ColllBeatloii und Sedproeltlt itunlielieT Systeme. 

Sind zwei ränmliche Systeme 2 und 2^ derart auf einander bezogen, dass 
jedem Punkte Pin 2 ein Punkt P, in 2^ und jeder durch P gehenden Geraden 
oder Ebene in 2 beziehungsweise eine durch P^ gehende Gerade oder Ebene 
in 2j entspricht, so nennt man die beiden Systeme collinear verwandt. 

Zwei räumliche Systeme 2 und 2^ sind reciprok verwandt, wenn 
Jedem Punkte Pin 2 eine Ebene n^ in 2^ und jeder durch P gehenden Geraden 
oder Ebene in 2 beziehungsweise eine in n^ liegende Gerade oder ein in n^ 
befindlicher Punkt von 2^ entspricht. 

Aus diesen Erklftrungen folgt der Satz : 

1. Sind zwei räumliche Systeme mit einem dritten 
collinear oder reciprok verwandt, so sind sie untereinander 
collinear und ist von zwei collinearen räumlichen Systemen 
das eine einem dritten reciprok, so ist es auch das andere. 

Die obigen Erklärungen lassen uns auch schliessen, dass je zwei Grund- 
gebilde der zweiten Stufe, welche aus entsprechenden Elementen colUnearer 
oder reciproker räumlicher Systeme bestehen, collinear, beziehungsweise 
reciprok verwandt sind und dass also je zwei Grundgebilde der ersten Stufe, 
deren Elemente sich in collinearen oder reciproken räumlichen Systemen 
entsprechen, projectivisch sein mttssen (Sätze 5 und 47, 3. Abschnitt). Nachdem 
man je zwei solche Grnndgebilde der ersten oder zweiten Stufe entsprechende 
Grundgebilde räumlicher Systeme nennt, so kann man sagen : 

2. Je zwei Grundgebilde der zweiten Stufe, welche 
sich in collinearen oder reciproken räumlichen Systemen 
entsprechen, sind collinear, beziehungsweise reciprok, 
daher mflssen je zwei entsprechende einförmige Grund- 
gebilde von collinearen oder reciproken räumlichen 
Systemen projectivisch sein. 
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Mit Rttcksicht auf die Eigenschaften collinearer Grundgebilde der zweiten 
Stufe können wir behaupten, dass wenn a, a^ zwei entsprechende Gerade und 
a, a^ zwei entsprechende £benen collinearer räumlicher Systeme sind, jedem 
Punkte von a oder a ein beziehungsweise in a^ oder o^ gelegener Punkt ent- 
spricht, sowie auch, dass wenn a in a liegt, a^ der Ebene a^ angehören muss. 
Dem Schnittpunkte zweier Geraden des einen Systemes entspricht der Schnitt- 
punkt der entsprechenden Geraden des anderen, die Durchschnittslinie zweier 
Ebenen entspricht der Durchschnittslinie der zwei entsprechenden Ebenen 
u. s. w. Sind 2 und 2^^ reciproke räumliche Systeme und bezeichnet man durch 
a eine beliebige Gerade in 2^ welche der Geraden a^ in 2^ entspricht, so muss, 
jedem in a befindlichen Punkte eine durch a^ gehende Ebene, jeder durch a 
gehenden Ebene ein in a^ gelegener Punkt entsprechen. Der Verbindungslinie 
zweier Punkte in 2 entspricht die Durchschnittslinie der zwei diesen Punkten 
entsprechenden Ebenen in 2^^ dem Durchschnittspunkte zweier Geraden in 2 
entspricht in 2^ jene Ebene, welche durch die zwei diesen Geraden entspre- 
chenden Linien bestimmt wird, u. s. w. 

Bezeichnen 2 und 2^ zwei collineare räumliche Systeme, so entspricht 
der unendlich fernen Ebene in 2 eine im allgemeinen in endlicher Entfernung 
gelegene Ebene in 2^ und ebenso der unendlich fernen Ebene in 2^ eine in 
endlicher Entfernung befindliche Ebene von 2. Diese Ebenen collinearer 
räumlicher Systeme, welche der unendlich fernen Ebene entsprechen, werden. 
Gegeneben en genannt. Die Richtigkeit der folgenden Sätze kann nun leicht 
nachgewiesen werden: 

3. In zwei collinearen räumlichen Systemen 2 und 2^ 
entsprechen parallelen Geraden und Ebenen von 2 Gerade 
und Ebenen von 2^^ welche sich in der Gegenebene von 2^ 
schneiden. Umgekehrt entsprechen Geraden und Ebeneu^ 
welche sich in der Gegeuebene von 2 schneiden, parallel e 
Gerade und Ebenen des Systemes 2^, 

Hieraus folgt: 

4. Sind 2 und 2^ zwei collineare räumliche Systeme und 
y, y ihre Gegenebenen, so entsprechen allen zu y parallelen 
Geraden und Ebenen in 2 beziehungsweise Gerade und 
Ebenen in J^j, welche der Ebene / parallel sind. Liegen y und 
/ in endlicher Entfernung, so entsprechen parallelen Geraden 
und Ebenen in 2 nur dann parallele Gerade und Ebenen 
in 2^ , wenn erstere eine parallele Lage zur Gegeuebene 
y haben. 

Aus diesem und dem obigem Satze 2 kann man schliessen : 
ö. In collinearen räumlichen Systemen sind je zwei 
entsprechende ebene Systeme, deren Träger zu den Gegen- 
ebenen parallel liegen, affin verwandt. 
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Die Gegenaxeo von zwei ebenen Systemen, welche sich in collinearen 
ränmlicben Systemen entsprechen, liegen nämlich, wie leicht einzusehen, in den 
Gegenebenen and bilden also die Darchschnittslinien der Träger der ebenen 
Systeme mit den zagehörigen Gegenebenen. Sind daher die Träger von zwei 
solchen Systemen parallel zu den Gegenebeneu, so liegen die betreffenden 
Gegenaxen in unendlicher Entfernung und die Systeme mttssen affin sein. 

Aus dem Satze 5 ergibt sich : 

6. Sind ^ and S^ zwei collineare räumliche Systeme 
und y, y ihre Gegenebenen, so entsprechen allen Geraden 
in^, welche unter sich und zur Ebene ^parallel laufen, 
Gerade in 2^, welche ebenfalls unter sich und zur Gegen- 
ebene / parallel sein müssen. 

Der folgende Satz kann leicht aus dem zweiten Theile des Satzes 
4 gefolgert werden : 

7. Zwei ebene Systeme, welche sich in collinearen 
räumlichen Systemen entsprechen, deren Gegenebenen in 
endlicher Entfernung? liegen, können nur dann affin sein, 
wenn ihre Träger zu den Gegenebenen parallel sind. 

In zwei reciproken räumlichen Systemen entspricht der unendlich fernen 
Ebene, als Element des einen Systemes betrachtet, ein Punkt des anderen, 
welcher der Mittel pu nkt des letzteren genannt wird. Jede Gerade, welche 
durch den Mittelpunkt geht, wird ein Durchmesser und jede durch den 
Mittelpunkt gehende Ebene eine Diametralebene genannt. Aus diesen und 
den obigen Erklärungen über reciproke räumliche Systeme ergibt sich der Satz : 

8. In zwei reciproken räumlichen Systeme n entsprechen 
parallelen Geraden des einen Systemes Gerade im anderen 
Systeme, welche ein und derselben Diametralebene ange- 
hören. 

Diese Diametralebene entspricht nämlich dem anendlich fernen Durch- 
schnittspunkte der parallelen Geraden. 

9. In zwei reciproken räamlichen Systemen entsprechen 
parallelen Ebenen des einen Systemes Punkte des anderen, 
welche auf ein und demselben Durchmesser liegen. 

Denn die Durchschnittslinie der parallelen Ebenen gehört der unendlich 
fernen Ebene an, daher muss ihr eine durch den Mittelpunkt gehenhe Gerade 
entsprechen. 

Die Sätze 8 and 9 gelten selbstverständlich auch in ihrer Umkehrung. 

Fallen zwei entsprechende Elemente collinearer räumlicher Systeme 
zusammen, so sagt man, dass letztere diese Elemente, welche dann eigentlicb 
nur ein einziges bilden, entsprechend gemein haben. Kommen in zwei 
collinearen räumlichen Systemen entsprechende Grandgebilde der ersten oder 
zweiten Stufe yor» deren sämmtlicbe entsprechende Elemente coincidiren, so 

Standigl: Lekrbneli der nenaren Oeometri«. 21 
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sagt man ebenfalls, dass die räumlichen Systeme diese Gebilde entsprechend 
gemein haben. 

Mit Hilfe des Satzes 7, 3. Abschnitt, and des obigen Satzes 2 Iftsat sich 
nun der folgende leicht nachweisen : 

10. Haben zwei räumliche Systeme fflnf Punkte, von 
denen keine vier in derselben Ebene liegen, oder fttnf 
Ebenen, von denen keine vier durch ein und denselben Punkt 
gehen entsprechend gemein, so haben sie alle ihre Elemente 
entsprechend gemein und sind somit identisch. 

Um diese Behauptung zu rechtfertigen nennen wir die beiden räumlichen 
Systeme 2 und 2j und die fünf Punkte, welche sich selbst entsprechen, 
ABCBE. Die Verbindungslinie des Punktes A mit allen übrigen Rankten, 
des Systemes 2 bilden einen Strahlenbflndel s, welcher mit jenem Bttndel Sj in 
2^ identisch ist, der seinen Mittelpunkt ebenfalls in A hat und ans den Ver- 
bindungslinien des Punktes A mit s&mmtlichen Punkten von 2^ besteht. Denn 
8 und Sj sind nach Satz 2, ö. Abschnitt, coUinear und haben die vier Strahlen 
AB, AC, AD und AE entsprechend gemein (Satz 7, 3. Abschnitt). Es mttssen 
daher auch jene zwei in 2 und 2^ sich entsprechenden Strahlenbflndel s^ und 
8\, deren gemeinschaftlicher Mittelpunkt B ist, identisch sein, woraas folgt, 
nachdem jeder Punkt von 2 als Schnittpunkt zweier Strahlen von s nnd s' 
betrachtet werden kann, dass alle Punkte von 2 mit den ihnen entsprechenden 
Punkten von 2^ zusammenfallen. — Der Beweis für den Fall, als die rftnmlichen 
Systeme fflnf Ebenen entsprechend gemein haben, kann in ganz ähnlicher 
Weise gefflhrt werden. 

Der folgende Satz lässt sich mit Benützung des Satzes 8, 3. Abschnitt, 
und des obigen Satzes 2 ebenfalls leicht beweisen. 

11. Will man zwei räumliche Systeme collinear auf 
einander beziehen, so kann man in jedem derselben f&nf 
Punkte, von denen keine vier in derselben Ebene liegen, 
oder fflnf Ebenen von denen keine vier durch denselben 
Punkt gehen, beliebig wählen und einander als entsprechend 
zuweisen. Jedem Elemente des einen Systemes entspricht 
dann ein einziges, durch diese Annahmen vollständig 
bestimmtes Element des anderen. 

Heissen die beiden räumlichen Systeme 2 und 2^, die in 2 gewählten 
fflnf Punkte ABCDE und die fflnf Punkte in ^|, welche den eben genannten 
als entsprechend zugewiesen wurden, A^B^C^D^E^, so sind die sich entspre- 
chenden Strahlenbflndel s und s^, deren Mittelpunkte sich in A und A^ befinden, 
nach Satz 8, 3. Abschnitt, vollkommen bestimmt, da die vier Strahlen AB, AC, 
ADy AE in 8 den vier Strahlen A^B^, -^i^i» A-^n A-^i in s^ zogewiesen 
erscheinen. Ebenso sind die in 2 und 2^ sich entsprechenden Strahlenbflndel 
s* und s\, welche ihre Mittelpunkte in B und J^^ haben, vollkommen bestimmt, 
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folglich entspricht jedem Punkte P in 2, da man P als Schnittpunkt zweier 
Strahlen p and q von s and s^ ansehen kann, ein ganz bestimmter Punkt P^ in 
S^ und zwar der Schnittpunkt der den Geraden p und q entsprechenden 
Strahlen der Bttndel s^ und s\. — Auf ganz Ähnliche Weise Iftsst sich obiger 
Satz fttr den Fall nachweisen, in welchem fQnf beliebige Ebenen in S ebenso 
vielen Ebenen in J, als entsprechend zugewiesen werden. 

12. Will man zwei räumliche Systeme reciprok auf 
einander beziehen, so kann man in dem einen fünf Punkte 
beliebig wählen, von denen keine vier in derselben Ebene 
liegen, und ihnen fünf Ebenen des anderen Systemes, von 
denen keine vier durch denselben Punkt gehen» als ent- 
sprechend zuweisen. Jedem Elemente des einen Systemes 
entspricht dann ein durch diese Annahmen vollkommen 
bestimmtes Element des anderen. 

Der Beweis hiefOr kann auf folgende Art gegeben werden : S und 2^ 
seien die zwei räumlichen Systeme, ABCBE die fttnf Punkte von 2 und 
aßyde ^\e fflnf diesen Punkten als entsprechend zugewiesenen Ebenen in 2^. 
Der StrahlenbQndel, welcher aus den Verbindungslinien des Punktes A mit 
sämmtiichen flbrigen Punkten von 2 besteht, heisse s und das diesem Bttndel 
entsprechende ebene System in 2^ , dessen Träger die Ebene a bildet, nennen 
wir 6j. Nach Satz 2, 5. Abschnitt, sind s und e^ reciprok verwandt und jedem 
Elemente von s entspricht ein durch die Annahmen vollkommen bestimmtes 
Element in e^, nachdem die vier Strahlen AB^ AC^ AD, AE den vier Geraden 
entsprechen mflssen, in welchen a die Ebenen ßyÖB schneidet (Satz 8, 
3. Abschnitt). Der Strahlenbttndel s', dessen Strahlen die Verbindungslinien des 
Punktes B mit allen tlbrigen Punkten von 2 bilden, ist ferner dem ihm 
entsprechenden ebenen Systeme e/ in 2^ reciprok verwandt, dessen Träger die 
Ebene ß bildet, und jedem Elemente von s' entspricht ein vollkommen 
bestimmtes Element von e^\ Mann kann nun jeden Punkt von 2 als den 
Schnittpunkt zweier Strahlen p , q von s und s^ betrachten und da diesen 
Strahlen vollkommen bestimmte Gerade jp^, g, in e^ und e!^ entsprechen, so 
muss jedem solchem Punkte eine durch p, und q^ unzweideutig bestimmte Ebene 
in 2^ zugewiesen werden. 

Von zwei collinearen räumlichen Systemen sagt man, dass sie p e r s p e c- 
tivisch gegen einander liegen, wenn sie ein ebenes System e und einen 
Strahlenbttndel 5 entsprechend gemein haben. Der Träger des ebenen Systemes 
e wird die Collineationsebene, der Mittelpunkt des BQndels $ das 
Collineationscenlrum und jeder Strahl von s ein Gollineations- 
strahl genannt. 

13. In zwei perspe ctivisch liegenden räumlichen 
Systemen schneiden sich je zwei entsprechende Gerade, 
sowie auch je zwei entsprechende Ebenen in der Golli- 

21 ♦ 
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neatioDscbene. Je zwei entsprecheDde Pankte liegen auf 
demselben ColliDeationsstrahle and je zwei entsprechende 
Gerade in derselben durch das Collineationscentrom 
gehenden Ebene. 

Von der Richtigkeit dieses Satzes ttberzengt man sich leicht, wenn man 
berttcksichtigt, dass jedes in der Collineationsebene befindliche, sowie auch 
jedes durch das Gollineationscentrum gehende Element der beiden rftumlichen 
Systeme sich selbst entspricht. 

Ans diesem Satze und den im 3. Abschnitte Ober die perspectivische 
Lage der Grundgebilde zweiter Stufe gegebenen Erklärungen folgt : 

14. Je zwei Gruudgebilde der ersten oder zweiten 
Stufe, welche sich in perspectivisch liegenden räumlichen 
Systemen entsprechen, liegen ebenfalls perspectivisch. 

Die Gollineationsaxe von zwei ebenen Systemen, welche sich in per- 
spectivisch liegenden räumlichen Systemen entsprechen, liegt in der Colli- 
neationsebene und ihr Gollineationscentrum fällt mit jenem der ränmlicheD 
Systeme zusammen. Der perspectivische Durchschnitt zweier Strahlenbflndel, 
die sich in zwei solchen räumlichen Systemen entsprechen, befindet sich in der 
GoUineationsebene und die Axe jenes Ebenenbüschels, welchen die Bündel 
entsprechend gemein haben, geht durch das Gollineationscentrum. 

Wird ein StrahlenbQndel 8, der aus den Verbindungslinien eines Punktes 
P mit sämmtlichen Punkten eines räumlichen Systemes 2. besteht, durch 
irgend eine Ebene a geschnitten, so erhält man als Schnitt ein ebenes System, 
welches man eine Projection des Systemes 2 nennt. 

Den Strablenbündel 8 bezeichnet man als einen Schein von^, oder auch 
als den pro jicir enden Bündel; jeden Strahl desselben als einen 
Proj ectionsstrahl, der Punkt P wird das Projec tionscentr um uud 
die Ebene adieProjectionsebene genannt. Liegt Pin endlicher Entfernung, 
so heisst die Projection eine centrale, ist P unendlich ferne gelegen, so geht 
die centrale in eine Parallelprojection über, welche man eine schief e 
oder orthogonale nennt, je nachdem die Projectionsstrahlen auf der 
Projectionsebene schief oder senkrecht stehen. 

Liegt das Gollineationscentrum zweier räumlicher Systeme in endlicher 
Entfernung, so nennt man jedes der beiden Systeme eine räumliche 
Gentralprojection des anderen, und befindet sich das Gollineationscentrum 
in unendlicher Entfernung, sind also alle GolUneationsstrahlen unter einander 
parallel, so heisst jedes System eine räumliche Parallelprojection 
des anderen. 

Sowie man unter gewissen Voraussetzungen die Projection irgend eines 
räumlichen Systemes 2 auf einer Ebene als ein Bild von J? bezeichnet, so 
nennt man auch die räumliche Projection von 2 eine räumlicheAbbildung 
oder ein R e 1 i e f b i 1 d des räumlichen Systemes. 
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15. Sind 2 uod 2, zwei perspectivisch liegende colli- 
neare rftnmliche Systeme, P nnd P| irgend zwei sich 
entsprechende Pankte derselben, nnd projicirt man J nnd 
2^ beziehungsweise aus Pnnd Pj auf irgend eine Ebene er, 
so erhält man als Projectionen zwei perspectivisch liegende 
ebene Systeme. Goincidirt a mit der Gollin eationsebene, 
oder fällt P, also auch P^ mit dem C ollineationscentrum 
zusammen, so sind die beiden Projectionen identisch. 

Der Beweis für den ersten Theil dieses Satzes ergibt sich aus Folgendem : 
Die beiden projicirenden BQndel sind entsprechende Gebilde der zwei räumlichen 
Systeme, daher liegen sie nach Satz 14, 5. Abschnitt, perspectivisch nnd haben 
also einen Ebeuenbttschel E entsprechend gemein, dessen Axe der Gollineations- 
strahl PP^ ist. Die Ebene a schneidet nun die beiden projicirenden BQndel in 
zwei collinearen ebenen Systemen e und e^ und den Ebenenbüschel E in einem 
StrahlenbQscbel 5, welchen die Systeme e und e^ entsprechend gemein haben, 
dalier mflssen diese Systeme perspectivisch liegen (Satz 13, 3. Abschnitt). — 
Fällt a mit der Gollineationsebene zusammen, so werden e und e^ identisch, 
nachdem je zwei entsprechende Strahlen der projicirenden Bündel dem Satze 
13, 5. Abschnitt, zufolge sich in der Gollineationsebene schneiden. — Goincidiren 
P und i, mit dem GoUineationscentrum, so sind die beiden projicirenden 
BOndel identisch, nachdem sie alle ihre Strahlen (Gollineationsstrahlen) 
entsprechend gemein haben, woraus folgt, dass auch die Schnitte derselben mit 
irgend einer Ebene identisch sein mflssen. 

Liegt der Punkt P in der Gegenebene von 2, so muss P, unendlich 
entfernt sein und der Bflndel, welcher das System 2^ projicirt, ist dann ein 
Parallelstrahlenbflndel. Aus dem obigen Satze folgt demnach: 

16. Liegen zwei räumliche Systeme 2 und 2^ perspec- 
tivisch und projicirt man das eine, etwa 2^ durch parallele 
Strahlen auf die Gollineationsebene, so ist diese Parallel- 
projection identisch mit der centralen Projection von 2", 
deren Gentrum in der Gegenebene von 2 nnd zugleich in 
jenem Gollineationsstrahle liegt, der dem projicirenden 
Parallelstrahlenbflndel parallel läuft. 

Bezeichnet 2 irgend ein räumliches Object, 2, dessen Reliefbild, nnd 
liegen 2 und 2^ perspectivisch, so kann man diesem Satze zufolge die 
orthogonale Projection (im allgemeinen jede Parallelprojection) des Reliefbildes 
auf der Gollineationsebene erhalten, indem man eine centrale Projection des 
Objectes 2 auf der Gollineationsebene constmirt. Das Gentrum dieser centralen 
Projection liegt in der Gegenebene von 2 und zugleich in jenem Gollineations- 
strahle, welcher auf der Gollineationsebene senkrecht steht. *) 



*) Näheres über die Gonstruction von Reliefbildern (und zwar ohne Benützung 
der Lehren der neueren Geometrie) findet man in einem vom YerÜASser des vor- 
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Aas dem Umstände, dass jede Gerade, welche in der CoUineationsebeoe 
liegt, sich selbst entspricht und dass eine Gerade, welche sich in einer Gegen- 
ebene befindet nur einer unendlich fernen Geraden entsprechen kann folgt, dass 
die GoUineationsebene von den Gegenebenen in nnendlicher Entfemang 
geschnitten wird, dass also die beiden Gegenebenen und die GoUineationsebene 
zu einander parallel sind. 

Ist a irgend eine durch das Gollineationscentrum gehende Gerade, also 
ein Gollineationsstrahl, so bilden alle Punkte von ^, welche in a gelegen sind, 
und alle diesen Punkten entsprechenden von 2^ zwei conjectivische Punktreihen, 
deren Doppelpunkte das Gollineationscentrum und der Schnittpunkt von a mit 
der GoUineationsebene bilden (Sätze 13 und 14, 5. Abschnitt). Die Gegenpuokte 
dieser Reihen liegen, wie leicht einzusehen, in den Gegenebenen. Hieraus und 
aus den Sätzen 38 und 39, 1. Abschnitt folgt nun, dass der Halbirungspankt 
des AbStandes der beiden Gegenebenen auch den Abstand des GollineationB- 
centrums von der GoUineationsebene halbirt. 

Die beiden conjecti vischen Punktreihen können entgegengesetzt, oder 
einstimmig verlaufen. Im erstcren Falle sagt man, dass die zwei rftomlichen 
Systeme entg egengesetzt, im zweiten, dass sie einstimmig perspec- 
ti vis ch liegen. Die conjectivischen Reihen, deren Träger Gollineationsstrahlen 
bilden, mOssen entweder alle entgegengesetzt, oder alle einstimmig verlaufen, 
denn sind B und B^ zwei solche auf einem Gollineationsstrahle a gelegene 
Reihen und verlaufen dieselben etwa entgegengesetzt, so liegen die Gegenebenen 
zwischen dem Gollineationscentrum und der GoUineationsebene (Satz 38, 
1. Abschnitt) , daher befinden sich die Gegenpunkte nicht nur der Reihen 
B und B^^ sondern auch von irgend zwei auf einem von a verschiedenen 
Gollineationsstrahle gelegenen Reiben zwischen den Doppelpunkten, woraus . 
geschlossen werden kann, dass letztere Reihen ebenfalls entgegengesetzt 
verlaufen, t- Wir können nun folgenden Satz aufstellen : 

17. Die Gegenebenen perspectivisch liegender räum- 
licher Systeme sind parallel zur GoUineationsebene. Die 
eine von diesen Ebenen ist vom Gollineationscentrum 
eben so weit entfernt als die andere von der GoUineations- 
ebene. Je nachdem die zwei räumlichen Systeme entgegen- 
gesetzt, oder einstimmig verlaufen, befinden sich das 
Gollineationscentrum und die GoUineationsebene ausser- 
halb, oder zwischen den beiden Gegenebenen. 

Schneidet man zwei perspectivisch liegende räumliche Systeme 2 und 2^ 
durch eine Ebene, welche durch das Gollineationscentrum geht, so erhält man 
als Schnitt zwei in derselben Ebene befindliche collineare Systeme (Satz 14, 
5. Abschnitt). Die Gegenaxen dieser Systeme liegen in den Gegenebenen, das 

liegenden Buches veröffentlichten Werkchen: „Grundzüge der Reliefper- 
spective'*. (Wien, 1868, bei L. W. Seidel & Sohn). 
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GoUineationscentram fällt mit. jenem der räumlichen Systeme zusammen und 
die Gollineationsaxe befindet sich in der Gollineationsebcne. Der Modolus der 
zwei ebenen Systeme ist nach Satz 18, 3. Abschnitt, gleich dem Verhältniss der 
Abstände der Gegenaxen von der Gollineationsaxe, negativ genommen ; daher 
mnss der Modolus zweier ebener Systeme, welche man durch den Schnitt 
irgend einer durch das Gollineationscentrum von 2 und 2^ gehenden Ebene 
erhält, gleich dem negativ genommenen Verhältniss der Abstände der Gegen- 
ebenen von der Gollineationsebcne sein. Dieses Verhältniss wird auch der 
Modolus der beiden räumlichen Systeme ^ und ^i genannt. Mit Rücksicht 
auf den eben erwähnten Satz können wir nun behaupten : 

18. Sind Ä und Ä^ irgend zwei entsprechende Punkte 
perspectivisch liegender räumlicher Systeme, deren Golli- 
neationscentrum ist, und bezeichnet man den Werth des 

Verhältnisses -j—^ durch w, ferner den Werth des Ver- 

hältnisses der Abstände, welche Ä und Ä^ von der Golli- 

tn 
neationsebene haben, durch n, so hat ftlr jedes Paar ent- 

n 

sprechender Punkte einen constanten Werth, der gleich 

dem Modolus der beiden räumlichen Systeme ist. 

Haben zwei collineare räumliche Systeme 2 und 2^ ein ebenes System e 

entsprechend gemein, so müssen sie auch einen Strahlenbündel entsprechend 

gemein haben, also perspectivisch liegen. Dies lässt sich wie folgt nachweisen. 

Sind e^ und ej irgend zwei ebene Systeme, welche sich in 2 und 2^ entsprechen, 

so müssen diese Systeme collinear sein und sich in einer Geraden des Systemes 

e schneiden, weil jedes Element von e unserer Voraussetzung gemäss ein sich 

selbst entsprechendes ist. Die Systeme e^ und e^ haben daher eine Punktreihe 

entsprechend gemein und müssen nach Satz 13, 3. Abschnitt, perspectivisch 

liegen. Der Strahlenbündel s, dessen Schnitte e^ und e^ bilden, ist jener, welchen 

2 und 2^ entsprechend gemein haben, denn jeder Strahl von s verbindet ein in 

e gelegenes sich selbst entsprechendes Element mit zwei sich entsprechenden 

Elementen von e^ und e,, woraus man schliessen kann, dass jeder solche Strahl 

sich selbst entspricht. — Haben zwei collineare räumliche Systeme 2 und 2^ 

einen Strablenbündel s entsprechend gemein, so müssen sie auch ein ebenes 

System entsprechend gemein haben, also perspectivisch liegen, wie aus Folgendem 

hervorgeht. Irgend zwei sich in 2 und 2^ entsprechende Strahlenbündel Sj und 

8^ sind collinear verwandt und haben einen Ebenenbüschel entsprechend 

gemein. Letzteres ist leicht einzusehen, wenn man berücksichtigt, dass die 

Verbindungslinie der Mittelpunkte von s^ und s^ einen Strahl des Bündels 

s bilden muss und dass also jede durch diese Verbindungslinie gehende Ebene 

sich selbst entspricht. Nach Satz 13, 3. Abschnitt, liegen demnach s^ und s, 

perspectivisch und sind Scheine eines und desselben ebenen Systemes e. Dieses 
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System ist dasjenige, welches 2 und 2^ entsprechend geroein haben. In irgend 
einem Punkte A desselben schneidet nämlich ein sich selbst entsprecbender 
Strahl a von s einen Strahl a, von s, und zugleich auch eiuen Strahl a^ von s^ ; 
daher entspricht der Punkt A sich selbst, nachdem der Schnittpunkt von a und 
öj dem Schnittpunkte von a und a,^ entsprechen muss, — Aus dieser Unter- 
suchung ergibt sich nun der Satz : 

19. Haben zwei colli nearc räumliche Systeme ein 
ebenes System entsprechend gemein, so haben sie auch 
einen Strahlenbündel entsprechend gemein und um gekehrt 
Die beiden räumlichen Systeme liegen daiier in jedem 
dieser zwei Fälle persp ecti visch. 

Mit Hilfe ditses Satzes lässt sich der folgende leicht nachweisen, welcher 
dem Satze 14, 3. Abschnitt, analog ist : 

20. Haben zwei Tetraeder, deren Eckpunkte ABCD, 
A^i^iA ^^^ deren fregrenzungsebenen aßyd, ct^ß^y^i\ heissen, 
eine solche gegenseitige Lage, dass die Ger sl den AA^^ BB^, 
CC^ u n d DDj in demselbenPunkte zusammentreffen, so liegen 
die v]icr Geraden, in denen sich die Ebenen «a^, ßß^, yy^ und ifd^ 
schneiden, in ein und d erselben Eben e. Umgekehrt schneiden 
sich die Geraden AA^, BB^, CC^ und DD^ in demselben Punkte, 
wenn die Durchschnittslinien der Ebenen aa^, ßß^, yy^ und Sd^ 
in derselben Ebene liegen. 

Gehen nämlich die Geraden AA^y BB^, CC^ und DD^ durch denselben 
Punkt 0, so kann man die beiden Tetraeder als Theile von zwei collinearen 
räumlichen Systemen ansehen (Satz 11 , ö. Abschnitt), welche einen aus den 
genannten vier Goraden bestehenden Strahlenbündel entsprechend gemein haben, 
folglich perspectivisch liegen müssen. Das Collineationscentruro befindet 8i<^ 
in 0. — Auf ganz ähnliche Weise lässt sich der zweite Theil des in Rede 
stehenden Satzes rechtfertigen. 

Will man zwei collineare räumliche Systeme 2 und 2^ perspectivisch auf 
einander beziehen, so kann man das Collineationscentrum und die Colli- 
neationsebene e, sowie auch zwei Punkte A und ii^, welche einander entsprechen 
sollen, also in demselben Collineationsstrahle liegen müssen, beliebig annehmen; 
jedem Elemente des einen Systems entspricht dann ein durch diese Annahmen 
vollkommen bestimmtes Element des anderen. Durch drei Punkte BGB wird 
nämlich die Gollineationsebene e bestimmt und den fünf Punkten ABCDO 
können nach Satz 11, 5 Abschnitt, die Punkte A^ BODO als entsprechend 
zugewiesen werden. 

Liegen zwei collineare räumliche Systeme 2 und 2^ perspectivisch und 
soll man zu irgend einer Geraden a von 2 die ihr entsprechende a^ in 2^ 
ermitteln, so kann man wie folgt verfahren. Man sucht den Dnrchschnittspunkt 
D der Geraden a mit der Gollineationsebene e; dieser Punkt muss auch ein 
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Punkt von a, «ein. Dann zieht man durch das GoUineationscentram eine 
Parallele zu a and verhindet den Schnittpunkt & dieser Parallelen and der 
Gegenebene von 2^ mit D. Die Gerade DG* ist dann die gesachte a^ ; denn 
jene Gerade, welche durch parallel zu a gezogen wurde, ist der durch den 
anendlich fernen Punkt von a gehende CoUineationsstrahl und dieser anendlich 
ferne Punkt entspricht dem Punkte 6r', daher muss D& die der Geraden a 
entsprechende sein. 

Soll der Punkt 4i in 2^ gefunden werden, welcher irgend einem 
bestimmten Punkte ^ in ^ entspricht, so fahrt im allgemeinen folgende Gon- 
strucUon zum Ziele. Man zieht durch A zwei beliebige Gerade a und h^ ermittelt 
die ihnen entsprechenden Geraden a^ und h^ in 2^ und bestimmt den Schnitt- 
punkt von a^ und h^ . Dieser Punkt ist dann wie leicht einzusehen der gesuchte. 
Um die Gonstruction zu vereinfachen, kann man eine der beiden Geraden a, b 
durch den GoUineationsstrahl AO ersetzen, wodurch man sich die Bestimmung 
einer von den zwei Geraden a^ , h^ erspart. 

Um zu einer Ebene et von 2 die entsprechende a^ in ^^ zu erbalten 
bestimmt man die Durchschnittslinie d der Ebene a mit der Gollineationsebene, 
legt durch eine parallele Ebene zu a und sucht den Durchschnitt g' dieser 
Ebene mit der Gegenebene von 2^ . Jene Ebene, welche durch die beiden 
parallelen Geraden d und g* besUmmmt wird, ist die gesuchte a^, denn d 
entspricht sich selbst und die Gerade g* entspricht der unendlich fernen 
Geraden von a, — 

Nachdem zwei collineare räumliche Systeme identisch sein mQssen, wenn 
sie fttnf Punkte entsprechend gemein haben, von denen keine vier in derselben 
Ebene liegen, so gibt es in zwei solchen, von einander verschiedenen Systemen, 
auch wenn sie unendlich viele Punkte entsprechend gemein haben, keine fünf 
sich selbst entsprechende Punkte , unter denen nicht vier derselben Ebene 
angehören würden. Haben zwei collineare räumliche Systeme 2 und 2^ vier 
nicht in derselben Ebene liegende Punkte entsprechend gemein, so muss durch 
je drei dieser Punkte eine sich selbst entsprechende Ebene gehen, die beiden 
Systeme haben also dann vier Punkte und vier Ebenen — die Ecken und 
Seitenflächen eines Tetraeders — entsprechend gemein. Liegen vier sich selbst 
entsprechende Punkte in derselben Ebene Cy jedoch derart, dass keine drei sich 
auf derselben Geraden befinden, so haben 2 und 2^ alle Elemente von e 
entsprechend gemein (Satz 7, 3. Abschnitt) und liegen somit perspectivisch. 
Dies ist auch dann der Fall, wenn in 2 und 2^ vier sich selbst entsprechende 
Ebenen vorhanden sind, von denen keine drei sich in derselben Geraden 
schneiden, welche aber alle durch denselben Punkt gehen. — 2 und 2^ können 
auch zwei Punktreihen entsprechend gemein haben, ohne desshalb identisch zu 
sein ; erst wenn sie ausser den Elementen dieser Reihen noch einen Punkt 
entsprechend gemein haben, fallen nach Satz 10, 5. Abschnitt, alle entsprechenden 
Elemente von 2 und 2^ zusammen. Schneiden sich die beiden Punktreihen, so 
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ist die durch ihre Träger beetiminte Ebeoe eine dch selbst entsprecheBde 
nnd jedes Element dieser Ebene mnss nach Satz 7, 3. Abschnitt, mit dem ihm 
entsprechenden znsammenfalleu. 2 und 2^ haben dann ein ebenes System 
entsprechend gemein and liegen perspectivisch. 

Da es uns zu weit fahren wttrde, alle möglichen Fälle, in denen zwei 
coUineare räumliche Systeme zwei oder mehrere ihrer Elemente entsprechend 
gemein haben, zu erörtern, so bemerken wir über diesen Gegenstand nar noch 
Folgendes : Haben 2 und 2^ keinen Ponkt entsprechend gemein, so können sie 
auch keine Ebene entsprechend gemein haben ; denn jede sich selbst entspre- 
chende Ebene ist der Träger von zwei collinearen ebenen Systemen, in denen 
es nach Satz 19, 3. Abschnitt, immer einen sich selbst entsprechenden Punkt 
gibt. Ist umgekehrt keine sich selbst entsprechende Ebene vorhanden, so gibt 
es auch keinen sich selbst entsprechenden Ponkt; denn jeder solche Punkt ist 
der gemeinschaftliche Mittelpunkt von zwei sich in 2 und 2^ entsprechenden, 
also collinearen Strahlenbflndeln nnd in diesen Bündeln müsste es mindestens 
eine sich selbst entsprechende Ebene geben. Aus dem eben erwähnten Satze 
lässt sich auch schliessen, dass wenn 2 und 2^ einen Punkt entsprechend 
gemein haben, immer auch eine sich selbst entsprechende Ebene und Gerade 
vorhanden sein müssen nnd dass wenn in 2 und 2^ eine sich selbst entspre- 
chende Ebene existirt, es immer auch mindestens einen Punkt und eine Gerade 
geben muss, welche sich selbst entsprechen. 

Wir wollen nun untersuchen, welche gegenseitige Lage in zwei 
reciproken räumlichen Systemen 2 und 2'^ alle Punkte haben, weichein 
der ihnen entsprechenden Ebene liegen, und alle Ebenen, welche durch die 
ihnen entsprechenden Punkte gehen. 

Ist a irgend eine Ebene von 2^ welche durch den ihr entsprechenden 
Punkt Ä^ in 2^ geht, so muss dem Punkte Ä^, als Element von 2 betrachtet, 
eine Ebene in 2"^ entsprechen, welche durch den der Ebene a entsprechenden 
Punkt, nämlich durch Ä^ geht, weil Ä^ in a liegt. Der Punkt A, befindet sich 
also in der ihm entsprechenden Ebene, ob man ihn als Element von 2 oder 2^ 
betrachtet. Eine analoge Beziehung besteht auch für jede Ebene, welche durch 
den ihr entsprechenden Punkt geht, wie man sich leicht überzeugen kann, daher 
gilt der Satz : 

21. In zwei reciproken räumlichen Systemen ist jeder 
Punkt des einen Systemes, welcher auf der ihm entspre- 
chenden Ebene des andern liegt, auch als Punkt des andern 
Systemes auf der ihm entsprechenden Ebene gelegen nnd 
jede Ebene, welche als Element des einen Systemes durch 
den ihr entsprechenden Punkt geht, enthält auch als 
Element des andern Systemes betrachtet jenen Punkt, der 
ihr entspricht. 
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A sei irgend ein Pnnkt in 2 und a^ die ihm entaprechende Ebene in 2^. 
Nach Satz 2, ö. Abschnitt, muss der in 2 befindliche Strahlenbttndel 8 mit dem 
Mittelpunkte Ä jenem ebenen Systeme tr^ reciprok verwandt sein, dessen Träger 
oTj ist nnd welches dnrch die den Ebenen von s entsprechenden Punkte gebildet 
wird. Die Ebene a^ schneidet den Bflndel s in einem ebenen Systeme <t, 
welches mit (t^ reciprok verwandt ist, and da <t und <t^ in derselben Ebene liegen, 
so gilt für dieselben der Satz 60, 3. Abschnitt. Diesem Satze zufolge gehören 
alle Punkte von a^, welche in den ihnen entsprechenden Geraden liegen, im 
allgemeinen einem Kegelschnitte k an und alle Geraden von 04, welche dnrch 
die ihnen entsprechenden Punkte gehen, berQhren einen Kegelschnitt k^. Diese 
zwei Kegelschnitte sind entweder beide reell oder beide imaginftr und bertthren 
sich im allgemeinen in zwei reellen oder imaginären Punkten. Kein Punkt der 
Curve k^ liegt ausserhalb k. Da nun in jeder beliebigen Ebene a^ sich zwei 
solche Kegelschnitte ergeben, so kann man schliessen, dass sämmtiiche Punkte 
von 2 nnd 2^^ welche auf den ihnen entsprechenden Ebenen liegen, einer 
Fläche zweiter Ordnung angehören, weil nur eine Fläche zweiter Ordnung durch 
jede beliebige Ebene in einer Curve zweiter Ordnung geschnitten werden kann. 
Es gilt somit der Satz : 

22. Sämmtiiche Punkte, welche in zwei reciproken 
räumlichen Systemen auf den ihnen entsprechenden Ebenen 
liegen, gehören im allgemeinen einer Fläche zweiter 
Ordnung an nnd alle Ebenen, welche durch die ihnen 
entsprechenden Punkte gehen, berfihren eine Fläche 
zweiter Ordnung. 

Wir geben hier noch einige Definitionen Aber räumliche Gebilde. 
Ein vollständiges neck im Ein vollständiges nflach 

Räume besteht aus n Punkten besteht aus n Ebenen (Flächen), von 
(Eckpunkten), von welchen im allge- welchen im allgemeinen keine vier 
meinen keine vier in derselben Ebene durch denselben Punkt gehen, den Ge- 
hegen, den Geraden (Kanten), deren raden (Kanten) , in deren jeder zwei, 
jede zwei, nnd den Ebenen (Flächen), nnd den Punkten (Eckpunkten) , in 
deren jede drei von den nPunkten ver- deren jedem drei von den n Ebenen 
bindet. In jedem Eckpunkte schneiden sich schneiden. In jeder Fläche liegen 
sich n — 1 Kanten , in jeder Kante n — 1 Kanten, in jeder Kante n — 2 
n — 2 Flächen, daher ist die Anzahl Eckpunkte, daher ist die Anzahl alier 

aUer Kanten ^^^~ ) ^^ ^i^ ^. Kanten ^ Z" mi die Anzahl aller 
zahl aller Flächen ^^^ff-zD. Eckpunkte ^ZlL)(^.=:2) 

Ist n SS 4, 80 heisst das neck Tetraeder und ist von dem Yierflach nicht 
verschieden. 
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b) Aflhiltftt» Aelmliehkelt und Gonrraenz rämmlleher Systeme. 

Wenn zwei coUineare räamliche Systeme die nnendlich ferne Ebene 
entsprechend gemein haben, oder was dasselbe bedeutet, wenn ihre beiden 
Oegenebenen nnendlich ferne liegen, so sagt man dass die zwei Systeme affin 
sind. Die Affinität ist also ein specieller Fall der Gollineation. Aas dieser 
Erklärang nnd dem Satze 3, 5. Abschnitt, folgt unmittelbar : 

23. In affinen räamlicfaen Systemen entsprechen paral- 
lelen Geraden oder parallelen Ebenen des einen Systemes 
parallele Gerade beziehungsweise parallele Ebenen des 
andern. 

Aus dem Umstände, dass die Gegenaxen von je zwei ebenen Systemen, 
welche sich in collinearen räumlichen Systemen entsprechen, in den Gegen- 
ebenen von 2 und ^, liegen mtkssen, kann man schliessen : 

24. In affinen räumlichen Systemen sindje zwei entspre- 
chende ebene Systeme affin und je zwei entsprechende 
Punktreihen einander ähnlich. 

Nachdem in zwei affinen räumlichen Systemen die unendlich ferne Ebene 
sich selbst entspricht, so können nur mehr vier beliebige Ebenen des einen 
Systemes, welche nicht alle durch denselben Punkt gehen, vier solchen Ebenen 
des andern Systemes als entsprechend zugewiesen werden, wenn man zwei 
räumliche Systeme affin auf einander beziehen will (Satz 11, 5. Abschnitt). Es 
gilt also der Satz : 

25. Will man zwei räumliche Systeme affin auf ein and er 
beziehen, so kann man in jedem derselben ein Tetraeder 
beliebig annehmen und die Seitenflächen des einen, den 
Seitenflächen des andern willkttrlich als entsprechend 
zuweisen. Jedem Elemente des einen Systemes entspricht 
dann ein einziges, durch diese Annahmen vollkommen 
bestimmtes Element des andern. 

Dass man statt der Seitenflächen auch die Eckpunkte der zwei Tetraeder 
einander beliebig als entsprechend zuweisen kann, ist selbstverständlich. Durch 
Zuweisung der Eckpunkte werden ja auch die Seitenflächen einander als ent^ 
sprechend zugewiesen. 

Sind ABCD und Ä^B^C^D^ die Eckpunkte der zwei in den beiden räum- 
lichen Systemen 2 und 2^ einander als entsprechend zugewiesenen Tetraeder 
und ist F irgend ein fünfter Punkt in 2 , so kann der diesem Punkte entspre- 
chende in 2^ auf folgende Art bestimmt werden : Man legt durch F und irgend eine 
der Kanten des Tetraeders, etwa^^, eine Ebene. Der Schnittpunkt der letzteren 
mit der Kante CD, welche AB nicht schneidet, heisse G, In C^D^ ermittelt 
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man hierauf jenen Pankt 6^,, der (7,Di in demselben Verhältnisse theilt, in 
welchem CD von Q getheilt wird, so dass die Proportion erfüllt wird : 
CG : aD = C^a^ : G^D^. 

Endlich bestimmt man in der Ebene A^B^G^ jenen Pankt Fy^ , welcher 
dem Punkte JF^ entspricht , indem man ABG und A^B^G^ als eotsprechende 
Dreiecke zweier alTiuer ebener Systeme betrachtet and die im 3. Abschnitte 
(anter h) erklärte Constraction dnrchfflhrt. Dass durch diese Gonstrnction der 
dem Pankte F entsprechende F^ erhalten wird, lässt sich mit Hilfe des obigen 
Satzes 24 leicht nachweisen. 

Um za irgend einer Geraden a des Systemes 2 die ihr entsprechende 
zu erhalten, wählt man zwei beliebige Pankte itf, JV in a and bestimmt anf die 
eben erklärte Weise za diesen Punkten die entsprechenden M^, N^, Die Gerade 
M^N^ entspricht dann der Geraden a, — Soll jene Ebene in 2^^ ermittelt 
werden, welche irgend einer gegebenen Ebene a des Systemes 2 entspricht, so 
wählt man drei beliebige Pankte in a — am einfachsten die Schnittpunkte MNO 
von a mit irgend drei Kanten des Tetraeders ABCD — und bestimmt jene 
Punkte ilfj, JVj, Oj, welche den Punkten M, N, entsprechen. Dass die Ebene 
M^N^Oi der Ebene a entsprechen muss, ist selbstverständlich. 

Aus dem obigen Satze 25 ergeben sich unmittelbar die folgenden : 

26. Zwei Tetraeder können immer als affine Gebilde 
betrachtet werden. 

27. Zwei affine ebene Systemesind identisch, wenn sie 
die Eckpunkte, also auch die Seitenflächen eines Tetraeders 
entsprechend gemein haben. 

T und t seien zwei beliebige Tetraeder eines räumlichen Systemes 2^ 
welchen die Tetraeder T^ und t^ eines mit 2 collinear verwandten räumlichen 
Systemes 2^ entsprechen. G und g nennen wir zwei beliebige Seitenflächen 
beziehungsweise von T und i und die Flächen von T,, t^, welche den eben 
genannten entsprechen, bezeichnen wir durch (?j und^j. Die vier Tetraeder 
betrachten wir nun als Pyramiden, deren Grundflächen G, g, G^ und g^ sind, 
und legen durch die Spitzen dieser Pyramiden zu den Grundflächen parallele 
Ebenen. P sei ferner irgend ein Parallelepiped, von welchem vier Seitenflächen 
durch die Ebenen der Grundflächen &, g und die zu denselben parallel gelegten 
Ebenen gebildet werden; endlich nennen wir P^ jenes Parallelepiped in 2^^ 
welchem P entspricht. Nachdem T und P zwischen parallelen Ebenen liegen, 
also gleiche Höhe haben, so verhält sich der körperliche Inhalt von T zu jenem 
von P wie G zur dreifachen Grundfläche von P. *) Analoges gilt bezflglich T^ 
und P, , Die Grundflächen von T und P verhalten sich aber nach. Satz 25, 
3. Abschnitt, wie jene von T^ und P^, folglich besteht die Proportion: 

*) Haben ein Parallelepiped und eine Pyramide gleiche Grundfläche und 
Höhe, so ist der körperliche Inhalt des ersteren bekanntlich dreimal so gross, als 
jener der letzteren. 
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T : P^Tj : Pj. 
Aaf ganz ähnliche Art kann man sich flberzengen, dass aach die Proportion 
i : P = <i : P, 
bestehen mnss : es ist also 

oder T ', t=r^T^ \ t^. 

Nachdem man sich nun jeden von Ebenen oder krammea Flftchen 
begrenzten Körper ans Tetraedern zusammengesetzt denken kann, so folgt aos 
den letzteren zwei Proportionen: 

28. In affinen räumlichen Systemen haben die Kubik- 
inhalte von irgend zwei sich entsprechenden Körpern ein 
constantes Yerhältniss und die Kubikinhalte von zwei 
beliebigen Körpern des einen Systemes verhalten sich zo 
einander wie jene der entsprechenden zwei Körper des 
anderen Systemes. 

Sind T und T^ irgend zwei Tetraeder , welche sich in coUinearen räum- 
lichen Systemen 2 und 2^ entsprechen, so mttssen nach Satz 26, 3. Abschnitt, 
die Schwerpunkte irgend zweier entsprechender Seitenflächen von T und T^ ent- 
sprechende Punkte sein. Verbindet man die Schwerpunkte von zwei Seiten- 
flächen eines Tetraeders mit den diesen Flächen gegenüberliegenden Eckpunkten, 
so ergibt sich im Schnittpunkte der zwei Verbindungslinien bekanntlich der 
Schwerpunkt des Tetraeders. Werden nach dieser Methode die Schwerpunkte 
von T und T{ bestimmt, und wählt man dabei entsprechende Seitenflächen von 
T und T, , so ist leicht einzusehen, dass die Schwerpunkte der zwei Tetraeder 
sich entsprechen müssen. Da nun jeder beliebige Körper in Tetraeder zerlegt 
gedacht werden kann, so lässt sich hieraus schliessen : 

29. In zwei affinen räumlichen Systemen sind die 
Schwerpunkte entsprechender Körper entsprechende 
Punkte. 

Nach Satz 14, 5. Abschnitt, liegen je zwei Punktreihen, welche sich in 
perspectivischen räumlichen Systemen entsprechen, ebenfalls perspectivisch. Da 
nun je zwei entsprechende Punktreihen affiner räumlicher Systeme einander 
ähnlich sind (Satz 24), so muss das Projectionscentrnm von je zwei solchen 
Reihen im allgemeinen unendlich weit entfernt sein, weil fflr ein in endlicher 
Entfernung gelegenes Centrum die Oegenpunkte beider Reihen nicht unendlich 
ferne liegen könnten. Nur wenn die Collineationsebene auch unendlich ferne 
gelegen ist, kann das Projectionscentrnm in endlicher Entfernung liegen. Dieses 
Projectionscentrnm ist aber identisch mit dem Gollineationscentrum der zwei 
affinen räumlichen Systeme ; wir können also behaupten : DasGollineations- 
centrum affiner räumlicher Systeme liegt immer unendlich 
ferne, wenn die Collineationsebene in endlicher fintfernaug 
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gelegen ist. Befindet sieb die ColUneationsebene gleichfalls in anendlicher 
Entfernang, sind also Je zwei entsprechende Gerade der rftamlichen Systeme 
ZQ einander parallel, so kann das GoUineationscentnun sowohl in endlicher, als 
anch in anendlioher Entfernang liegen. 

Die Collineationsebene affiner räamlicher Systeme wird Affinitäts- 
ebene and jeder CoUineationsstrahl solcher Systeme einAffinit&tsstrabl 
genannt. Im allgemeinen sind , wie eben erklärt warde, alle Affinitätsstrahlen 
zn einander parallel and bilden jenen Parallel-Strahlenbttndel, welcher 
für die beiden räamlichen Systeme projicirend ist. Dass man jedes von zwei 
solchen Systemen eine räamliche Parallel-Projection des anderen 
nennt, ist bereits erwähnt worden. 

Gewöhnlich setzen wir voraus, wenn von perspectivisch liegenden affinen 
räamlichen Systemen die Rede ist , dass die Affinitätsebene in end- 
licher and das Affinitätscentram in anendliche r Entfernang 
gelegen sei. 

Sind ÄÄj^ and BB^ irgend zwei Paare von Pa nkten , die sich in affinen 
räamlichen .Systemen, welche perspectivisch liegen entsprechen, so sind die 
Geraden ÄÄ^ and BB^ — als Affinitätsstrahlen — zn einander parallel and 
die Geraden AB, A^B^ müssen sich in ein and demselben Pankte der Affinitäts- 
ebene schneiden. Heissen daher M and N beziehongsweise die Schnittpankte 
von AA^ and BB^ mit der Affinitätsebene, so besteht die Proportion : 
AM : A^M=^BN : ^^i^. 

Wird das anendlich ferne Collineationscentram darch bezeichnet, so ist 
der Werth des Doppelverhältnisses 

AO ^ AM^ 
A^O ' A^M 

ei 

gleich der Einheit ist, so mnss 



AO 
der Modalas der affinen Systeme (Satz 18 , 5. Abschnitt) and nachdem — 

^« Cr 



A^M _ B^M 
AM ~ ^M 
gleich diesem Modalas sein. Man kann also sagen: 

30. In zwei affinen räamlichen Systemen, welche per- 
spectivisch liegen, hat das Verhältniss der Abstände irgend 
zweier entsprechender Pankte von der Affinitätsebene einen 
Constanten Werth, welcher gleich dem Modalas der beiden 
affinen Systeme ist. 

Befinden sich zwei entsprechende Pankte der affinen Systeme zn ver- 
schiedenen Seiten der Affinitätsebene , so ist der Modalas negativ and man 
sagt, dass die beiden Systeme entgegengesetzt perspectivisch 
liegen. Befinden sich aber zwei entsprechende Pankte aaf derselben Seite der 
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Affinitälsebene, 80 hat der Modalus einen positiven Werth and die beiden 
Systeme werden einstimmig perspectivisch liegend genannt. 

Sind T nnd T, irgend zwei Tetraeder , welche sich in perspectivischen 
affinen Systemen entsprechen, so hat nach Satz 28, 5. Abschnitt, das YerhftliDiss 
der Kubikinhalte von T und T^ einen constanten Werth. Dass dieser Werth 
gleich dem Modnlns der beiden Systeme ist, ergibt sich aus Folgendem. Die 
Seitenflächen von T nennen wir abcd, die denselben entsprechenden von T, 
seien CLib^c^d^ nnd die Eckponkte, welche den Flächen (2, d^ gegenQberliegen, 
heissen wir D nnd D^. Jedes von den drei Paaren sich entsprechender Ebenen 
aa^y bb^, cc^ schneidet sich in einer Geraden, welche der Afftnitätsebene ange- 
hört. Diese drei Dnrchschnittslinien bilden ein sich selbst entsprechendes Drei- 
eck, dessen Eckpunkte wir MNO nennen wollen. Die zwei Tetraeder DMNO 
nnd i)| MNO , welche wir der Kürze wegen beziehnngsweise durch t ond t^ 
bezeichnen wollen , entsprechen sich ; daher gilt dem eben erwähnten Satze 
zufolge die Proportion 

Nachdem nun t und t^ eine gemeinschaftliche Grundfläche MNO haben, so 
verhalten sich ihre Kubikinhalte wie ihre Höhen, nämlich wie die Abstände der 
entsprechenden Punkte D und D^ von der Affinitätsebene. Das Verhältniss dieser 
Abstände ist aber gleich dem Modalus der beiden affinen Systeme, also mnss 
das Yerhältniss der Kubikinhalte von irgend zwei entsprechenden Tetraedern T 
und Tj zweier perspectivisch liegender affiner Systeme gleich dem Modalus der 
letzteren sein. Hieraus folgt, da man sich jeden beliebigen Körper aus Tetraedern 
zusammengesetzt denken kann : 

31. In zwei affinen räumlichen Systemen, welche per- 
spectivisch liegen^ ist das Verhältniss der Kubikinhalte 
von irgend zwei entsprechenden Körpern gleich dem 
Modulus der beiden Systeme. 

Haben je zwei entsprechende Strecken affiner räumlicher Systemen das- 
selbe Längen verhältniss, so sagt man, dass die beiden Systeme einander ähnlich 
sind. Während also in affinen räumlichen Systemen nur solche entsprechende 
Strecken ein bestimmtes constantes Verhältniss haben , welche denselben sich 
entsprechenden Geraden parallel sind, so ist in ähnlichen räumlichen Systemen 
das Längenverhältniss von irgend zwei entsprechenden Strecken constant, welche 
auch ihre Richtungen sein mögen. Hieraus ist zu ersehen, dass die Aehnlicbkeit 
einen speciellen Fall der Affinität bildet. 

Aus dem Umstände, dass je zwei entsprechende Strecken ähnlicher räum- 
licher Systeme ein constantes Verhältniss haben folgt, dass je zwei entsprechende 
Dreiecke solcher Systeme ähnlich sein mttssen. Daher sindin ähnlichen 
räumlichen Systemen je zwei entsprechende Winkel gleich 
gross und je zwei entsprechende Strahlenbüschel und 
StrahlenbUndel congruent. 
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Wenn zwei ähnliche räumliche Systeme perspectivisch liegen, so haben 
sie im allgemeinen eine in nnendlicher Entfernang liegende Gollineationsebene ; 
denn würde diese Ebene sich in endlicher Entfernang befinden , so mflssten die 
Systeme, wie wir später sehen werden, entweder identisch, oder symetrisch sein, 
nachdem je zwei entsprechende Gerade sich in einem Punkte der Gollineations- 
ebene schneiden und mit ihr gleiche Winkel bilden. Die Gollineations- 
ebene ähnlicher räumlicher Systeme liegt somit in unend- 
licher Entfernung. Dass das Gollineationscentrum solcher Systeme im 
allgemeinen in endlicher Entfernung gelegen ist , folgt aus dem Umstände, 
dass je zwei entsprechende I^unktreihen derselben zu einander parallel und 
zugleich congruent sein müssten, wenn sowohl die Gollineationsebene als auch 
das Gollineationscentrum unendlich ferne liegen würden. Die beiden Systeme 
wären dann nicht bloss ähnlich, sondern congruent. 

Man nennt das Gollineationscentrum ähnlicher Systeme den Aehnlich- 
keitspunkt und die Gollineationsstrahlen Aehnlichkeitsstrahlen. 
Befinden sich je zwei entsprechende Punkte ähnlicher räumlicher Systeme, 
welche perspectivisch liegen, zu verschiedenen Seiten des Aehnlichkeitspunktes, 
so sagt man, dass die beiden Systeme entgegengesetzt perspectivisch 
liegen und wenn je zwei entsprechende Punkte auf derselben Seite des Aehn- 
lichkeitspunktes gelegen sind , so werden die beiden Systeme einstimmig 
perspectivisch genannt. Im ersteren Falle heisst der Aebnlichkeitspunkt 
ein i n n e r e r, im zweiten ein ä u s s e r e r. 

Das Yerhältniss der Abstände je zweier entsprechender Punkte von der 
unendlich fernen Gollineationsebene ist gleich der Einheit, daher muss der 
Modulus ähnlicher räumlicher Systeme , welche perspectivisch liegen, gleich 
dem Verhältnisse der Abstände irgend zweier entsprechender Punkte vom Aebn- 
lichkeitspunkt oder, was dasselbe ist, gleich dem Längenverhältniss irgend zweier 
entsprechender Strecken sein (Satz 18, 5. Abschnitt). Der Modalus einstimmig 
perspectivischer Systeme ist daher positiv, der Modulus entgegengesetzt perspec- 
tivischer Systeme aber negativ. 

Ist in ähnlichen räumlichen Systemen das constante Längenverhältniss 
von je zwei entsprechenden Strecken gleich der Einheit, so nennt man die beiden 
Systeme congruent, wenn sie in eine solche Lage gebracht werden können, 
dass alle ihre entsprechenden Elemente zusammenfallen« Ist jedoch eine der- 
artige Lage nicht möglich , so heissen die beiden Systeme symetrisch. Die 
Gongrnenz und Symetrie können demnach als specielle Fälle der Äehnlichkeit 
betrachtet werden. Sowohl in congruenten, als auch in symetrischen räumlichen 
Systemen sind je zwei entsprechende Strecken , je zwei entsprechende ebene 
Winkel und Flächenwinkel einander gleich. Dennoch besteht zwischen con- 
gruenten' und symetrischen räumlichen Systemen ein wesentlicher Unter- 
schied. Die rechte und linke Hand z. B. sind zwar symetrisch , aber nicht 
congruent. 

Standlgl: Lehrbacli der neueren Geometrie. 22 
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Bezüglich der perspectivischen Lage von zwei symetrischen rftnmlichen 
Systemen sind nar zwei Fälle denkbar : Entweder liegt die GollineatioDsebene 
in endlicher Entfernung und das CoUineationscentram unendlich entfernt , oder 
hoigekehrt. Denn würden Gollineationsebene und Gentrum in endlicher Ent- 
fernung liegen, so könnten nicht je zwei entsprechende Strecken gleiche GrOsse 
haben und wenn Gollineationsebene und Gentrum unendlich ferne gelegen wären, 
so mflssten die beiden Systeme congruent sein. Im ersteren Falle — wenn die 
Gollineationsebene sich in endlicher Entfernung befindet — wird jede zwischen 
zwei entsprechenden lenkten gelegene Strecke von der Gollineationsebene 
halbirt und alle GoUineationsstrahlen stehen auf letzterer Ebene senkrecht. Im 
zweiten Falle — wenn das GoUineationscentrum in endlicher Entfernung liegt — 
wird der Abstand je zweier entsprechender Punkte vom Gollineationscentram 
halbirt und je zwei entsprechende Gerade oder Ebenen sind zu einander parallel 

Bei congruenten räumlichen Systemen, welche perspectivisch liegen, ohne 
mit allen ihren entsprechenden Elementen zusammenzufallen, befinden sich die 
Gollineationsebene und das GoUineationscentrum in unendlicher Entfernung. Die 
GoUineationsstrahlen, sowie auch je zwei entsprechende Gerade und Ebenen 
solcher Systeme sind daher zu einander parallel. 



e) Involntorisehe rinmliehe Systeme. 

Zwei collineare oder reciproke räumlich*e Systeme werden involntorisch 
liegend, oder involntorisch genannt, wenn jedes Element E demselben 
Elemente E^ entspricht, ob man E als Element des einen oder des andern 
Systems betrachtet. Häufig werden je zwei solche Systeme als ein einziges anf- 
gefasst und man nennt dann letzteres ein involutorisches räumliches 
System. 

Zunächst untersuchen wir involntorisehe Systeme, welche aus zwei c o 1- 
linearen räumlichen Systemen bestehen. 

Sind 2 und 2^ zwei collineare räumliche Systeme und ÄÄ^, BB^^ CC^ 
drei Paare entsprechender Paukte von 2 und 2^ , welche nicht alle derselben 
Ebene angehören und so gelegen sind, dass Ä, By C den Punkten ^,, B^^ C^ 
entsprechen, ob man A^ B, C als Elemente von 2 oder von 2^ betrachtet, so 
findet dieselbe Beziehung bei allen Paaren entsprechender Punkte statt, d. h. 2 
und 2^ liegen involntorisch. Dies ergibt sich aus folgender Untersuchung. 

Der Kürze wegen nennen wir die Geraden AA^, BB^, CC^ beziehungs- 
weise a, b, c. Jede dieser drei Geraden entspricht sich selbst, daher ist jeder 
Schnittpunkt von zweien derselben ein selbstentsprechender Punkt und jede 
Ebene , welche zwei von ihnen enthält , eine selbstentsprechende Ebene. 
Bezüglich der gegenseitigen Lage von a, 6, c können nun folgende Fälle 
eintreten : 

1. a, &, c schneiden sich in ein und demselben Punkte. 
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2. Eine von den drei Geraden schneidet die beiden andern in verschiedenen 
Punkten. 

3. Es schneiden sich nur zwei von den drei Geraden. 

4. Keine zwei von den drei Geraden schneiden sich. 

Im Falle 1 ist der Schnittpunkt von a, 6, c ein Doppelpunkt jeder der 
drei involutorischen Reihen B, R, R\ deren Träger a, b, c bilden (vergleiche 
Satz 2, 5. Abschnitt und Satz 51, 1. Abschnitt), und zugleich das Involutions- 
centrum eines jeden von den drei involutorischen ebenen Systemen, deren Träger 
die Ebenen ab, ac, bc sind (vergleiche Kapitel c des 3« Abschnittes). Die Invo- 
lutionsaxe eines jeden solchen Systemes wird durch die Verbindungslinien je 
zweier Doppelpunkte der Reihen E, E\ i?' gebildet, und jene Ebene J, welche 
durch die drei Involutionsaxeu bestimmt wird, ist nicht nur eine sich selbst ent- 
sprechende, sondern jeder ihrer Punkte ist nach Satz 7, 3. Abschnitt, ein sich 
selbst entsprechendes Element von 2 und 2^. -^ Bezeichnet nun P irgend einen 
Punkt von 2 und tt die durch a und P bestimmte Ebene, so muss n eine sich 
selbst entsprechende Ebene sein, welche den Punkt P^ enthält, der dem Punkte 
P entspricht n ist aber der Träger eines involutorischen ebenen Systems, dessen 
Axe sich in der Ebene J befindet und dessen Centrum der Punkt bildet. Daher 
entspricht dem beliebig gewählten Punkte P derselbe Punkt P^, ob man P als 
Element von ^ oder von ^, betrachtet, d. h. die beiden räumlichen 
Systeme 2 und 2^ liegen involntori seh. Nachdem alle Elemente der 
Ebene J sich selbst entsprechen, so sind aber 2 und 2^ auch perspectivisch 
gelegen (Satz 19, 5. Abschnitt), daher sagt man, dass 2 und 2^ perspec- 
tivisch -involntori seh liegen. Das Collineationscentmm (0) solcher 
Systeme wird Involutionscentrnm, die Collineationsebene (J) Involu- 
tionsebene und jeder Collineationsstrahl ein Involutionsstrahl 
genannt. 

Fdr den Fall 2 nehmen wir an, die Gerade b werde von a und c beziehungs- 
weise in den Punkten D und E geschnitten. Diese zwei Punkte bilden dann 
zugleich die Doppelpunkte jener involutorischen Reihe R, deren Träger b ist, 
sowie auch Doppelpunkte der auf a und c befindlichen Reihen JR, R'; und zwar 
gehört D der Reihe B und B der Reihe R' an. Die übrigen Doppelpunkte von 
B und R' nennen wir beziehungsweise F und G-, Die zwei durch a, b und b^ c 
bestimmten Ebenen sind nun die Träger involutorischer ebener Systeme, deren 
Involutionscentra sich beziehungsweise in D und E befinden, während die 
Involutionsaxeu durch die Geraden EF und D& gebildet werden. Ausser den 
sämmtlichen Punkten dieser Axen, welche wir durch l und V bezeichnen wollen, 
können 2 und 2^ keine Punkte mehr entsprechend gemein haben, da sie sonst 
identisch sein mflssteo (Satz 10, 5. Abschnitt). Jede Ebene, welche durch l oder 
t geht, ist eine selbst entsprechende, denn ist z. B. a irgend eine durch l gebende 
Ebene, so schneidet dieselbe T in einem selbstentsprechenden Punkte und muss 
demnach der durch letzteren Punkt und die Gerade l bestimmten Ebene entsprechen. 

22* 
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Der Durchschnitt der Ebene ah oder hc mit einer beziehungsweise darch 
V oder l gehenden Ebene ist der Träger einer involutorischen Reihe, daher 
bildet jede durch l oder V gelegte Ebene den Träger eines involutorischeo 
Systemes, dessen Axe beziehungsweise l oder V ist und sein Centrum in T oder l 
hat. — Ist nun F irgend ein Punkt von 2^ so mnss demselben ein in der Ebene 
PI gelegener Punkt P^ von 2^ entsprechen und da diese Ebene den Träger 
eines involntorischen Systemes bildet, so entspricht dem beliebig gewählten 
Punkte F derselbe Punkt P^, ob man P als Element von 2 oder von ^, 
betrachtet, d. h, 2 und 2^ liegen involutorisch. Man nennt zwei der- 
artige involntorisch liegende räumliche Systeme, welche alle Punkte zweier sich 
nicht schneidender Geraden {l und V) entsprechend gemein haben, geschaart- 
involutorische Systeme, zum Unterschiede von jenen in volutorischen 
Systemen, die zugleich auch perspectivisch liegen. Die beiden Geraden l und f 
heissen die Involutionsaxen und jede Gerade, welche l und V schneidet, 
also sich selbst entspricht, wird einLeitstrahl genannt. 

Bezflglich des Falles 3 wollen wir annehmen, die zwei sich schneidenden 
Geraden seien a und h. Ihren Schnittpunkt, welcher zugleich ein Doppelpunkt 
der auf a und h befindlichen involntorischen Reihen B und X ist , bezeichnen 
wir durch D\ die zwei fibrigen Doppelpunkte der genannten Reihen nennen wir 
beziehungsweise E und F. Nachdem die Ebene ah eine sich selbst entsprechende 
ist und auch die Gerade c sich selbst entspricht, so muss der Schnittpunkt dieser 
Ebene mit c ein selbstentsprechender Punkt sein. In der Ebene a&, als Träger 
eines involntorischen ebenen Systemes, gibt es aber ausser D und den Punkten 
der Involutionsaxe EF keine weiteren selbstentsprechenden Punkte, daher kann 
c die Ebene ah nur in einem Punkte der Geraden EF schneiden. — Die Fälle, 
in denen c durch D, E oder F geht, wurden bereits unter 1 und 2 in Betracht 
gezogen. — Der Schnittpunkt von c und EF ist einer der Doppelpunkte jener 
involntorischen Reihe, welche sich auf e befindet. Den zweiten Doppelpunkt 
nennen wir Q. Die Ebene , welche durch D und c bestimmt wird , bildet den 
Träger eines involntorischen ebenen Systemes, dessen Centrum sich in befindet 
und das seine Involutionsaxe in DG hat. Die zwei sich nicht schneidenden Geraden 
EF und DG sind demnach Träger von Punktreihen, deren sämmtliche Punkte 
sich selbst entsprechen. Ausser diesen Punkten können 2 und 2^ keine weiteren 
Punkte entsprechend gemein haben, ohne identisch zu sein. Aus denselben Grün- 
den, welche wir gelegentlich der Untersuchung des Falles 2 angeführt haben, ist 
jede durch eine der Geraden EF oder DG gehende Ebene der Träger eines 
involntorischen Systemes und irgend einem Punkte P muss derselbe Punkt P^ 
entsprechen, ob man P als Element von 2 oder von 2^ betrachtet. Der in Rede 
stehende Fall ist also von dem vorhergehenden nicht wesentlich verschieden. Die 
Systeme 2 und 2*2 liegen gleichfalls geschaart- involutorisch. 

Wenn keine zwei von den drei Geraden a, 6, c sich schneiden, so können 
zwei verschiedene Fälle eintreten. Entweder alle drei involntorischen Reihen 
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E, I^i R*\ deren Träger a, 6, c bilden, verlaufen entgegengesetzt nnd haben so- 
mit reelle Doppelpunkte, oder sie verlaufen einstimmig und ihre Doppelpunkte 
sind imaginär. Um dies einzusehen nehmen wir an, eine von den genannten drei 
Reiben, etwa die auf a befindliche B, habe reelle Doppelpunkte. Jede Ebene, 
welche durch einen dieser Punkte und die Gerade h geht, ist eine sich selbst 
entsprechende und schneidet die dritte Gerade c in einem selbstentsprechenden 
Punkte. Ebenso wird die Gerade h von den zwei Ebeneu, welche durch c und 
die Doppelpunkte von R gehen , in selbstentsprechenden Punkten geschnitten. 
Ist hingegen in einer der drei Reihen, etwa in B, kein reeller Doppelpunkt vor- 
handen, so gibt es auch in B* tind S* keine solchen Punkte ; denn wäre z. B. 
B ein reeller Doppelpunkt von Jß', so würde a von der sich selbst entsprechen- 
den Ebene De in einem selbstentsprechenden Punkte geschnitten , was gegen 
die Voraussetzung ist. Auch sieht man nun leicht ein, dass wenn in einer der 
drei Reihen , also in jeder derselben nur imaginäre Doppelpunkte vorkommen, 
in den beiden räumlichen Systemen 2 und 2^ überhaupt keine reellen Punkte 
und Ebenen existiren können, welche sich selbst entsprechen. 

Jede der drei Geraden a, 6, c bildet die Axe eines Ebenenbüschels, welcher 
gegen die auf den beiden anderen Geraden befindlichen involutorischen Reihen 
perspectivisch liegt. Daher ist jeder solche Büschel selbst involutorisch und 
besitzt reelle oder imaginäre Doppelebenen je nachdem in B, B\ J?" reelle oder 
imaginäre Doppelpunkte vorbanden siud. Ist nun <^ eine reelle Doppelebene des 
Büschels, welcher seine Axe in a hat, so werden b und c von <^ in selbstent- 
sprechenden Punkten geschnitten, deren Verbindungslinie l in d liegt, also a in 
einem Doppelpunkte schneidet. Die Gerade l enthält demnach drei sich selbst 
entsprechende Punkte, woraus man schliessen kann , dass 2 und 2^ sämmtliche 
Punkte von l entsprechend gemein haben. Bezüglich der zweiten Doppelebene 
des Büschels mit der Axe a gilt dasselbe , daher haben 2 und 2^^ alle Punkte 
von zwei sich nicht schneidenden Geraden l und V entsprechend gemein, wie in 
den Fällen 2 und 3. Diese beiden Geraden werden von a, b und c geschnitten. 
— Dass 2 und 2^ ein geschaar t- in volutorlsches System bilden 
wenn l und V reell sind, lässt sich wie in den bereits betrachteten Fällen 
nachweisen. 

Haben 2 und 2^ keinen reellen Punkt entsprechend gemein, so liegen sie 
ebenfalls involutorisch. Irgend ein Punkt P von 2 kann nämlich als der Durch- 
schnittspunkt von drei Ebenen a, ß, y betrachtet werden, von denen jede 
beziehungsweise einem der drei involutorischen Büschel mit den Axen a, 6, c 
angehört. Sind daher a^^ ß^, y^ die den Ebenen a, ß, y entsprechenden , so ist 
der dem Punkte P entsprechende Pj der Schnittpunkt von «,, /Jj, y^ undPj ent- 
spricht dem Punkte P doppelt, da auch cc^, ß^, y^ und a, ß, y sich doppelt ent- 
sprechen. — Zwei solche involutorische räumliche Systeme, welche keinen reellen 
Punkt entsprechend gemein haben , werden ebenfalls geschaar t- involu- 
torische Systeme genannt. Ihre Involutionsaxen sind imaginär. 
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Die wichtigsten Eigenschaften perepectivisch - involutorischer räumlicher 
Systeme drückt folgender Satz aus : 

32. Liegen zwei collineare räumliche Systeme pcrspec- 
tiviscb - involutorisch so coincidiren ihre Gegenebenen 
und halbireu den Abstand dos Involationscentroms Ton der 
Involutionsebene. Der Modulus solcher Systeme ist demnach 
immer gleich — 1 und je zwei entsprechende Punkte, Ge- 
rade oder Ebenen derselben werden durch das Gentram 
und die Involntionsebene harmonisch getrennt. Jeder Invo- 
lutionsstrahl ist der Träger einer invoiutorischen Pankt- 
reihe und jede durch das Gentrum gehende Ebene der Trä- 
ger eines invoiutorischen ebenen Systemes. Zwei perspec- 
tivischc räumliche Systeme liegen immer involutorisch, 
wenn ihre Gegenebenen coincidiren. 

Wir überlassen es dem Leser jene speciellen Fälle zu untersuchen, in 
welchen entweder das Gentrum, oder die Involutionsebene , oder beide zugleich 
in unendlicher Entfernung liegen. 

Bezüglich der geschaart - invoiutorischen räumlichei Systeme gilt der Satz: 

33. In einem geschaart - invoiutorischen räumlichen 
Systeme gibt es entweder keine reellen sich selbst entspre- 
chenden Punkte und Ebenen oder sämmtliche Paukte von 
zwei sich nicht schneidenden Geraden, welche die Invola- 
tionsaxen genannt werden, entsprechen sich selbst. Im 
letzteren Falle schneidet j ede Verbindungslinie zweiersich 
entsprechender Punkte beide Involu tionsaxen und je zwei 
solche Punkte werden durch diese Axen harmonisch 
getrennt. Jede durch eine Involntionsaxe l gehende Ebene 
bildet den Träger eines invoiutorischen ebenen Systemes, 
dessen Axe l ist und welches sein Gentrum in der zweiten 
Involntionsaxe t hat. Die Verbindungslinie irgend zweier 
entsprechender Punkte geschaart - involutorischer Systeme 
bildet den Träger einer invoiutorischen Punktreihe, daher 
coincidiren die Gegenebenen solcher Systeme. 

In dem speciellen Falle, wenn eine der Involutionsaxen in unendlicher 
Entfernung gelegen ist, halbirt die andere Axe die Entfernung von jo zwei ent- 
sprechenden Punkten. 

Ist m irgend eine Gerade , welche keine von den zwei Involutionsaxen 
schneidet, so bilden sämmtliche diese Gerade schneidenden Leitstrahlen eine 
Regelfläche, auf welcher sich auch die der Geraden m entsprechende m^ befindet. 
m und nii gehören zu einer Schaar von Erzeugenden, der auch die Axen ange- 
hören, während die andere Schaar von sämmtlicheu die Gerade m schneiden- 
den Leitstrahlen gebildet wird. 
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Wir gehen nuD zur Betrachtang der reciproken involutorisch liegen- 
den räamlichen Systeme über. Vor allem bemerken wir, dass man zwei solche 
Systeme sehr häufig als ein einziges auffasst , welches dann ein räumliches 
Polarsystem genannt wird. 

34. Wenn in zwei reciproken räumlichen Systemen 2 
und 2^ den Eckpunkten eines Tetraeders die ihnen gegen- 
überliegenden Seitenflächen entsprechen, so liegen 2 und 
2i involutorisch und bilden also ein räumliches Polar- 
system. 

Die Eckpunkte eines solchen Tetraeders, als Paukte von 2 betrachtet, 
nennen wir Ä, B^ C, D und die ihnen gegenüberliegenden Seitenflächen bezie- 
hungsweise tt^i /^i, /ii ^i' Nachdem der Pankt Ä^ als Element von ^,, den 
Schnittpunkt von ß^^ y^, d^ bildet, so entspricht ihm jene Ebene in 2^^ welche 
durch die den Ebenen ßyy Yi, ^i entsprechenden Punkte geht; also wieder die 
Ebene a^. Auf dieselbe Art lässt sich zeigen, dass auch jedem der übrigen drei 
Eckpunkte des Tetraeders die ihm gegenüberliegende Seitenfläche doppelt ent- 
spricht. — Man nennt ein solches Tetraeder ein Polartetraeder. — 
Jeder durch die Kante AB gehenden Ebene entspricht ein Punkt, welcher in 
der Schnittlinie CD der den Punkten A und B entsprechenden Ebenen a^, /?, 
liegt, daher entspricht einem Ebenenbüschel E mit der Axe AB eine auf CD 
gelegene Pnnktreihe JB, . Der Büschel E und die Reihe i2, sind nach Satz 2, 
5. Abschnitt, projectivisch und da die Beihe £, in welcher E von CD geschnitten 
wird, gegen B^ involutorisch liegt, weil sich die Punkte C und D in B und B^ 
doppelt entsprechen, so liegen auch E und B^ involutorisch. Daraus folgt , dass 
jeder durch AB gehenden Ebene, als Element von 2 oder von 2^ betrachtet 
ein und derselbe in CD gelegene Punkt entspricht. Bezüglich jeder anderen 
Kante des Polartetraeders gilt dasselbe , was eben für AB nachgewiesen wurde, 
daher liegt jeder Ebeuenbüscbel, dessen Axe eine Kante des Tetraeders bildet, 
gegen die ihm entsprechende Punktreihe involutorisch. Letztere Reihe befindet 
sich auf jener Kante , welche von der Axe des Büschels nicht geschnitten wird, 
ihr also gegenüberliegt. Irgend ein Punkt P des Systemes 2 kann nun als der 
Durchschnitt von drei Ebenen ^, v, od dreier Büschel betrachtet werden, deren 
Axen drei beliebige Kanten des Polartetraeders bilden. Daher entspricht dem 
Punkte P jene Ebene , welche durch die den Ebenen (i, r, m entsprechenden 
Punkte üf, N, gehen; und we>l diese Ebenen und diese Paukte sich 
doppelt entsprechen , so entspricht auch der Punkt P der Ebene MNO 
doppelt. Der Punkt P ist aber ein ganz beliebiger, folglich liegen 2 und 2^^ 
involutorisch. 

Aus dem Satze 12, 5. Abschnitt, ergibt sich unmittelbar der folgende : 

35. Ein räumliches Polarsystem ist durch irgend ein 
Polartetraeder und einen ausserhalb der Seitenflächen 
des Tetraeders liegenden Punkt mit der ihm entsprechenden 
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Ebene, welche durch keinen der Eckpunkte des Tetraeders 
geht, vollkommen bestimmt. 

Die Möglichkeit der involutorischen Lage zweier reciproker räumlicher 
Systeme ist durch diesen und den vorhergehenden Satz nachgewiesen. Man 
kann ja zwei solche Systeme dem Satze 12 dieses Abschnittes zufolge immer 
derart auf einander beziehen, dass den Ecken eines Tetraeders die ihnen 
gegenüberliegenden Seitenflächen entsprechen und irgend einem auf keiner 
dieser Seitenflächen liegenden Punkte eine durch keinen der Eckpunkte gehende 
Ebene entspricht. 

Jeder Punkt eines räumlichen Polarsystemes wird der Pol der ihm 
entsprechenden Ebene, jede Ebene die Polarebene des ihr entsprechenden 
Punktes und jede Gerade die P o 1 ar e der ihr entsprechenden Geraden genannt. 
Zwei Punkte eines räumlichen Zwei Ebenen eines räumlichen 

Polarsystemes heissen einander con- Polarsystemes heissen einander con- 
j u g i r t, wenn einer, also jeder von j u g i r t, wenn eine, also jede von ihnen 
ihnen in der Polarebene des anderen durch den Pol der anderen geht, 
liegt. 

Einen Punkt und eine Gerade Eine Ebene und eine Gerade 

nennt man conjugirte Elemente eines nennt man conjugirte Elemente eines 
räumlichen Polarsystemes, wenn die räumlichen Polarsystemes, wenn die 
Gerade in der Polarebene des Punktes, Gerade durch den Pol der Ebene, also 
also der Punkt in der Polaren der die Ebene durch die Polare der 
Geraden liegt. Geraden geht. 

Zwei Gerade eines räumlichen Polarsystemes werden conjugirt genannt^ 
wenn eine, also jede von ihnen die Polare der anderen schneidet. 

Diesen Erklärungen zufolge ist ein Punkt allen Punkten und Geraden 
seiner Polarebene, eine Ebene allen durch ihren Pol gehenden Ebenen und 
Geraden, endlich eine Gerade allen Punkten ihrer Polaren, sowie auch allen 
Ebenen, welche durch diese Polare gehen, und allen die letztere schneidenden 
Geraden conjugirt. 

Liegt ein Punkt auf seiner Polarebene, so ist sowohl der Punkt, als auch 
die Ebene sich selbst conjugirt. Eine Gerade ist sich selbst conjugirt, wenn sie 
entweder sich selbst entspricht, oder wenn sie ihre Polare schneidet. 

Jeder Punkt Ä eines räumlichen Polarsystemes kann als ein Eckpunkt 
eines Polartetraeders betrachtet werden. Die Polarebene a^ von Ä bildet die dem 
Eckpunkte Ä gegenüberliegende Seitenfläche. Eine beliebige durch Ä gehende 
Ebene ß^ bildet eine zweite Seitenfläche und der in a^ gelegene Pol B von ß^ 
einen zweiten Eckpunkt. Irgend eine durch die Kante AB gehende Ebene kann 
ferner als eine dritte Seitenfläche y^ angenommen werden. Der im Durchschnitte 
von Gfj und ß^^ liegende Pol C der Ebene y^ bildet einen dritten Eckpunkt. Der 
vierte Eckpunkt endlich ist der Schnittpunkt D der drei Ebenen ct^, ß^, y^ und 
die vierte Seitenfläche d^ ist die durch AB und C bestimmte Ebene. — Diesen 
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Erklärangen zufolge kann man aach jede beliebige Ebene als Seitenfläche and 
jede beliebige Gerade als Kante eines Polartetraeders betrachten, woraus 
hervorgeht, dass es in einem räumlichen Polarsysteme unendlich viele Polar- 
tetraeder gibt. 

Wir haben bereits nachgewiesen, dass jeder Ebenenbaschel, dessen Axe 
eine Kaute eines Polartetraeders bildet, gegen die ihm entsprechende Punktreihe 
involutorisch gelegen ist. Nachdem nun jede Gerade als Axe eines solchen 
Büschels betrachtet werden kann, so liegt jeder Ebenenbüschel eines räumlichen 
Polarsystemes gegen die ihm entsprechende Pnnktreihe involutorisch. Dies gilt 
jedoch in dem speciellen Falle nicht, wenn der Träger der Reihe die Axe des 
Büschels schneidet, also sich selbst conjugirt ist. 

Dass auch jeder StrahlenbUndel gegen das ihm entsprechende ebene 
Systeme involutorisch liegt, wenn der Träger des letzteren nicht durch den 
Mittelpunkt des ersteren geht, lässt sich wie folgt zeigen. Die Eckpunkte eines 
Polartetraeders seien A, B^ 0, D und die ihnen gegenüberliegenden Seiten- 
flächen beziehungsweise ol^i ß^^ y^^ ^i* Durch s bezeichnen wir einen Strahlen- 
bündel dessen Mittelpunkt A ist. Das diesem Bündel entsprechende ebene 
System, dessen Träger a, sein muss, heisse ü^ und jenes ebene System, welches 
durch den Schnitt des Bündels s mit der Ebene ct^ entsteht, heisse <r. Nachdem 
G und (Tj reciprok verwandt sind und jedem Eckpunkte des Dreieckes BCD 
die ihm gegenüberliegende Seite entspricht, so liegen <t und «r^, also auch a^ und 
8 involutorisch (Sats 52, 3. Abschnitt). Der Mittelpunkt A des Bündels s kann 
nun als ein beliebiger Punkt des räumlichen Polarsystemes betrachtet werden, 
daher erscheint obige Behauptung gerechtfertigt. Es gilt also der Satz : 

36. Je zwei ungleichartige Grundgebilde der ersten 
oder zweiten Stufe, welche sich in einem räumlichen Polar- 
systeme entsprechen, liegen im allgemeinen involutorisch. 

Auch die folgenden Sätze sind nun leicht einzusehen (vergleiche die 
Sätze 27 bis 32 des 4. Abschnittes) : 

37. In einem räumlichen Polarsysteme bilden alle 
Paare conjugirter Punkte, welche auf ein und derselben 
Geraden liegen, eine involutorische. Punktreihe, alle durch 
ein und dieselbe Gerade gehenden Paare conj ugirter Ebenen 
einen involutorischen Ebenenbttschel und alle durch ein 
und denselben Punkt gehenden und in derselben Ebene 
liegenden Paare conjugirter Geraden einen involutorischen 
Strahlenbüschel. 

38. Jede Ebene eines Jeder Punkt eines räum- 
räumlichen Polarsystemes liehen Polarsystemes ist der 
ist der Träger eines ebenen Mittelpunkt eines Polarsy- 
Polarsystemes, in welchem stemes im Strahlenbündel, 
je zwei entsprechende Ele- in welchem je zwei entspre- 

Digitized by LjOOQIC 



346 Fünfter Abschnitt. 

mente einander in Bezug auf chende Elemente einander 
das ränmliche Polarsystem in Bezog auf das r&amliche 
conjngirt sind. Polarsystem conjngirt sind. 

Aas dem Satze 61, 3. Abschnitt, and dem zuletzt aufgestellten Satze (links) 
ergibt sich anmittelbar : 

39. Alle Punkte eines räumlichen Polarsystemes, 
welche auf derihnen entsprechenden Ebene liegen, gehören 
im allgemeinen einer (reellen oder imaginären) Fläche 
zweiter Ordnung an, welche von jeder Ebene die durch 
ihren Pol geht, in diesem Pole bertlhrt wird. 

Diese Fläche nennt man die Ordnungsfläche oder Directrix des 
räumlichen Polarsystemes (vergleiche Satz 22 dieses Abschnittes). 

Es fällt nun nicht schwer sich zu überzeugen, dass jede Fläche zweiter 
Ordnung als Directrix eines räumlichen Polarsystemes betrachtet werden kann 
und dass je ein Punkt und seine Polarebene in Bezug auf diese Fläche 
entsprechende Elemente des Polarsystemes bilden. 

Ein räumliches Polarsystem wird ein Nullsystem genannt, wenn jeder 
Punkt desselben in seiner Polarebene liegt Von der Möglichkeit eines solchen 
Systemes kann man sich durch folgende Betrachtung aberzeugen. m und n seien 
zwei beliebige sich nicht schneidende Gerade, Ä^ B^ C drei beliebige Punkte 
von m und D, E, F drei beliebige Punkte von n. Irgend einen bestimmten 
Punkt der Geraden CF nennen wir P und eine beliebige durch CF gehende 
Ebene sei fc. Zwei reciproke räumliche Systeme 2 und 2^ können nun derart 
auf einander bezogen werden, dass den fünf Punkten Ä, B, D, E, P beziehungs- 
weise die fünf Ebenen Än^ Bn, Dm, Em, n entsprechen (Satz 12, 5. Abschnitt). 
Es müssen sich dann auch die Geraden m und n entsprechen, nachdem der 
Verbindungslinie der Punkte A, B die Durchschnittslinie n der diesen Punkten 
entsprechenden Ebenen entspricht. Auch ist leicht einzusehen, dass die Geraden 
AD und ^^ selbstentsprechende Gerade sein müssen. Die Gerade £F entspricht 
gleichfalls sich selbst; denn der Ebene Pm, weil sie durch Pund m geht, muss 
ein in n und n gelegener Punkt, also der Punkt F entsprechen, und der 
Schnittlinie CF der Ebenen Pm, n entspricht die Verbindungslinie der diesen 
Ebenen zugewiesenen Punkte F, P. Die Punkte A, B, &, sowie auch die Punkte 
D, Ey F, liegen demnach auf den ihnen entsprechenden Ebenen, woraus folgt, 
dass sämmtliche Punkte von m und n auf den ihnen entsprechenden Ebenen 
gelegen sind (Satz 74, 1. Abschnitt), also jede Gerade, welche m und n 
schneidet, sich selbst entspricht. Ist nun Q irgend ein Punkt des Baumes, so 
kann durch denselben eine (aber auch nur eine) m und n schneidende, 
folglich sich selbst entsprechende Gerade gezogen werden ; daher entspricht 
dem Punkte Q eine durch diese GeradCj also auch durch Q gehende Ebene. — 
Damit ist nun bewiesen, dass in den reciproken Systemen 2 und 2^ jeder Punkt 
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in der ihm entsprechenden Ebene liegt und wir haben jetzt noch zn zeigen, 
dass 2 und 2^ involatorisch gelegen sind. 

Znn&chst weisen wir nach, dass irgend zwei entsprechende Gerade a nnd 
a, von 2 nnd 2^ nicht in derselben Ebene liegen können, ohne zusammen zu 
fallen. Liegen n&mlich a nnd a^ in derselben Ebene, so entspricht dem Schnitt- 
ponkte von a nnd o^ als Element von 2 eine durch a^, also durch den ihr 
entsprechenden Punkt gehende Ebene. Irgend einem anderen Punkte von a, 
ausser diesem Schnittpunkte und jenem, welcher der Ebene aa^ entspricht, 
kann aber keine durch ihn gehende Ebene entsprechen, wenn a und a^ nicht 
zusammenfallen, weil jede solche Ebene durch a^ gehen muss. Heisst P irgend 
ein Punkt von 2 und n^ die ihm entsprechende , folglich durch ihn gehende 
Ebene, so fällt jede in n^ gelegene und durch P gehende Gerade mit der ihr 
entsprechenden zusammen. Sind a und b zwei solche Gerade, so entspricht 
ihrer Ebene n^ als Element von 2 der Schnittpunkt P dieser zwei Geraden ; 
es entsprechen sich also der beliebig gewählte Punkt P und die Ebene n^ 
doppelt, daher liegen 2 und 2^ involutorisch und bilden ein Nullsystem. 

Jede sich selbst entsprechende Gerade eines Nullsystemes wird ein 
L e i t s t r ah 1 desselben genannt. 

Wir können nun den Satz aufstellen : 

40. In einem Nullsystem ist jede Gerade, welche zwei 
sich entsprechende, nicht coincidirende Gerade schneidet, 
ein Leitstrahl. Jede Punktreihe, deren Träger kein Leit* 
strahl ist, liegt gegen den ihr entsprechenden Ebenen- 
bflschel perspectivisch. Alle in ein und derselben Ebene 
befindlichen Leitstrahlen bilden einen Strahlenbflschel 
dessen Mittelpunkt der Pol dieser Ebene ist Schneidet ein 
Leitstrahl eine von zwei sich entsprechenden Geraden, so 
schneidet er auch die andere. Zwei beliebige Paare sich 
entsprechender Geraden gehören einer Schaar von 
Erzeugenden einer Regolfläche zweiter Ordnung an, deren 
zweite Schaar aus Leitstrahlen besteht. 



d) Collineation und fieeiproeit&t von Curven und Flttehen« 
Bevor wir die gegenseitigen Beziehungen von Curven untersuchen, welche 
sich in coUinearen , oder reciproken räumlichen Systemen entsprechen , ist es 
nothwendig einige Erklärungen vorauszuschicken. 

Eine Gurve, bei welcher nicht sämmtliche Punkte in ein und derselben 
Ebene liegen, wird eine Raumcurve oder eine gewundene Curve 
genannt. Verbindet man irgend einen Punkt P einer Raumcurve C mit sämmt- 
lichen Punkten von C durch gerade Linien, so bilden letztere eine Kegelfläche 
mit dem Mittelpunkte P. Stellt man sich vor, ein Punkt Q durchlaufe die Curve C7, 
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SO ist leicht einzusehen, dass die Secante PQ in eine Tangente der Corve tiber- 
geht, sobald Q dem Punkte P anendlich nahe gekommen ist. Die Tangente i in 
P bildet also ebenfalls eine Erzeugende der erwähnten Eegelfl&che. Wird 
durch die Tangente t und jede Lage des die Cnrve durchlaufenden Punktes Q je 
eine Ebene gelegt, so bilden alle dadurch erhaltenen Ebenen einen Ebenen- 
büschel mit der Axe i, Ist Q dem Punkte P unendlich nahe gekommen, so ent- 
hält die durch t und Q gelegte Ebene drei einander unendlich nahe Elemente 
von C. Man nennt diese Ebene die Oscnlations- oder Schmiegungs- 
ebene der Gurve C im Punkte P, und P den Osculationspunkt dieser 
Ebene. 

Die Gesammtheit aller Tangenten einer Raumcurve kann als ein Strahlen- 
bfischel und die Gesammtheit aller osculirenden Ebenen einer solchen Gurve 
als ein Ebenenbflschel höherer Art aufgefasst werden. Zwei unendlich nahe Tan- 
genten schneiden sich in einem Punkte der Gurve (dem Berührungspunkte), zwei 
unendlich nahe Osculationsebenen in einer Tangente (der Tangente im Oscula- 
tionspnnkte) und* drei einander unendlich nahe Osculationsebenen schneiden sich 
ebenfalls in einem Gurvenpunkte (dem Osculationspunkte). 

Wird eine Raumcurve von keiner Ebene in mehr als nPunkten geschnitten, 
so nennt man sie eine Raumcurve nter Ordnung, und lassen sich aus 
keinem Punkte mehr als nOscnlationsebenen an die Gurve legen, so heisst 
letztere eine Raumcurve wter Glasse. — 

Gehören zwei Gurven C und C^ zwei collinearen räumlichen Systemen an 
und ist jede derselben die Verbindungslinie jener Punkte, welche den Punkten 
der anderen Gurve entsprechea, so nennt man die beiden Gurven colli near. 
Wird C von irgend einer Ebene a in nPunkten geschnitten, so schneidet die 
der Ebene a entsprechende die Gurve C^ ebenfalls in nPnnkten und lassen sich 
aus einem Punkte ^ an C ^Tangenten und Osculationsebenen legen, so gehen 
auch durch jenen Punkt , welcher dem Punkte A entspricht , nTangenten und 
Osculationsebenen der Gurve C^. Es gilt somit der Satz: 

41. Zwei coUineare Gurven sind immer von derselben 
Ordnung und Glasse. 

Sind / und / die Gegenebenen der beiden Systeme, in welchen sich die 
Gurven C und C^ entsprechen, und schneidet C die Ebene y in wPunkten , so 
entsprechen den letzteren n unendlich ferne Punkte von C^ und den nTangen- 
ten, welche C in ihren Schnittpunkten mit y berühren , entsprechen nAsymp- 
toten der Gurve C^. Schneidet G die Ebene y nicht, so kann C^ keine unend- 
lich fernen Punkte besitzen. 

In zwei reciproken räumlichen Systemen 2 und 2^ entspricht der 
stetigen Aufeinanderfolge von Punkten einer Gurve des einen Systemes eine stetige 
Aufeinanderfolge von Ebenen des anderen Systemes. Ist also C irgend eine Gurve 
von 2, so entspricht derselben ein Ebenenbüschel E — im allgemeinen Sinne 
des Wortes — von 2^. Der Verbindungslinie zweier unendlich naher Punkte 
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von C, also einer Tangente , entspricht die Darchschnittsiinie von zwei unend- 
lich nahen £benen des Bflschels E. Nachdem je zwei unendlich nahe Tangenten 
von C sich schneiden, so liegen je zwei solche unendlich nahe Durchschnitts- 
linien in derselben Ebene und bilden daher im allgemeinen ebenfalls Tangenten 
einer Cnrve C^. Die Curven (7 und C^ werden reciproke Curven genannt. 
Dem Schnittpunkte von je zwei unendlich nahen Tangenten der Gnrve (7, also 
einem Punkte von C entspricht jene Ebene, welche durch die den zwei Tangen- 
ten von entsprechenden Tangenten von C, bestimmt wird. Nachdem nun jede 
durch zwei unendlich nahe Tangenten gelegte Ebene eine osculirende ist , so 
entspricht jedem Punkte und der durch ihn gehenden osculirenden Ebene von 
beziehungsweise eine osculirende Ebene und ihr Osculationspunkt in C^, — 
Einer ebenen Gurve entspricht ein System von Ebenen, welche alle ein und die- 
selbe Kegelfläche berühren. Der Mittelpunkt dieser Fläche repräsentirt den 
obigen Erklärungen zufolge jene Gurve, welche der Gurve C^ reciprok ist. 

Wird eine von zwei reciproken Gurven durch eine Ebene a in nPunkten 
geschnitten, so lassen sich aus dem der Ebene a entsprechenden Punkte n 
osculirende Ebenen an die andere Gurve legen, daher gilt der Satz : 

42. Sind zwei Gurven reciprok, so ist die Ordnungszahl 
der einen gleich der Glassenzah) der anderen. 

Zwei Gurven, welche sich in involntorischen collinearen oder reciproken 
Systemen entsprechen, werden involutorisch liegende Gurven genannt. 

Sind 2 und 2^ zwei collineare räumliche Systeme , bezeichnet femer 
F irgend eine Fläche in 2 und F^ jene Fläche , auf welcher sämmtliche den 
Punkten von F entsprechende Punkte von 2^ liegen, so werden die Flächen F 
und ^^ CO I linear genannt Schneidet irgend eine Gerade die Fläche F in 
nPunkten , so wird auch F^ von jener Geraden g^ , welche der Geraden g ent- 
spricht, in nPunkten geschnitten, und lassen sich durch g an die Fläche F n 
berührende Ebenen legen, so können auch aus g^ n berührende Ebenen an F^ 
gelegt werden, daher kann man behaupten : 

43. Zwei collineare Flächen sind immer von derselben 
Ordnung und Glasse. 

Nachdem in collinearen Systemen einer Geraden nur wieder eine Gerade 
entspricht, so kann einer Regelfläche nur eine Regeltiäche entsprechen. Zwei 
Flächen zweiter Ordnung, wovon die eine zur Gattung der Regelflächen gehört, 
während die andere keine geradlinigen Erzeugenden besitzt, können daher nicht 
collinear sein, wohl aber ist eine Fläche zweiter Ordnung nur wieder einer 
Fläche zweiter Ordnung collinear. Sind y und / die Gegenebenen von zwei 
collinearen Systemen, in welchen sich zwei Flächen zweiter Ordnung F und F^ 
entsprechen, von denen wir annehmen wollen, dass sie keine Kegel- oder Cilin- 
derflächen sind, so ist F^ ein EUipsoid, wenn F mit der Ebene y keinen reellen 
Punkt gemein hat. Schneidet jedoch F die Ebene y in einem Kegelschnitte, so 
ist F^ ein einfaches oder ein zweifaches Hyperboloid, je nachdem F eine Regel- 
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fläche ist, oder keine geradlinigen Erzengenden besitzt. Schneiden sich F nnd y 
in zwei geraden Linien , deren Schnittpnnkt bekanntlich der Berflhrangspniikt 
von F nnd y sein moss, so ist F^ ein hyperbolisches Paraboloid, nnd berdhrt F 
die Ebene /, ohne sie zn schneiden, so mnss F^ ein elliptisches Paraboloid sein. 
In zwei affinen räumlichen Systemen können sich nor zwei Ellipsoide, 
zwei einfache oder zwei zweifache Hyperboloide, zwei elliptische oder zwei 
hyperbolische Paraboloide entsprechen , nachdem die anendlich fersen Pnnkte 
der einen Fläche den anendlich fernen Punkten der anderen entsprechen mflssen. 
Zwei Flächen zweiter Ordnong, welche sich in affinen räamlichen Systemen ent- 
sprechen, werden affin genannt. 

44. Die Mittelpunkte affiner Flächen der zweiten Ord- 
nung sind entsprechende Punkte der Systeme, welchen die 
Flächen angehö ren. Jedem Durchmesser und jeder Diame- 
tral-Ebene der einen Fläche entspricht daher beziehungs- 
weise ein Durchmesser und eine Diametra i - Ebene der 
anderen. 

Um dies einzusehen, hat man nur zu berttcksichtigen, dass zwei parallelen 
berOhrenden Ebenen der einen Fläche zwei parallele berührende Ebenen der 
anderen entsprechen und dass die Verbindungslinie der Berührungspunkte solcher 
Ebenen immer durch den Mittelpunkt geht. 

45. Wenn die Mittelpunkte von zwei collinearen Flä- 
chen der zweiten Ordnung sich entsprechen, so sind die 
letzteren auch affin. 

Jrgend zwei sich entsprechende Durchmesser der beiden Flächen sind 
nämlich die Träger ähnlicher Punktreihen, daher entsprechen sich die unend- 
lich fernen Punkte der beiden Systeme, denen die zwei Flächen angehören 
(vergleiche Satz 36, 3. Abschnitt). 

46. Zwei Ellipsoide, sowie auch zwei einfache, oder 
zwei zweifache Hyperboloide könnnen immer dadurch affin 
auf einander bezogen werden, dass man drei conjugirte 
Durchmesser der einen Fläche drei conjugirten Durch- 
messern der anderen Fläche derart als entsprechend zu- 
weist, dass den eigentlichen Durchmessern, wieder eigent- 
liche entsprechen. 

Nach Satz 25, 5. Abschnitt , kann man, um zwei räumliche Systeme affin 
auf einander zu beziehen, den Eckpunkten eines Tetraeders die Eckpunkte eines 
zweiten Tetraeders willkürlich als entsprechend zuweisen. Der Mittelpunkt und 
drei Endpunkte dreier conjugirter Durchmesser einer Fläche zweiter Ordnung 
bilden nun Eckpunkte eines Tetraeders, man kann also drei conjugirten Durch- 
messern einer Fläche zweiter Ordnung F drei solche Durchmesser einer anderen 
Fläche zweiter Ordnung F^ als entsprechende Elemente affiner Systeme ein- 
ander zuordnen. Der Fläche J^ des einen Systemes entspricht eine Fläche 
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zweiter Ordnung F^ derart, dass jedem eigentlichen oder nneigentlichen Durch- 
messer von J^ heziebangsweise ein eigentlicher oder nneigentlicher Durchmesser 
von F^ zugewiesen erscheint. Drei conjugirte Durchmesser von F^ fallen nun 
mit drei ehen solchen Durchmessern zusammen und zwar coincidiren je zwei 
eigentliche und je zwei uneigentliche von ihnen, daher sind J^, und F^ identisch. 
Hieraus folgt, dass F und F^ affin sein m&ssen, da wir ja angenommen haben 
J^ und F^ seien affin. 

Dem eben nachgewiesenen Satze zufolge kann man jede Kugelfläche 
auf ein Ellipsoid affin heziehen. Nachdem alle Würfel, welch e ein und derselben 
Eugelfläche umschrieben sind, gleichen Rauminhalt haben und jedem solchen 
Wflrfel ein Parallelepiped entspricht, welches das der Kugelfläche affine Ellip- 
soid in den Endpunkten dreier coi^ugirter Durchmesser berührt , so kann man 
mit Rücksicht auf den Satz 28, 5. Abschnitt, schliessen: 

47. Alle Parallelepipeda, deren Seitenflächen ein und 
dasselbe Ellipsoid in den Endpunkten von drei beliebigen, 
einander conjugirten Durchmessern berühren, haben glei- 
chen Rauminhalt. 

Bezüglich zweier Paraboloide gilt folgender hieher gehöriger Satz, dessen 
leicht herzustellenden Beweis wir übergehen : 

48. Zwei elliptische oder zwei hyperbolische Paraboloide 
Pund Pj können affin auf einander bezogen werden, indem 
man einen Durchmesser d und einen ebenen krummlinigen 
Schnitt von P, dessen Ebene dem Durchmesser d conjugirt 
ist , beziehungsweise einem Durchmesser d^ und einem 
ebenen krummlinigen Schnitte von P^ , dessen Ebene dem 
Durchmesser d^ conjugirt ist, als entspre-chend zuweist 

Ist F irgend eine Fläche eines räumlichen Systemes S und bezeichnet S^ 
ein mit 2 reciprok verwandtes räumliches System, so entspricht der Gesammt- 
heit der auf F befindlichen Punkte ein System von Ebenen in S^ , welche alle 
eine Fläche i^^ berühren. Die Flächen J^ und J^i werden reciprok genannt. 
Jedem Punkte vonJP entspricht eine berührende Ebene von F^, Zwei unendlich 
nahen Punkten von F entsprechen zwei unendlich nahe Ebenen von F^, daher 
entspricht einer Tangente der einen Fläche auch eine Tangente der anderen. 
Drei einander unendlich nahen Punkten von J^sind drei einander unendlich nahe 
berührende Ebenen von F^ zugewiesen, somit entspricht jeder berührenden 
Ebene von F ein Punkt von J^^. Man kann also sagen : 

49. Sind zwei Flächen reciprok, so entspricht jedem 
Punkte und der durch ihn gehenden berührenden Ebene 
der einen Fläche beziehungsweise eine berührende Ebene 
und ihr Berührungspunkt der anderen Fläche. Jeder 
Tangente und ihrem Berührungspunkte entspricht bezie- 
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hungsweise eine Tangente und die durch sie gehende 

Berflhrungsebene. 

Hieraus l&sst sich schliessen, dass wenn F von einer Geraden ^ in « 
Punkten geschnitten wird, an die Fläche F, sich n berührende Ebeneo I^ca 
lassen, welche durch die der Geraden g entsprechende g^ gehen. Aoch ist 
leicht einzusehen, dass wenn durch g n berührende Ebenen an P gelegt werden 
können, die Fläche F^ von g^ in nPunkten geschnitten wird. Es gilt somit 
der Satz : 

50. Sind zwei Flächen reciprok, so ist die Ordoungs- 
zahl der einen gleich der Glassenzahl der anderen. 

Daraus folgt, dass eine Fläche zweiter Ordnung nur wieder einer Fläche 
zweiter Ordnung reciprok sein kann, nachdem aber in zwei reciproken 
räumlichen Systemen jede Gerade wieder einer Geraden entspricht, so könne» 
sich in zwei solchen Systemen nur zwei Flächen zweiter Ordnung entsprechen, 
welche beide Regelflächen sind, oder beide keine geraden Erzeugcndea 
besitzen. 



e) Baomeurren dritter Ordnung. 

Sind s und s, zwei collineare Strahleobündel, welche weder perspectivisch 
noch concentrisch liegen , und weder einen Strahl noch eine Ebene entsprechend 
gemein haben, so ist die Verbindungslinie aller Schnittpunkte von je zwei sich 
entsprechenden Strahlen dieser Bündel eine Raumcnrve dritter Ord- 
nung. Letztere wird ein Erzeugnisa der beiden Bündel genannt. 

Um nachzuweisen, dass diese Curve von keiner Ebene in mehr als drei 
Punkten geschnitten wird, bezeichnen wir durch Jlf, JSf, die Mittelpunkte der 
erzeugenden Bündel und nennen irgend eine Ebene, von der wir zunächst 
voraussetzen wollen, dass sie durch keinen der Punkte M oder Jf, geht, o- 
Jede solche Ebene schneidet die beiden Bündel in zwei collinearen ebenen 
Systemen, welche weder identisch sein, noch perspectivisch liegen können. Denn 
im ersten Fälle würden die Bündel s und s^ perspectivisch liegen, im zweiten 
müssten sie eine Ebene entsprechend gemein haben, was gegen unsere Voraas- 
Setzungen wäre. Dass s und s^ im zweiten Falle eine Ebene entsprechend gemein 
hätten wird klar, wenn man bedenkt, dass die beiden in a gelegenen perspe^ 
tivischen Systeme einen Strahlenbüschel entsprechend gemein haben wfirdeo, 
in welchem sich zwei entsprechende perspectivisch liegende Ebenenbfischel 
von s und s^ schneiden müssten. Nach Satz 19, 3. Abschnitt, haben also die 
zwei in a gelegenen Systeme mindestens einen, aber höchstens drei Pankte 
entsprechend gemein und da sich in jedem solchen Punkte zwei entsprechende 
Strahlen von s und s^ schneiden, so ist obige Behauptung für jede Ebene 
gerechtfertigt, welche nicht durch M oder My geht. — Enthält a einen der 
Mittelpunkte, etwa M, so entspricht dem in a gelegenen Strahlenbüschel S von 
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s ein Strahlen bflschel S^ von 8^. Die Strahlenbaschel S and jS^ liegen derart, 
dass sieb höchstens zwei Paare entsprechender Strahlen derselben schneiden. 
Denn würden sich drei Paare solcher Strahlen schneiden, so mttssten 8 nnd 8^ 
perspectivisch liegen und die erzengenden Bttndel hätten, wie leicht gefolgert 
werden kann, eine^ Ebene entsprechend gemein. Die Ebene a enthält daher 
höchstens drei Punkte aber mindestens einen Punkt (üf) der fraglichen Garve, 
nachdem jeder der Mittelpunkte M und M^ dieser Corve angehören muss. — 
Dass auch in dem Falle, wenn a beide Mittelpunkte enthält , höchstens drei 
Schnittpunkte entsprechender Strahlen in a liegen, bedarf wohl keiner weiteren 
Erklärungen. Es gilt somit der Satz : 

51. Sämmtliche Schnittpunkte von je zwei entsprechen- 
den Strahlen zweier collinearer Strahlenbttndel liegen im 
allgemeinen auf einer Raumcurve dritter Ordnung, welche 
auch durch die Mittelpunkte der Bfindel geht. 

Eine Raumcurve kann von keiner niedrigeren als der dritten Ordnung 
sein, denn in jeder nicht ebenen Curve kann man drei Punkte beliebig wählen, 
in denen die Curve von einer Ebene geschnitten wird. 

Keine Gerade schneidet eine Raumcurve dritter Ordnung 
in mehr als zwei Punkten, denn hätte eine Gerade drei Punkte mit der 
Curve gemein, so würde eine durch dieselbe und durch irgend einen vierten 
Punkt der Curve gelegte Ebene mehr als drei Curvenpunkte enthalten. 

52. Drei projectivische Ebenenbüschel erzeugen im 
allgemeinen eine Raumcurve dritter Ordnung. 

Um dies einzusehen denken wir uns drei projectivische Ebenenbflschel 
E^ E^yE^ durch irgend eine Ebene a geschnitten. Es ergeben sich dadurch drei 
projectivische Strahlenbflschel 5, iS^, 5^, deren Mittelpunkte M, Jf^, M^ die 
Schnittpunkte der Ebene a mit den Axen der drei Büschel sind. 8 und 8^ 
erzeugen nun einen Kegelschnitt K, welcher durch M und M^ geht, ebenso 
erzeugen 8 und 8^ einen durch M und M^ gehenden Kegelschnitt K^. Die 
beiden Kegelschnitte haben den Punkt M gemein und schneiden sich daher 
mindestens noch in einem, aber höchstens noch in drei reellen Punkten, welche 
dem Erzeugnisse der drei Büschel angehören, weil sich in jedem dieser Punkte 
drei entsprechende Ebenen von E, E^ nnd E^ schneiden. Dieses Erzeugniss 
ist also eine Raumcurve dritter Ordnung. — Wäre M auch ein Punkt, in welchem 
sich drei entsprechende Ebenen von E, E^, E^ schneiden, so hätten K und Z,, 
wie man sich leicht überzeugen kann, in M eine gemeinschaftliche Tangente 
und könnten sich demnach höchstens noch in zwei Punkten schneiden. 

53. Wenn zwei Regelflächen, oder eine Regelfläche und 
eine Kegelfläche, oder auch zwei Kegelflächen zweiter 
Ordnung eine gerade Erzeugende gemein hieben, so schneiden 
sie sich im allgemeinen noch in einer Raum curve dritter 
Ordnung. 

Btaudigl: Lelirbiicli der neueren Geometrie. 23 
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Der Beweis hieffir kann wie folgt gegeben werden. Die beiden sich 
schneidenden Flächen nennen wir F und JF\, ihre gemeinschaftliche gerade 
Erzeagende a nnd irgend eine Ebene, welche F und F^ schneidet, heisse a. Die 
Schnitte von a mit F nnd jP^ sind Garven zweiter Ordnnng, also Corven, welche 
höchstens vier reelle Punkte gemein haben können. Einer dieser vier Punkte 
liegt in a, daher gehören die übrigen drei Punkte einer Itanmcorve dritter 
Ordnung an, wie wir behauptet haben. 

54. Zwei Ebenenbüschel, deren Axen zwei beliebige 
Secanten irgend einer Raumcurve dritter Ordnung bilden 
und welche derart auf einander bezogen werden, dass die 
Durchschnittslinien von je zwei entsprechenden Ebenendie 
Curve schneiden, sind projectivisch. 

Die zwei Büschel müssen nämlich projectivisch sein, weil jedem Elemente 
des einen nur ein einziges Element des anderen als entsprechendes zugewiesen 
erscheint (Satz 73, 1. Abschnitt). Denn jede durch eine Secante einer Raum- 
curve dritter Ordnung gehende Ebene schneidet die Curve nur mehr in einem 
Punkte. 

Wenn die beiden Secanten, welche Axen der zwei Ebenenbftschel bilden, 
sich in einem Punkte S der Curve schneiden, so erzeugen diese Bflschel eine 
Kegelfläche zweiter Ordnung mit der Spitze 5, auf welcher Fläche die Curve 
dritter Ordnung liegen muss. Es gilt somit der Satz : 

55. Eine Raumcurve dritter Ordnung wird aus jedem 
ihrer Punkte durch eine Eegelfläche zweiter Ordnung 
projicirt, daher ist die Projection einer solchen Curve ans 
jedem ihrer Punkte auf irgend eine Ebene eine Curve 
zweiter Ordnung. 

Man nennt die Raumcurvüu dritter Ordnung mit Rücksicht auf diese 
Eigenschaft auch kubische Kegelschnitte. 

Um in irgend einem Punkte Ä einer Raumcurve dritter Ordnung k die 
Osculationsebene zu construireu kann man wie folgt verfahren : Man zieht im 
Punkte Ä die Tangente t, legt durch Ä und die Curve k eine Eegelfi&cbe K 
(auf welcher auch t gelegen ist) und ermittelt jene Ebene oo, welche die 
Kegelfläche Kint berührt, od ist dann die verlangte osculirende Ebene. Legt 
man nämlich durch t und einen Punkt P der Raumcurve eine Ebene und lässt 
P die Curve durchlaufen, während die durch ihn gehende Ebene sich um t 
dreht, so osculirt diese Ebene mit k im Punkte A, sobald P mit A zusammen- 
fällt, denn sie hat dann drei einander unendlich nahe Punkte mit der Curve 
gemein. — um die Tangente t zu erhalten, lege man durch k zwei beliebige 
Kegelflächen zweiter Ordnung und bestimme die Durchschnittslinie jener zwei 
Ebenen, welche die beiden Kegelflächen in den durch A gehenden geraden 
Erzeugenden berühren. Diese zwei Ebenen schneiden sich in der Tangente t 
weil jede derselben t enthalten muss. 
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Ans dem Satze 54 lä88t sich ferner schliessen : 

56. Jede Ramncurve dritter Ordnnng kann als ein 
Erzengniss von drei projectivischen EbenenbflBcheln be- 
trachtet werden, deren Axen drei beliebige Secanten der 
Gnrye sein können. 

Ist nämlich k irgend eine Ranmcurre dritter Ordnung und heissen a, h, c 
drei beliebige Secanten derselben, so kann man dem Satze 54 zafolge drei 
Ebenenbflschel mit den Axen a, b, c derart projectivisch anf einander beziehen, 
dasB sich je drei entsprechende Elemente derselben in einem Punkte von k 
schneiden. 

Nachdem je zwei solche Ebenenbüschel sich in einer Regelflftche oder, 
wenn ihre Axen sich treffen, in einer Kegelfläche zweiter Ordnnng schneiden, 
anf welcher die Ranmcnrve dritter Ordnung gelegen sein mnss, so gilt der Satz : 

57. Jede Raumcurve dritter Ordnung kann als der 
Durchschnitt zweier Begelflächen, oder einer Regeifläche 
und einer Kegelfläche oder auch zweier Kegelflächen zweiter 
Ordnung betrachtet werden, unter der Voraussetzung, dass 
die zwei sich schneidenden Flächen eine gerade Erzeugende 
gemein haben. 

Diese Voraussetzung muss gemacht werden, weil die Dorchschnitts- 
curve von zwei Flächen zweiter Ordnung im allgemeinen vierter Ordnung 
ist (Siehe den Beweis fi&r Satz 53). Uebrigens ergibt sich dies auch 
aus der Erzeugungsart einer Raumcurve dritter Ordnnng durch drei 
projectivische Ebenenbflschel. Sind nämlich ÄBCDEF beliebige sechs Punkte 
einer Raumcurve dritter Ordnung K, so kann man die Secanten AB, CD 
und EF als Axen Von drei die Gurve K erzeugenden Büscheln a, ß, y ansehen. 
Je zwei dieser Büschel erzeugen eine Regelfläche zweiter Ordnung und je zwei 
dieser Flächen schneiden sich ausser in der Gurve k auch noch in einer der 
drei Secanten AB, GD oder ET, Nimmt man an, die Secanten AB, AG und 
CD seien die Axen der Büschel a, /9, /, so erzeugen pf und / eine Regelfläche, 
a und ß aber eine Kegelfläche zweiter Ordnnng. Beide Flächen enthalten die 
Gerade AB. Betrachtet man endlich AB,^ AG und BG als Axen, so erzeugen je 
zwei von den drei Ebenenbüscheln eine Kegelfläche zweiter Ordnung. Je zwei 
dieser Flächen schneiden sich ausser in der Gurve k auch noch in einer der 
drei Geraden AB, AG oder BG. 

58. Eine Raumcurve dritter Ordnung wird durch sechs 
ihrer Punkte, also durch sechs Punkte, von denen keine 
vier in derselben Ebene liegen, vollkommen bestimmt. 

Sind nämlich ABGDEF sechs solche Punkte und verbindet man A mit 
den übrigen Punkten durch gerade Linien, so erhält man ein Fünfkant, durch 
welches eine Kegelfläche zweiter Ordnung K vollkommen bestimmt wird. Diese 
Kegelfläche, deren Spitze A ist, geht durch die genannten sechs Punkte und 

23* 
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muBS Dach Satz Ö5 jede Baumcurve dritter Ordnung, welche allenfalls durch 
ÄBCDEF gelegt werden kann, in sich enthalten. Vertauscht man Ä etwa mit 
£^ so ergibt sich eine zweite Kegelfläche zweiter Ordnung £^, Mr welche 
dasselbe gilt, was bezüglich der Fläche K bemerkt wurde. K und K^ haben 
nun eine gerade Erzeugende, nämlich ÄB^ und die genannten sechs Punkte 
gemein, daher schneiden sie sich in einer durch diese Punkte gehenden Raum- 
curye dritter Ordnung. Letztere wird also durch ÄBCDEF vollkommen 
bestimmt. 

Bezüglich dieser sechs Punkte kann auch angenommen werden, dass je 
zwei von ihnen coincidiren. Die Verbindungslinie solcher zwei Punkte geht dann 
in eine Tangente der Raumcurve über, daher ist eine derartige Gurve z. B. auch 
durch vier Punkte und eine Tangente mit ihrem Berührungspunkte vollkommen 
bestimmt. 

Der folgende Satz lässt sich nun leicht nachweisen : 

59. Je zwei beliebige Punkte irgend einer Raumcurve 
dritter Ordnung können als die Mittelpunkte von zwei 
collinearen Strahlenbflndeln betrachtet werden, welche diese 
Gurve erzeugen. 

Sind ÄBCDEF sechs beliebige Punkte einer solchen Gurve h, so kann 
man etwa Ä und B als Mittelpunkte zweier Strahlenbfindel s und s^ betrachten 
und diese Bündel derart collinear auf einander beziehen, dass den vier durch 
CDEF gehenden Strahlen in s beziehungsweise die vier durch dieselben Punkte 
CDEF gehenden Strahlen in s^ entsprechen. Nach Satz 8, 3. Abschnitt, ist 
dies gestattet, s und s^ werden demselben Satze zufolge durch die vier Paare 
entsprechender Strahlen vollkommen bestimmt und erzengen also eine ebenfalls 
vollkommen bestimmte Raumcurve dritter Ordnung, welche durch ÄBCDEF 
geht und daher keine andere sein kann, als k. Damit ist obiger Satz bewiesen. 

In jeder Secante einer Raumcurve dritter Ordnung A; schneiden sich zwei 
entsprechende Ebenen jener zwei Strahlenbündel s und s^ , durch welche k 
erzeugt wird. Ausser den Durchschnittslinien entsprechender Ebenen von s und 
Sj, welche zugleich Secanten der Gurve k bilden, gibt es auch solche, die mit 
k keinen reellen Punkt gemein haben. Sie werden un eigentliche Secanten 
der Raumcurve dritter Ordnung genannt, im Gegensatze zu den 
eigentlichen, deren zwei Schnittpunkte mit der Gurve reell sind. Dass jede 
uneigentliche Secante die Gurve in zwei imaginären Punkten schneidet, ergibt 
sich aus Folgendem. Sind a und o^ irgend zwei entsprechende Ebenen von s 
und Sj, welche sich in der Geraden a schneiden, so bilden a und oe^ die Träger 
von zwei sich entsprechenden Strahlenbüscheln 8 und S^, durch deren Schnitt 
mit a zwei projectivische Punktreihen zu Stande kommen. Diese Reihen haben 
entweder zwei reelle oder zwei imaginäre Doppelpunkte, welche der Gurve k 
angehören. Im ersteren Falle ist a eine eigentliche, im zweiten eine uneigentliche 
Secante. — Jede Tangente von k kann als Verbindungslinie von zwei 
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uDendlich nahen Punkten der Garve, somit aacli als Durchschnittslinie von 
zwei entsprechenden Ebenen der Bttndel 8 und s^ betrachtet werden. 

Die Gesammtheit der Geraden, in welchen sich je zwei entsprechende 
Ebenen von zwei coUinearen Strahlenbttndeln s und 5^ schneiden, wird ein 
Secanten System dritter Ordnung, und die durch 8 und s^ erzeugte 
Ranmcurve dritter Ordnung die Ordnungscurve dieses Systemes genannt. 
Die sämmtlichen eigentlichen und uneigentlichen Secanten 
und die Tangenten einer Raumcuryc dritter Ordnung k bilden 
also ein Secantensystem dritter Ordnung, dessen Ordnungs- 
curve k ist. 

Aus dem Satze 59 kann geschlossen werden, dass wenn man zwei beliebige 
Punkte A, B einer Ranmcurve dritter Ordnung k als Mittelpunkte von zwei die 
Gurve k erzeugenden Strahlenbflndeln annimmt und durch irgend eine eigent- 
liche Secante a der Gurve und die Punkte A^ B je eine Ebene legt, diese 
Ebenen sich inr den erzeugenden Bändeln entsprechen mttssen. Dies gilt auch 
dann, wenn a eine un ei gentliche Secante ist, wie wir nun zeigen wollen. 

Wir setzen voraus, die Gurve k sei durch zwei Strahlenbündel 8 und 8^ 
erzeugt worden, deren Mittelpunkte M und M^ heissen mögen. Die uneigent- 
liche Secante a sei der Durchschnitt der sich entsprechenden Ebenen a, o^ und 
p, ^^ irgend ein in diesen Ebenen gelegenes Paar entsprechender Strahlen. — 
Jede der Ebenen a und or^ hat dann mit der Ranmcurve nur einen Punkt 
{M^ M^) gemein und auch jede der Geraden p, p^ schneidet die Gurve nur in 
einem Punkte. — Letztere Gerade bilden die Axen von zwei Ebenen- 
bQscheln, welche sich in s und s^ entsprechen, also projectivisch sind und eine 
Regelfläche zweiter Ordnung F erzeugen. Diese Regelflftche enthält die Gurve 
A und die drei Geraden a,j>, j>j. Zur einen Schaar von geraden Erzeugenden 
der Fläche F gehören alle eigentlichen und uneigentlichen Secanten von k^ 
welche p und p^ schneiden, also auch a, zur anderen Schaar die Geraden p, p^. 
Die Fläche F wird durch p und die Gurve k allein voll- 
kommen bestimmt, denn gerade Erzengende derselben werden erhalten, 
indem man durch p beliebige Ebenen legt, welche k ausser in M noch in zwei 
anderen Punkten schneiden, und letztere Punkte durch gerade Linien verbindet. 
Es gilt also der Satz : 

60. Durch eine Ranmcurve dritter Ordnung und irgend 
eine Gerade p, welche mit der Gurve nur einen Punkt ge- 
mein hat, kann eine einzige Regelfläche gelegt werden. 
Eine Schaar von geraden Erzen genden dieser Fläche besteht 
aus den eigentlichen und uneigentlichen Secanten , welche 
p schneiden, der andern gehört i? an. 

Ist nun q irgend eine zweite durch M gehende, in der Ebene a liegende 
Gerade, so bestimmt q mit der Gurve k eine Regelfläche zweiter Ordnung JF\, 
welche durch k geht und die Geraden a und q enthält. Die uneigentliche Secante 
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a liegt also aaf beiden Regelflächen F, F^ und wird daher darch diese ganz 
anabhängig von der Lage des Punktes M^^ vollkommen bestimmt. Statt M^ kann 
somit jeder beliebige Punkt der Carve k als Mittelpunkt des zweiten erzeugen- 
den Bündels 8^ angenommen werden, ohne dass a aufhören würde, eine aneigent- 
liche Secante von k za sein. Jede Ebene eines jeden dieser Strahlenbündel s^, 
welche der Ebene a in s entspricht , geht durch a; wählt man daher beide 
Mittelpunkte der erzeugenden Bündel beliebig in der Cnrve, so bildet a stets 
den Durchschnitt von zwei entsprechenden Ebenen und bleibt eine aneigentliche 
Secante von k. — Wir können nun folgenden Satz aufstellen : 

61. Je zwei beliebige Punkte der Ordnungscurve eines 
Secantensystemes dritter Ordnung können als die Mittel- 
punkte von zwei collinearen Strahlenbündeln betrachtet 
werden, welche dieses System erzeugen. 

Aus dem Satze 55 dieses Abschnittes und dem Pascal 'sehen folgt 
unmittelbar : 

62. Jedes, einer Raumcurve dritter Ordnung einge- 
schriebene Sechseck wird aus irgend einem Gurvenpankte 
Ä durch ein Sechskant projicirt, dessen drei Paare gegen- 
überliegender Seiten sich in Geraden schneiden, welche ein 
und derselben durch Ä gehenden Ebene angehören. 

Nimmt man an, dass drei Paare von Eckpunkten des eingeschriebenen 
Sechseckes coincidiren, so kann der folgende Satz aus dem vorhergehenden 
abgeleitet werden : 

63. Sind ABCB die Eckpunkte eines einer Baumcurve 
dritter Ordnung eingeschriebenen Tetraeders und Ä^B^C^B^ 
die Durchschnitte der in den Punkten ABCB berührenden 
Tangenten mit den Tetraederflächen, welche diesen Punk- 
ten gegenüberliegen, so bilden A^B^C^B^^ die Eckpunkte 
eines zweiten Tetraeders, das dem ersteren eingeschrieben 
und zugleich umschrieben ist. 

Die Verbindungslinien des Punktes A mit B, C, B bilden Kanten eines 
Dreikants und die drei Ebenen, welche durch die Tangenten in By C7, B und den 
Punkt A bestimmt werden , kann man als Seiten eines dem ersteren om- 
schriebenen Dreikants betrachten. Jene Kegelfläche zweiter Ordnung, welche 
ihre Spitze in A hat und die Raumcurve dritter Ordnung enthält, ist dem einen 
Dreikant umschrieben und dem anderen eingeschrieben ; sie berührt die Seiten 
des letzteren in den Kanten des ersteren. Jeder der Punkte B^C^B^ liegt so- 
wohl auf einer Seite des einen, wie auch auf einer Seite des anderen Dreikants 
und die Geraden AB^, AC^^ AB^ bilden die Dnrchschnittslinien von je zwei 
solchen Seiten. Da nun dem Satze 62 zufolge die Geraden AB^, AC^, AB^ in 
ein und derselben Ebene liegen (Vergleiche auch Satz 15, 2. Abschnitt), so moss 
die Ebene B^C^B^ durch A geben. In derselben Weise kann man sich über- 
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zengen, dass die Ebenen Ä^B^C^, Ä^B^D^ ond A^C^D^ beziehungsweise durch 
2>, C und B geben. Diese Ebenen bilden aber Seitenflächen des Tetraeders 
Ä^B^G^D^y welches dem Tetraeder ÄBCD eingeschrieben ist, daher erscheint 
obiger Satz gerechtfertigt. 

W&hit man statt Ä irgend einen anderen Gurvenpankt Ä\ so erhält man 
statt der Ebene ÄB^G^D^ eine andere Ä'B'^G\D\, Diese beiden Ebenen 
müssen sich in den beiden Strahlenbündeln entsprechen, welche ihre Mittelpunkte 
in Ä, Ä' haben und die Raumcurve erzengen. Denn der Geraden ÄB^ (als 
Durchschnitt der Ebenen ÄBB^ und AGD) entspricht die Gerade Ä'B\ (als 
Durchschnitt der Ebenen Ä'BB^) und A' CD) und der Geraden AG^ (als Durch- 
schnitt der Ebenen ACG^^ und ABD) entspricht die Gerade J.'C, (als Durch- 
schnitt der Ebenen ACC^ und A'BD). Die beiden sich entsprechenden Ebenen 
AB^ G^ und A'ff^ G\ schneiden sich in einer uneigentlichen Secante a der Raum- 
curve k. Lässt man daher den Punkt A die Curve k durchlaufen, so dreht sich 
die Ebene AB^G^ um a. Nachdem eine eigentliche und eine uneigentlicbe 
Secante sich nicht schneiden können, wie aus obigem Satze 60 hervorgeht, so 
kann a nicht in der Ebene BGB liegen. Den Durcbschnittspunkt von a mit 
dieser Ebene nennen wir P. 

Die Durchschuittslinie s der Ebenen ABB^ und AGB wird von a immer 
geschnitten, wo man auch A\nk annehmen mag, denn a und s liegen stets in 
derselben Ebene AB^ G^ . Coincidirt. A mit B^ so liegt s in der Ebene BGB 
und kann daher die Secante a nur im Punkte P schneiden. Die Ebene ABB^, 
welche s ebenfalls enthält, oscnlirt dann mit der Gurve k im Punkte B, woraus 
folgt, dass die Osculationsebene dieses Punktes durch P gehen mnss. — Auf 
dieselbe Art lässt sich zeigen, dass auch die Oscnlationsebenen der Punkte G 
und B durch den Punkt P geben ; es gilt somit der Satz : 

64. Die Osculationsebenen von drei beliebigen Punk- 
ten einer Raumcurve dritter Ordnung schneiden sich in 
einem Punkte der Ebene dieser drei Punkte. 

Hieraus kann man schliessen, dass jede Raumcurve dritter Ordnung auch 
dritter Glasse ist Würden nämlich durch irgend einen Punkt Pvier Oscnlations- 
ebenen einer Raumcurve dritter Ordnung gehen, deren Osculationspnnkte wir 
iiJ^CD nennen wollen, so müsste P in der Ebene ^^C, aber auch in den Ebenen 
ABD, AGD nnd BGB liegen, was nur möglich ist, wenn alle vier Gurvenpunkte 
Jl^CD derselben Ebene angehören. Die Raumcurven dritter Ordnung können 
aber von keiner Ebene in mehr als drei Punkten geschnitten werden, folglich 
gehen durch keinen Punkt P mehr als drei Osculationsebenen einer solchen 
Gurve. 

Nach den Gesetzen der Reciprocität ist jeder Raumcurve dritter Ordnung 
eine Raumcurve dritter Glasse reciprok nnd umgekehrt. Da nun jede Raumcurve 
dritter Ordnung zugleich dritter Glasse ist, so mnss auch jede Raumcurve dritter 
Glasse zugleich dritter Ordnung sein. Es gilt also der Satz: 



Digitized by 



Google 



660 Fünfter Ahsehnitt. 

66. Die RanmcurveD dritter Ordoang and jene dritter 
GlaBse sind identisch. 

Die Gesammtheit der OsculatioDsebeaen einer Baamcurve dritter Ordnung 
wird ein Ebenenbfischel dritter Ordnung genannt, da ein solcher 
Bttschel dem eben aufgestellten Satze zufolge die Eigenschaft hat, dass durch 
keine Gerade mehr als drei Ebenen des Büschels geben. 

Mit Hilfe der Gesetze der Reciprocität können nun aus den Sätzen 51 bis 
55 dieses Abschnittes die folgenden abgeleitet werden : 

66. Sämmtliche Ebenen, welche durch je zwei entspre- 
chende Gerade von z wei collinearen ebenen Systemen gehen, 
bilden im allgemeinen einen Ebenenbüschel dritter Ordnung, 
dem auch die Träger der beiden ebenen Systeme angehören. 

67. Drei projecti vische Punktreihen erzeugen im all- 
gemeinen einen EbenenbUschel dritter Ordnung. 

68. Wenn zwei Kegelschnittslinien von einer Geraden 
gemeinschaftlich berührt werden, so bilden alle Ebenen, 
welche beide Gnrven zugleich berühren im allgemeinen 
einen Ebenenbüschel dritter Ordnung. 

69. Je zwei Gerade , in weichen sich zwei osculirende 
Ebenen einer Raumcurve dritter Ordnung schneiden , wer- 
den von allen übrigen osculirenden Ebenen derCurvein 
projectivisch en Pnnktreihen geschnitten. 

70. Jede osculirende Ebene einer Raumcurve dritter 
Ordnung wird von allen übrigen osculirenden Ebenen dieser 
Cnrve in Geraden geschnitten, welche einen Kegelschnitt 
umhüllen. 

Ans dem Satze 58 ergibt sich : 

71. Eine Raumcurve dritter Ordnung wi rd durch s echs 
ihrer Osculationsebenen , also durch sechs Ebenen, von 
welchen keine vier durch ein und dens elben Punkt gehen, 
vollkommen bestimmt. 

Da alle unendlich fernen Punkte einer Raumcurve dritter Ordnung, so wie 
überhaupt alle unendlich fernen Punkte des Raumes, in derselben Ebene liegen, 
so können bezüglich der Anzahl und gegenseitigen Lage der unendlich fernen 
Punkte einer solchen Gurve nur vier verschiedene Fälle eintreten: Entweder 
sind drei unendlich ferne, von einander gesonderte, reelle Punkte vorbanden, 
oder es coincidiren zwei von diesen Punkten, oder alle drei fallen zusammen, 
oder es gibt nur einen reellen unendlich fernen Gurvenpunkt. Im zweiten Falle 
enthält die unendlich ferne Ebene eine Tangente der Gurve, im dritten ist diese 
Ebene zugleich eine Osculationsebene. Man unterscheidet demgemäss folgende 
vier Arten von Ranmcurven dritter Ordnung : 
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1. Die räumliche Hyperbel, welche drei nnendlich ferne Pankte 
besitzt. 

2. Die parabolische Hyperbel, welche vod der UDcndlich fernen 
Ebene in einem Pankte berührt und in einem zweiten geschnitten wird. 

3. Die räumliche Parabel. Sie hat nur einen unendlich fernen 
Punkt, in welchem die unendlich ferne Ebene mit ihr osculirt. 

4. Die räumliche Ellipse. Sie wird von der nnendlich fernen Ebene 
nur in einem Punkte geschnitten. 

Nachdem eine Raumcurve dritter Ordnung aus jedem ihrer nnendlich 
fernen Punkte durch eine Cilinderfläche zweiter Ordnung projicirt wird, so gehen 
durch die räumliche Hyperbel drei Cilinderflächen, welche hyperbolisch sein 
müssen , da jede derselben zwei unendlich ferne gerade Erzeugende besitzt. 
Durch die parabolische Hyperbel geht eine hyperbolische und eine parabolische 
Cilinderfläche. Die Erzeugenden der ersteren convergiren gegen die zusammen- 
fallenden unendlich fernen Punkte, jene der letzteren gegen den dritten unend- 
lich fernen Punkt. Durch eine räumliche Ellipse geht nur eine Cilinderfläche 
und zwar eine elliptische. 

Die räumliche Hyperbel hat drei in endlicher Entfernung gelegene Asymp- 
toten und Asymptotenebenen. — Jede Osculationsebene eines unend- 
lich fernen Punktes irgend einer Raumcurve wird nämlich eine Asymptotenebene 
der letzteren genannt. — Die parabolische Hyperbel hat zwei Asymptoten und 
ebenso viele Asymptotenebenen. Von den ersteren liegt eine in unendlicher 
Entfernung , während die letzteren beide in endlicher Entfernung gelegen sind. 
Die räumliche Parabel besitzt nur eine Asymptote und eine Asymptotenebene, 
welche sich beide in endlicher Entfernung befinden. 

Wir stellen nun noch einige auf die Erzeugung von Raumcurven dritter 
Ordnung bezügliche Sätze auf, welche Beispiele liefern , dass anscheinend 
schwierig zu beweisende Sätze häufig ihre einfache Erklärung in der Entstehung 
dieser Curven durch projectivische oder collineare Grundgebilde finden. Zugleich 
mögen diese Sätze dazu dienen, um auf die zwischen ebenen und kubischen 
Kegelschnittslinien bestehende Analogie aufmerksam zu machen. 

Dem auf ebene Kegelschnitte sich beziehenden Satze von Newton (Satz 
26, 2. Abschnitt) ist der folgende analog : 

72. Wenn drei Flächenwinkel von constanter Grösse sich 
um ihre Kanten drehen, während der Schnittpunkt von drei 
ihrer Seitenflächen sich auf einer Geraden bewegt, so 
beschreibt der Durchschnittspunkt der drei übrigen Seiten- 
flächen eine Raumcurve dritter Ordnung. Die drei Kanten 
bilden Secanten dieser Curve. 

Der auf einer Geraden sich bewegende Schnittpunkt von drei Seiten- 
flächen bildet in seinen verschiedenen Lagen die Elemente einer Punktreihe, 
gegen welche die von letzteren Flächen erzeugten Ebenenbüschel perspectivisch 
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liegen. Diese drei Ebenenbflschel sind somit unter einander projectivisch, woraus 
folgt, dass auch jene drei EbenenbQschcl, welche durch die übrigen Seitenflächen 
entstehen, projectivisch sind, also eine Ranincurve dritter Ordnung erzeugen. 
£iner Specialität des Satzes von Braikenridge und Mac - Laurin 
(Satz 28, 2. Abschnitt) ist der nachstehende analog : 

73. Wenn die vier Seitenflächen eines veränderlichen 
Tetraeders sich um vier in ihnen gelegene Gerade drehen, 
während drei Eckpunkte des Tetraeders beständig auf den- 
selben drei Geraden bleiben, so beschreibt der vierte Eck- 
punkt eine Raunicurve dritter Ordnung. 

Der vierte Eckpunkt bildet nämlich den Durchschnitt von drei entspre- 
chenden Ebenen dreier Ebenenbflschel, welche projectivisch sein mfissen, 
nachdem je zwei von den durch die Seitenflächen des Tetraeders entstehenden 
EbenenbUscheln dieselbe Punktreihe projiciren. 

Dem eben aufgestellten Satze ist der folgende reciprok : 

74. Wenn die vier Eckpunkte eines veränderlichen 
Tetraeders sich auf vier Geraden bewegen, während drei 
Seitenflächen des Tetraeders sich um drei in ihnen gelegene 
Gerade drehen, so osculirt die vierte Seite beständig eine 
Raumcurve dritter Ordnung. 

Dies wird klar ^enn man berflcksichtigt, dass je zwei Punktreiheu, deren 
Träger jene Geraden bilden, welche durch die Eckpunkte gehen. Schnitte eines 
und desselben Ebenenbflschels sind, also projectivisch sein mflsscn. Die vierte 
Seitenfläche geht durch entsprechende Punkte von drei solchen Reihen, daher 
osculirt sie nach Satz 67 während ihrer Bewegung beständig ein und dieselbe 
Raumcurve dritter Ordnung. 

75. Wenn die Spitze eines Dreikants sich in einer 
Geraden bewegt, während dessen Kanten sich um drei ihrer 
Punkte drehen, so bestimmen die Schnittpunkte der drei 
Kanten mit irgend drei festen Ebenen eine Ebene, welche 
beständig dieselbe Raumcurve dritter Ordnung osculirt. 

Um dies nachzuweisen bezeichnen wir die Gerade, in der sich die Spitze 
bewegt, durch g und die Punkte, um welche sich die Kanten drehen, durch 
A, B, C, Sämmtliche Schnittpunkte der durch Ä gehenden Kaute mit einer 
der drei festen Ebenen a liegen in einer Geraden a, nämlich in der Schnittlinie 
von a mit der durch Ä und g bestimmten Ebene, und ebenso befinden sich die 
Schnittpunkte der übrigen zwei Kanten alle auf zwei Geraden 6, c, von denen 
die eine der Ebene Bg, die andere der Ebene Cg angehört. Auf den Geraden 
a, by c kommen nun drei Punktreihen zu Stande, welche alle gegen eine auf g 
befindliche Reihe perspectivisch liegen. Diese drei Punktreihen müssen also 
projectivisch sein und ihr Erzeugniss ist daher ein Ebenenbttschel dritter 
Ordnung. 
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76. Sind A, B, C drei beliebige Punkte, a, ß, y drei 
beliebige Ebenen und a, b, c die Schnittlinien von a, ß, y 
mit einer beweglichen Ebene, welche beständig durch 
dieselbe Gerade geht, so beschreibt der Schnittpunkt der 
drei Ebenen J.a, Bh, Cc im allgemeinen eine Raumcurve 
dritter Ordnung. 

Die Gerade, um welche sich die bewegliche Ebene dreht, schneidet 
nämlich a, ß, y in Punkten Jtf, JV, 0, durch welche a, b, c beständig gehen. 
Sämmtliche Ebenen Äa, Bb, Cc bilden daher drei Ebenenbüschel mit den Axen 
AM, BN^ CO. Diese drei Ebenenbüschel sind projectivisch, weil jeder derselben 
gegen den durch die bewegliche Ebene entstehenden Ebenenbüschel perspec- 
tivisch liegt, folglich erzeugen dieselben eine Raumcurve dritter Ordnung. 

Die Analogie zwischen Curven zweiter Ordnung und Raumcurven dritter 
Ordnung spricht sich auch in folgendem Satze aus : 

77. Eine Raumcurve dritter Ordnung k und derausihren 
Osculationsebenen bestehende Ebenenbüschel dritter 
Ordnung können als zwei sich entsprechende Gebilde eines 
Nullsystems betrachtet werden, in welchem jeder Punkt 
von A; seiner Osculationsebene und jede Tangente von k sich 
selbst entspricht. Durch eine Raumcurve dritter Ord nung 
wird demnach ein Nullsystem bestimmt. 

Der Beweis hiefOr kann wie folgt gegeben werden. Sind ABCDE fünf 
beliebige Punkte einer Raumcurve dritter Ordnung k und aßyde beziehungsweise 
ihre Osculationsebenen, so können zwei räumliche Systeme 2 und 2^ derart 
reciprok auf einander bezogen werden, dass diesen fünf Punkten die genannten 
fünf Ebenen entsprechen. Die Durchschnittslinie der Ebenen a und ß bildet den 
Träger einer Punktreihe R^ in 2^, welcher ein Ebenenbüschei mit der Axe AB 
in 2 entspricht. Dieser Büschel liegt gegen B^ perspectivisch, d. h. jede seiner 
Ebenen geht durch den ihr entsprechenden Punkt, weil dies bei drei Ebenen 
stattfindet (Satz 74, 1. Abschnitt), nämlich bei den Ebenen ABC, ABD, ABE 
(Satz 64, 5. Abschnitt). Auf dieselbe Art lässt sich zeigen, dass die Punktreihe, 
deren Träger die Schnittlinie von irgend zweien der fünf Ebenen aßyds bilden, 
gegen den ihr entsprechenden Ebenenbüschel perspectivisch liegt. In jeder der 
Ebenen aßyde sind also vier Gerade vorhanden, deren sämmtliche Punkte auf 
den ihnen entsprechenden Ebenen liegen. In zwei reciproken räumlichen 
Systemen liegen nun entweder sämmtliche Punkte auf den ihnen entsprechenden 
Ebenen, d« h. die beiden Systeme bilden ein Nullsystem, oder alle Punkte, 
welche in ihren entsprechenden Ebenen gelegen sind, gehören einer Fläche 
zweiter Ordnung (oder Specialitäten einer solchen Fläche) an. Einer Fläche 
zweiter Ordnung können die in 2 auf ihren entsprechenden Ebenen befindlichen 
Punkte nicht angehören, weil diese Fläche mit jeder der fünf Ebenen aßyde 
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vier Gerade gemein haben müsste, was unmöglich ist, daher bilden J and ^^ 
ein Nallsystem. 

Ist nun P ein beliebiger Punkt der Corve A;, so entspricht demselben eine 
durch ihn gehende Ebene n. Nachdem P in der Ebene AB^ gelegen ist, so 
geht n durch die Schnittlinie der den Punkten A und B entsprechenden Ebenen, 
also auch durch jenen Punkt Q, in welchem diese Schnittlinie die Ebene ABIP 
trifft. Durch Q geht aber auch die Osculationsebene n* des Punktes P und 
nachdem n und tt' je einen Punkt der Ebenen J.CP und AD^ ebenfalls gemein 
haben, so fallen n und tt' zusammen, d. h. jene Ebene, welche dem beliebig 
gewählten Punkte P der Curve A; entspricht, ist die Osculationsebene dieses 
Punktes. 

Der Tangente in P, also der Verbindungslinie zweier unendlich naher 
Gurvenpunkte entspricht die Durchschnittslinie von zwei unendlich nahen 
Osculationsebenen, nämlich wieder die Tangente in P. Es entspricht somit jede 
Tangente von A; sich selbst und bildet einen L ei t strahl des Nullsystems. 

Aus dieser Untersuchung geht hervor, dass durch eine Raumcurve dritter 
Ordnung ein Nullsystem vollkommen bestimmt wird, ebenso wie ein ebenes 
Polarsystem durch seine Directrix. Man nennt daher eine Raumcurve dritter 
Ordnung insoferne sie ein Nullsystem bestimmt, auch die Directrix oder 
Ordnungscurve dieses Systems. Doch ist nicht zu übersehen, dass im 
ebenen Polarsysteme ausserhalb der Directrix kein Punkt existirt, der auf seiner 
entsprechenden Geraden gelegen wäre, indess im Nullsysteme jeder Punkt auf 
der ihm entsprechenden Ebene liegt. 

Eine wichtige Eigenschaft der Raumcurven dritter Ordnung drückt auch 
folgender Satz aus. 

78. Die Polarebenen eines beliebigen Punktes P in 
Bezug auf sämmtliche Flächen zweiter Ordnung, welche 
durch eine Raumcurve dritter Ordnung gelegt werden 
können, schneiden sich in ein und demselben Punkte der 
durch P gehenden Secante der Curve. 

Durch irgend einen Punkt P geht eine einzige eigentliche oder uneigent- 
liche Secante s der Raumcurve dritter Ordnung A;, wenn P nicht auf h liegt 
Denn gäbe es zwei durch P gehende Secanten, so hätte jene Ebene, welche 
durch dieselben bestimmt wird, vier (reelle oder imaginäre) Punkte mit der 
Curve gemein. Sind nun D, TV die (reellen oder imaginären) Schnittpunkte von 
5 mit A;, so enthalten alle durch h gelegten Flächen zweiter Ordnung diese Punkte 
und der Punkt P in s, welcher von P durch J) und D' harmonisch getrennt 
wird, muss sämmtlichen Polarebenen von P in Bezug auf die genannten Flächen 
zweiter Ordnung angehören. Geht die Secante s in eine Tangente über, so 
berührt sie auch jede durch h gelegte Fläche und jede Polarebene von P muss 
durch den Berührungspunkt dieser Tangente gehen. Liegt P in der Curve A; 
selbst, so gehört er auch allen durch h gelegten Flächen an, und jede Polarebene 
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von P berfihrt die betreffende Fläche in P. Es gehen somit auch in diesem Falle 
sämmtliche Polarebenen durch denselben Punkt. Nachdem alle Berflhrungs- 
ebenen in P durch jene Tangente gehen müssen, welche kj also auch alle 
Fl&cben zweiter Ordnung in P berührt, so schneiden sich in diesem Falle 
sämmtliche Polarebenen yon P in der genannten Tangente. 

Die Polarebenen des Punktes P' gehen selbstverständlich alle durch P. 
Man nennt je zwei solche Punkte P und P, von denen jeder der Schnittpunkt 
der Polarebenen des andern ist, conjugirte Punkte in Bezug auf die 
Raumcurve dritter Ordnung. Jedem Punkte einer Tangente der Raumcurve ist 
der Berührungspunkt dieser Tangente und jedem Gurvenpunkte sind alle Punkte 
der Tangente desselben conjugirt. 
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